Kein Zwillingsparadoxon

Ziel dieses kurzen Textes ist keine erneute Diskussion und angebliche Losung des Zwillingsparadoxons, son-
dern eine Darstellung, die eine Konstruktion bzw. das Entstehen des vermeintlichen Paradoxons von vornherein
vermeidet. Im Zentrum stehen beobachtbare Groflen sowie die Giiltigkeit der Darstellung auch und insbeson-
dere fiir die Allgemeine Relativititstheorie.

Zunichst wird kurz dargestellt, welchen wesentlichen konzeptionellen Fallen man bei einigen Darstellungen
des Sachverhaltes begegnet, und wie diese im Folgenden vermieden werden. AnschlieBend wird das zentrale
Konzept von beobachterspezifischen Eigenzeiten im Sinne von invarianten Observablen diskutiert. Die Eigen-
zeit entlang von Weltlinien wird als rein geometrisches Konzept eingefiihrt, so dass das vermeintliche Zwil-
lingsparadox trivialerweise vermieden wird. Anschlielend werden verschiedene mathematische Darstellungen
der Eigenzeit diskutiert, um den Anschluss an diverse Spezialfille herzustellen; diese Darstellungen sind jedoch
allesamt sekundir gegeniiber der zuvor diskutierten, fundamentalen geometrischen Defintion. Die Rolle der
Lorentztransformation auch fiir gekriimmte Raumzeiten sowie die Unterscheidung zwischen Eigen- und Koor-
dinatenzeit wird mathematisch prézisiert. Das Konzept der Eigenzeiten als beobachterspezifischen Invarianten
wird kurz mathematisch erortert, die Definition von Geodéten als Weltlinien maximaler Eigenzeit gestreift; Ziel
ist das Verstidndnis der Irrelevanz der Beschleunigung fiir die Zeitdilatation. Der Zusammenhang zwischen den
theoretischen Uberlegungen einserseits sowie experimentellen Untersuchungen andererseits folgt aus der Ein-
steinschen Uhrenhypothese, die die Irrelevanz der Beschleunigung nochmals aufgreift . AnschlieBend folgen
einige explizite Beispiele wie die Zeitdilatation fiir Kreisbahnen, kompakte Raumzeiten sowie beschleunig-
te Beobachter. Zuletzt wird eine kontinuierliche, wechselweise Beobachtung der Eigenzeiten entlang zweier
Weltlinien diskutiert.

Zur Motivation

Das Zwillingsparadoxon wird hiufig mittels der Zeitdilatation von Koordinatenzeiten zwischen (stiickweise)
geradlinig gleichférmig bewegten d.h. inertialen Beobachtern diskutiert.

Dies hat konzeptionelle Nachteile:

* Der Fokus liegt auf inertialen Beobachtern; dabei bleibt unklar, wie man — ausgehend von diesen —
iiberhaupt zu nicht-inertialen Beobachtern verallgemeinern kann.

* Es wird nicht sorgfiltig zwischen Eigen- und Koordinatenzeit unterschieden; die Zeitdilatation fiir Ei-
genzeiten wird mit der Lorentztransformation fiir Koordinaten vermischt 2.

* Die — vermeintliche — Auflosung des Zwillingsparadoxons erfolgt teilweise iiber die Argumentation mit-
tels Asymmetrie bzw. Bezugsystemwechsel eines Beobachters; ebenso werden filschlicherweise die Be-
schleunigung als Ursache der Zeitdilatation bzw. als Losung des Zwillingsparadoxons oder eine ver-
meintliche Unstetigkeit aufgrund des Bezugsystemwechsels genannt.

* Die Argumentation fokussiert auf Spezialfille, daher sind Verallgemeinerungen schwierig, insbs. bzgl.
der Allgemeinen Relativititstheorie *; teilweise sind die aus den Spezialfillen folgenden Schlussfolge-
rungen im Allgemeinen falsch.

1Experimentelle Tests werden (noch) nicht diskutiert.

%In der englischen Fachliteratur findet man die Prizisierung der time dilation explizit fiir Koordinatenzeiten in Inertialsystemen,
jedoch differential aging fiir Eigenzeiten im Kontext des Zwillingsparadoxons, insbs. auch fiir nicht-inertiale Beobachter.

3Die folgende Darstellung ist fiir Spezielle und Allgemeine Relativititstheorie gleichermaBen giiltig; Ausnahemn werden explizit
genannt, zum Beispiel durch Hinweis auf eine flache Raumuzeit.



* Der Bezug zu Observablen d.h. messbaren GroBen ist bei Betrachtung ausschlieBlich inertialer Beobach-
ter nur sehr indirekt moglich.

Nicht zuletzt ist Einsteins induktive Herangehensweise zwar genial, aus heutiger Sicht jedoch — da die vollstandi-
ge Theorie vorliegt — im Sinne der Verstdndlichkeit nicht unbedingt optimal.

Daher soll im Folgenden ein eher deduktiver, geometrischen Ansatz diskutiert werden, der Spezialfélle und
daraus resultierende Fehlinterpretationen von vornherein vermeidet, direkt hin zur Allgemeinen Relativitéts-
theorie verallgemeinert werden kann und auf invariante Observablen fokussiert, die auch in der Allgemeinen
Relativitétstheorie zur Verfiigung stehen.

Dies umfasst insbesondere

* eine koordinatenfreie Definition der Eigenzeit
* die moglicht weitgehende Ausrichtung der Erlduterungen an kovarianten Konzepte
* die Vermeidung der Identifizierung von Koordinaten- und Eigenzeiten

* die Vermeidung der Einstein-Synchronisation, die Konstruktion von Beobachtern zugeordneten Gleich-
zeitigkeitshyperflichen und die Interpretation der Koordinatenzeiten

* den Verzicht auf die Lorentztransformationen, die eine Transformation zwischen Koordinitensystemen
darstellt, nicht zwischen Eigenzeiten

— auBler, um den Anschluss an andere Darstellungen zu ermoglichen.

Zur Invarianz der Eigenzeit

Betrachtet man verschiedene Beobachter in der Raumzeit, so kommt jedem Beobachter eine invariante Ei-
genzeit zu. Nun haben doch aber verschiedene Beobachter verschiedene Eigenzeiten — wie kann also “die
Eigenzeit” eine Invariante sein?

Die Losung lautet wie folgt: Jedem Beobachter wird seine je eigene, invariante Eigenzeit zugewiesen; d.h. “die
Eigenzeit” existiert nicht. Eine Invariante ist eine GroBe, die in unterschiedlichen Bezugsystemen den selben
Wert aufweist. Mit dem Wechsel des Bezugsystems @ndern sich lediglich die Koordinaten als Hilfsgrofien zur
Berechnung, nicht jedoch die eindeutig definierte, berechnete und beobachtete Invariante .

Zur Definition von Ereignissen, Weltlinien und Eigenzeiten

Jedem Beobachter wird entlang seiner Weltlinie C zwischen zwei auf dieser Weltlinien liegenden, eindeutig
und invariant definierten Ereignissen E, und E, die invariante Eigenzeit T|C] zugeordnet. Die Ereignisse sind
ortlich und zeitlich invariant charakterisiert >

Die mathematische Definition der Eigenzeit zwischen E, und E}, entlang C lautet

7[C] :/Cdf (1)

4Wenn ein Beobachter ein Eigenzeitintervall auf seiner Stoppuhr abliest, dann wird dadurch, dass andere Beobachter in anderen
Bezugsystemen die selbe Stoppuhr ablesen, das Ergebnis der Ablesung fiir keinen Beobachter verdndert. Bzgl. der Ablesung auf
der mit einem Beobachter mitbewegten Uhr stimmen alle weiteren Beobachter darin iiberein, dass fiir diesen einen Beobachter eine
eindeutig definierte Zeitspanne vergangen ist und dass anderen Beobachtern ebenfalls dieser Wert angezeigt wird.

SDie Ereignisse werden nicht mittels Koordinatenorten und -zeiten definiert, da verschiedene Beobachter unterschiedliche Koordina-
ten nutzen koénnen.



Dabei handelt es sich um eine rein geometrische, koordinatenfreie und daher manifest invariante Definition
mittels eines verallgemeinerten MaBies d7 in der vierdimensionalen, zunéchst flachen Raumzeit. Die Definition
kann jedoch unverdndert auf ein Mal} d7 in einer gekriimmten Raumzeit d.h. fiir eine pseudo-riemannsche
Mannifaltigkeit iibertragen werden.

Man beachte, dass diese Definition kein Koordinaten- bzw. Bezugsystem erfordert und somit unmittelbar fiir
beliebige Systeme gilt.

Neben dem nullten Beobachter mit Weltlinie C = Cy betrachten wir eine Schar weiterer Beobachter 1,2...,
deren Reisebeginn und -ende mit £, und E;, zusammenfallen, die jedoch dazwischen unterschiedliche Weltlini-
en C1,C; ... durchlaufen, z.B. mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten und/oder Routen. Damit erhalten wir
neben der Eigenzeit 7[C] die Eigenzeiten 7[Cy], 7[C3]...

Ein beliebiger Beobachter mit Weltlinie C,, ordnet einer beliebigen anderen Weltlinien C,, die Eigenzeit 7[C,]
zu; diese sind im o.g. Sinne invariant.

Kein Zwillingsparadoxon

Fiir unterschiedliche Weltlinien C,, # C,, zwischen den festen Ereignissen E, und E}, erhdlt man im allgemeinen
unterschiedliche Eigenzeiten mit einem Gangunterschied

ATy = T[Cn] — T[Ca] #0 (2)

Zu verschiedenen Darstellungen der Eigenzeit

Neben der invarianten Definition mittels der verallgemeinerten Lange einer Kurve in der 4-dim. Raumzeit

7[C] :/Cdr

werden zur konkreten Berechnung weitere — nun koordinatenabhéngige — Darstellungen der Eigenzeit verwen-
det.

Kurve in der 4-dim. Raumzeit unter Verwendung von beliebigen Koordinaten x* sowie der 4er-Geschwindigkeit
ut als Tangenteneinheitsvektor an die Kurve C:

dxt
- dr

2 uo_
uw =uyu” =1

f[c]:/CW:/CdTW

ut = xH

wobei

Tc] = /C dtu(t)



die formale Aquivalenz zur Linge einer Kurve im 3-dim. Raum zeigt 6.

Kurve in der 4-dim. Raumzeit unter expliziter Verwendung der Metrik gy, insbs. fiir gekriimmte Raumzei-
ten:

= [ Vdxud = [ e
C c

Kurve im 3-dim. Raum mit dem Spezialfall einer ultra-statischen 4-Metrik, Projektion C©®) = PG)C auf die
3-dim. raumartige Hyperfliiche M® 1 x° mit Koordinaten x' und induzierter 3-Metrik g auf M®):

8uv = (Lgik)
_ dx!
dxX0

Cl= / V8uvdxtdxV = /(3) dx®+\/1 — givivk
C C

i

Kurve im 3-dim. Raum, Spezialfall einer flachen Raumzeit mit trivialer Metrik:

guv = (1,8i) = diag(1,—1,—1,—-1)

= [ a0 1= = [Can/i-

Die letzte Gleichung folgt mittels Identifizierung ¢ = x° mit ¢ als Koordinatenzeit und entspricht der bekannten
Darstellung der speziellen Relativitétstheorie.

Zur Lorentztransformation

Die Lorentztransformation ist im Rahmen der Speziellen Relativititstheorie eine Transformation zwischen In-
ertialsystemen, nicht jedoch zwischen Eigenzeiten verschiedener nicht-inertialer Beobachter. Da aufgrund der
fast ausschlieBlichen Betrachtung inertialer Beobachter Eigen- und Koordinatenzeiten oft identifiziert werden,
wird dieser — im Rahmen der Allgemeinen Relativititstheorie essentielle — Unterschied nicht klar.

In der Allgemeinen Relativititstheorie existieren zwei unabhingige Symmetrien:

1. zum einen unter lokalen Koordinatentransformationen ’ in der gekriimmten Raumzeit, dargestellt durch
eine pseudo-riemannschen Mannigfaltigkeit M,

2. zum anderen unter lokalen Lorentztransformationen auf den flachen Kotangentialrdumen 8 T3 M an die
Mannigfaltigkeit M in allen ° Punkten P € M.

Formal gilt

Hier wire die gewdhnliche invariante Linge einer Kurve mittels der gewohnlichen Geschwindigkeit entlang der Kurve zu berechnen.

7Sogenannte Diffeomorphismen, d.h. bijektiven, stetig differenzierbaren Abbildungen zwischen offenen Mengen differenzierbarer
Mannigfaltigkeiten mit ebensolcher Umkehrabbildung

8Jeder einzelne Kotangentialraum hat die Struktur eines flachen Minkowskiraumes.

Die Gesamtheit aller Kotangentialriume iiber M wird als Kotangentialbiindel 7*M = | |p Ty M bezeichnet.



1. neue Koordinaten ¥ (x) als Funktionen der alten Koordinaten x* auf M, sowie Transformation von Vek-
torfeldern (Tensoren hoherer Stufe analog):

= i (x
Ju" (x) = Jux" (x)
VE(x) = VE(x) = (x) VY (x)

2a. Tetraden-Felder ' ' ¢%(P), a = 0...3 als lokale Orthonormalbasen auf T M

b
guv = Naveu“ ey

a__ a u
e =eydx
dx* = et e

a__ _a u
Vi=e"yV

2b. Lorentzinvarianz als Basistransformation lokal je einzelnem 77 M, unabhdingig von den Koordinaten x*:

e — & = Nyeh

Das invariante Linienelement entsprechend der Eigenzeit lautet

AT = gy dxh dx’ = (Mape“u ) (Mo e) (g e?) = Mupe”

Wegen g,y etge’o = noo = 1 kann man ey = u* mit einer lokalen Vierergeschwindigkeit identifizieren.

Auf der Mannigfaltigkeit M existieren keine Lorentztransformationen, die Koordinaten oder Basen an verschie-
nenen Raumzeitpunkten zueinander in Beziehung setzen. Lokale Lorentzinvarianz entspricht der Freiheit der
Wahl der Basen ¢“(P),é*(P)... je Kotangentialraum 75 M; dies ist von der Freiheit der Wahl von Koordinaten
x*(P),x*(P) ... auf der Mannigfaltigkeit M zu unterscheiden. Die Koordinaten zu x*(P) entsprechend e“(P)
sowie die Lorentztransformationen e* — &% = A% e” gelten lokal in in Ty M, nicht in M oder entlang C.

Unterschiedliche Bezugsysteme in einem Punkt P entsprechen unterschiedlichen Basen im Kotangentialraum
T;M. Die Bedingung e#( = 6*° wiihlt ein spezielles, “mitbewegtes” System aus, entsprechend der Wahl einer
speziellen raumartigen Projektion in 75 M. Verschiedenen e¢”(P),é“(P)... entsprechen unterschiedlichen Pro-
jektionen je TyM. Der Zusammenhang zwischen x* und & wird durch Lorentzboosts &% = A% e’ vermittelt.
Die entsprechende Zeitdilatation zwischen x*=° und =0 ist ein rein lokales Artefakt in Ty M aufgrund der
raumartigen Projektionen und darf nicht mit der physikalisch messbaren Zeitdilatation zwischen Eigenzeiten
realer Beobachter entlang verschiedener Kurve C;,C; ... identifiziert werden.

Vengl. frame fields; der Begriff verdeutlicht, dass die ¢%(P) Felder auf M sind.
TEs gilt
e’ = ey dxt; ea =e" oy

ety =38%; et ey, =84,



Zur Invarianz der Eigenzeit

Die Eigenzeit 7[C] ist eine Invariante bzgl. der beiden oben diskutierten Symmetrien

1. der Koordinatentransformationen

xH = M
Suv = Zuv
guvdx* dx¥ — gy dit dx¥ = gyy dxt dx¥
7[C] — 7[C]

2. sowie der lokalen Lorentztransformationen

e — & = Nyeh
Nab — Nab = Nab
Nap e " = Ty = Nupe“e
7[C] — 7[C]

b

Speziell fiir Poincaretransformationen (= Lorentztransformationen plus Translationen) in der flachen Raum-
zeit sowie unter Verwendung kartesischer Koordinaten fallen beide Konzepte zusammen und man erhilt die
bekannte Formel

XM — g

~ [(animwp= a1

Geodaten als Weltlinien maximaler Eigenzeit

Geoditen als Verallgemeinerungen gerader und kiirzester Kurven C zwischen zwei Ereignissen E, und E,
entsprechen Weltlinien maximaler Eigenzeit.

Dazu betrachtet man beliebige, infinitesimale Variationen 8C — dx* einer Kurve C und leitet daraus die Varia-
tion der Eigenzeit 67[C] = 7[C + 6C] — 7|C] ab:

S/df—/drg#v&c“ M

(Vu)t =t + T8, u*u?

(V,u)* entspricht der kovarianten Richtungsableitung d.h. dem auto-parallelen Transport V,, von u#* in Rich-
tung des Tangentialeinheitsvektors u* entlang C.

Aus der Forderung einer verschwindenen Variation 67[C] bis einschlieBlich erster Ordnung in der Variation
Sx* der Kurve '? folgt fiir nicht-verschwindendes 8x* die Geod:tengleichung

Zentsprechend der Extremums-Bedingung des Verschwindens der ersten Ableitung



V.u=20 (3)

Dies entspricht identisch verschwindender kovarianter Viererbeschleunigung a* entlang einer Geoditen '3.
Man beachte, dass eine Geodéte — analog zur Eigenzeit — koordinatenfrei definiert ist.

Damit spielt die Viererbeschleunigung keine Rolle bei der Berechnung der Eigenzeit: sie ist in den Gleichun-
gen fiir 7[C] nicht enthalten; sie verschwindet entlang aller Geoditen, obwohl fiir diese nicht-verschwindende
Eigenzeiten existieren; infinitesimale Abweichungen von Geodéten mit nicht-verschwindender Viererbeschleu-
nigung a* # 0 fithren dennoch zu verschwindender infinitesimaler Variation der Eigenzeit 6 7[C] = 0.

Einsteins Uhrenhypothese

Die Uhrenhypothese besagt, dass Standarduhren zur Verfiigung stehen, die nicht von einer auf sie wirkenden
Beschleunigung beeinflusst werden, sondern identisch zu idealen Uhren funktionieren. Erst mittels dieser Hy-
pothese folgt, dass die reale bzw. gemessene Eigenzeit fiir beschleunigte Bewegungen tatsdchlich durch den
o0.g. theoretischen Ansatz gegeben ist, d.h. dass

Tmeasured [C] ; /C dt (4)

fiir beliebige Weltlinien C gilt.

Theoretisch ist dies offensichtlich, da die Beschleunigung entlang C fiir die Berechnung von 7[C] irrelevant
ist; sie tritt in den Formeln nicht auf. Eine experimentelle Uberpriifung und Bestitigung der Uhrenhypothese
erfolgte an Ringbeschleunigern mit Beschleunigungen von bis zu 10'3g.

Zum Zwillingsparadoxon fiir Kreisbahnen - flache Raumzeit

Betrachtet man in der flachen Minkowski-Raumzeit Weltlinien Cy fiir einen ruhenden Beobachter sowie C,
fiir eine Schar kreisformig bewegter Beobachter mit jeweils konstanter Bahngeschwindigkeit v = const., so
folgt fiir die Eigenzeiten nach einem vollstindigen Umlauf der Kreisbahnen, d.h. fiir zwei aufeinanderfolgende
Ereignisse E,, Ep, bei denen sich Cy und C,, beriihren

=T

T,=vV1-—v2.T

Die Eigenzeit entlang einer beschleunigten, kreisformigen Weltlinie berechnet sich — formal identisch — aus-
schlieBlich iiber die Geschwindigkeit, entsprechend dem Fall einer geradlinigen, unbeschleunigten Weltlinie.

Eine experimentelle Uberpriifung und Bestitigung folgt mittels priziser Messungen der Lebensdauern von
Elementarteilchen in Ringbeschleunigern.

131m Falle einer externen Kraft f wird die Geoditengleichung zu V, u = a = f/m erweitert; dies bedeutet umgekehrt, dass Geoditen
kriftefreien Weltlinien mit a = f/m = 0 entsprechen.



Zum Zwillingsparadoxon fiir Kreisbahnen - Schwarzschild-Raumzeit

Betrachtet man in der Schwarzschild-Raumzeit

dt* = fdr* — f~'dr* — P dQ?
rs
= 1 _——
f(r) p

kreisformige Orbits C,., mit jeweils konstantem Radius r = const., Winkelgeschwindigkeit @(¢) in der Aqua-
torialebene 6 = 7/2, so erhilt man die Vierergeschwindigkeit u* = (', u",u®,u?)

u! =y71(1,0,0, )

_dr
7/_d7:
do
@=ar

Aus der Normierungsbedingung u, u* = 1 folgt

yi=f-re’(n)

Fiir die Eigenzeiten 7[r, @] nach einem vollstdndigen Umlauf der Kreisbahn

T
/dtw(z):Zn
0
folgt
T
r[r,a)]:/ dt\/ f —r?o?*(r)
Jo

Speziell fiir Geodéten mit wg7T = 27 gilt

2.2 _TIs

wy = —

"% 2r
3r

,2: . S

4 f 2r

tnol=/f—r*w}-T

Fiir einen stationiren Beobachter bei festem Radius » und @ = 0 folgt Y2 = f.



Zum Zwillingsparadoxon in kompakten Raumzeiten

In kompakten Raumzeiten folgt das Zwillingsparadoxon fiir Eigenzeiten zweier inertialer Beobachter ohne
Bezugsystemwechsel sowie ohne Beschleunigung.

Man betrachte die raumartige Kompaktifizierung der flachen 2-dim. Minkowski-Raumzeit M®) = R x R —
R x (R/T") = R x S' zu einem Zylinder '*.

Man identifiziert dabei gleichzeitige Raumzeitpunkte mittels der Gittervektoren I',

Haxt4+TH, neZ
' =(0,n)L

fiir eine feste Linge L.

Diese Aquivalenzrelation ~ ist jedoch nicht forminvariant unter Lorentztransformationen

=t = AR XY
T v
¥ 5 [H = AR, T

mit

o~ T
1:# = (—ﬁn,n) ’}/L

da dadurch die Gleichzeitigkeitsbedingung fiir das Gitter verletzt wird. Die Kompaktifizierung zeichnet dem-

zufolge ein bevorzugtes Bezugsystem aus .

Fiir den Umlauf eines inertialen Beobachters C, mit Geschwindigkeit v = const. bezogen auf einen Beobachter
Cy, dessen Ruhesystem diesem bevorzugten Bezugsystem entspricht, folgt fiir die Eigenzeiten nach einem
vollstandigen Umlauf mit 7 = L/v

=T

T, =V1—-v2.T

Diese Uberlegung gilt fiir simtliche Paare von Zwillingen n = 1,2 mit unterschiedlichen Windungszahlen '©
N|[C,]. Eine Verallgemeinerung fiir gekriimmte Raumzeiten ist moglich.

14Die Notation deutet an, dass diese Kompaktifizierung fiir hsherdimensionale Raumzeiten mittels eines Gitters I zu entsprechenden
Tori verallgemeinert werden kann.

15Dieses Bezugsystem kann auch praktisch ermittelt werden: nur in diesem System werden entgegengesetzt und gleichzeit ausgesandte
Lichtstrahlen nach einem Umlauf auch wieder gleichzeitig empfangen.

16Streng genommen ist die Windungszahl nicht fiir die Weltlinie C sondern fiir deren raumartige Projektion definiert.



Konstant beschleunigte Beobachter — Rindlerkoordinaten

Man betrachte in der flachen 2-dim. Minkowski-Raumzeit mit Koordinaten x* = (7,x)

= —di* +dx*

die Weltlinie

x*(t) = a ! (sinhat,coshat)

eines konstant beschleunigten Beobachter mit

. ..u _
XIJX =da

Die Transformation in Rindler-Koordinaten £# lautet

xH(E) =& (sinh &, cosh &0)
PR = ) Y~ tanhe?

o
ds* = —(&")?d(&°)* +da(E')?

Fiir die Weltlinie des Beobachters erhilt man 17

£ (1) = (at,a™)
EM (1) = (1) = (a,0
(V) () = (1) = (0,a

mit

Wiihrend der Beobachter im mitbewegten momentanen Ruhessystem '8 bei !'(7) = a~! verharrt und eine
konstante Beschleunigung a in £ !-Richtung erfihrt, die aufgrund von goo(&) = —(E!)? der eines konstanten
Gravitationsfeldes in der Umgebung von E' = a~! entspricht, lautet das Linienelement exakt auf Weltlinie

Die Eigenzeit des beschleunigten Beobachters enthilt keinen speziellen Beitrag aus dessen Beschleunigung!

7Man beachte, dass die Beschleunigung « in krummlinigen Koordinaten mittels der kovarianten Richtungsableitung V,, u entlang C
zu berechnen ist.
18engl.: proper frame
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Zur kontinuierlichen, wechselweisen Beobachtung der Eigenzeiten

Teilweise findet man die irrige Annahme, dass Zeiten im Zuge des Zwillingsparadoxons diskontinuierlich
wiren bzw. dass sich die unterschiedlichen Zeiten erst beim lokalen Ablesen beider Uhren am gemeinsamen
Endpunkt der Reisen manifestieren wiirden.

Gegeben seien zwei zeitartige Weltlinien n = 1,2

Cy:T— Py(1)

wobei die Eigenzeiten 7 auf Punkte P(7) auf den Weltlinien abgebildet werden. Diese Abbildungen sind Bijek-
tionen, da auf zeitartigen Weltinien C,, die Eigenzeiten streng monoton sind '°.

Man betrachte nun zu jedem Punkt P € C; auf der ersten Weltlinie den Zukunftslichtkegel, d.h. die lichtartigen
Berandung J* (P) der Zukunft J* (P) von P sowie den Schnittpunkt 2°

J1:P—Q(P)=J"(P)NC,

dieses Zukunftslichtkegels mit der zweiten Weltlinie >'.

Dem Punkt Q(P) entspricht aufgrund der o.g. Bijektion wiederum eine eindeutig definierte Eigenzeit 1,(Q).
Damit erhalten wir die Abbildung

C2_1 oJrp10C T — 7(71))

d.h. wir ordnen der Ablesung jeder Eigenzeit 7;(P)auf C; den Empfang der mittels Lichtsignal von P nach
Q(P) iibertragenen Eigenzeit sowie deren Ablesung bei 72(Q) auf C; zu.

Die Verkniipfung dieser stetigen Abbildungen ist wiederum stetig. Der Beobachter auf C, erhilt somit die
Eigenzeiten 7; des anderen Beobachters auf C; als stetige Funktion seiner Eigenzeit 7.

Man beachte, dass fiir diese Betrachtung keine Konstruktion von Gleichzeitigkeits-Hyperflichen notwendig ist,
da nicht die prinzipiell unbeobachtbare Eigenzeit des jeweils anderen Beobachters auf einer Gleichzeitigkeits-
Hyperfldchen sondern die beobachtbare Eigenzeit auf dem jeweiligen Vergangenheitslichtkegel betrachtet wird.

Einfaches Beispiel: die von einem bewegten Beobachter 1 mit Weltlinie (¢,x(t) = [;dsv(s)) bei Koordina-
tenzeit ¢ abgelesenen Eigenzeiten 7, () = [y ds+/1 —v2(s) werden mittels Lichtsignalen an einen bei x = 0
ruhenden Beobachter 2 iibertragen und bei (7, = ¢ +x(¢),0) empfangen.

19Das folgt trivialerweise aus t = 1 > 0.

20Hier wird ohne Beweis vorausgesetzt, dass der Schnittpunkt beliebiger zeitartiger Weltlinien mit beliebigen Zukunftslichtkegeln
erstens immer existiert und zweitens immer eindeutig ist. Ersteres ist im Allgemeinen nicht gegeben, jedoch sicher falls sich
Weltlinien beider Beobachter wieder treffen.

2INatiirlich gilt sowohl Q € J* (P) als auch P € J=(Q).
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