Sei eine Hutverteilung definiert als Abbildung

f: N — {0,131

die jedem Siinder n € N die Hutfarbe f(n) zuordnet. Sei F = {f(n)} die Menge der mdglichen Hutverteilungen.

Sei ~ eine Aquivalenzrelation, gemiB derer zwei Hutverteilungen dann Aquivalent sind, wenn sie sich an hochstens
endlich vielen Stellen unterscheiden

firfo = i, ll= Y Ifi(n) = fa(n)| < o

Seien

[f] = {gcF:g~f}
F/.={lf]: feF}

die Aquivalenzklassen sowie die Quotientenmenge von F bzgl. ~, d.h. die Menge aller Aquivalenzklassen.

Aus dem Auswahlaxioms C folgt die Existenz einer bijektiven Funktion ¢: F/. — F mit

C = Fe:clfi] =clpp] <= fi~f

die aus jeder Aquivalenzklasse [f] genau einen Reprisentanten auswihlt.
Zu zeigen ist, dass eine generische Gewinnstrategie

s: NxF — {0,1}/N

existiert, so dass fiir jede gegebene Hutverteilung f nur endliche viele Farben falsch geraten werden:

ds: VfeF:|sn),f(n)] < o

Zum Beweis betrachtet man zunichst die eindeutige Projektion w: F — F /.

einer Hutverteilung auf die Aquivalenzklasse, die Auswahlfunktion¢: F /. — F sowie die Verkettungconw: F — F

s = c[f] = (com)(f) ~ f

Die Strategie s leistet das Gewiinschte, da sich die von ihr gelieferte Hutverteilung s(rn) nur an endlich vielen Stellen von
der tatsichlich vorliegenden f(n) unterscheidet.

Im Zuge des Ratens ist jedoch f selbst nicht bekannt, sondern lediglich je Siinder n die auf N\ {n} beschrinkte Hutver-
teilung f].z,. Allerdings liefert diese aufgrund der Aquivalenz

VneEN: flu~f = n(flwm) = 7(f) = [f]

die selbe Aquivalenzklasse und daher

VfeFVneN: 3s = c[f] = (com)(flzn) ~ f ]



Mittels der Abbildung F —]0,1[C R

sowie der Aquivalenzrelation

XL~ Xy = 3(qvk)€Z><N:x1—x2 = q-zik

wird das Problem auf das Erraten der Bindrdarstellung einer reellen Zahl x im offenen Intervall |0, 1] abgebildet.
Aus technischen Griinden wird das offenen Intervall ]0, 1] verwendet, d.h. zunéchst werden x = 0, 1 ausgeschlossen.
Fiir terminierende Binidrbriiche mit Vn > N : f(n) =0 gilt x ~ 0.

Fiir Bindrbriiche mit f(N) =0 A Vn > N : f(n) = 1 gilt mittels Abtrennen eines terminierenden Teils x(¥ 1)
x= XM Y 2 = D N g
n=N+1

Diese sind demnach ebenfalls terminierend.

Zusammen mit den Endpunkten wird auch deren gesamte Aquivalenzklasse, d.h. simtliche terminierenden Binirbriiche,
ausgeschlossen. Eine relle Zahl x hat genau dann eine terminierende Binirdarstellung, wenn sie als x = ¢ -2~ fiir ge-
eignetes (g,k) € Z x N dargestellt werden kann. Bezogen auf die Hutfolgen bedeutet dies, dass mit x = 0,1 die beiden
einfarbigen Hutfolgen ausgeschlossen werden miissen; endlichen Hutfolgen sind ohnehin ausgeschlossen.

Zur Konstruktion von (g, k) betrachtet man x; ~ x,. Dann ist

N N
n=1 n=1

Zur Ermittlung der Michtigkeiten betrachtet man die Erzeugung einer Aquivalenzklasse mittels [x] = {y:y = x+¢q-27%}
fiir (¢,k) € Zx N

[l = 1ZxN| = %o

[0, 1] ist rekonstruierbar mittels der Vereinigung aller jeweils abzihlbaren Aquivalenzklassen [x] gemiR

1= U K

[x]€[0,1]/~

Die Vereinigung abzéhlbar vieler abzéhlbarer Mengen ist abzéhlbar, [0, 1] jedoch iiberabzéhlbar. Daraus folgt

[0, 1]/~ =¢ =



