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Relativistische Himmelsmechanik im schwachen Grawdtionsfeld

Einleitung



Erste Ergebnisse in der Gravitation Theorie wuraleme die genaue Kenntnis der
Feldgleichungen sowie Einsteins Raumzeit Geometaelt. Die Idee war das
Aquivalenz Prinzip der Gleichheit der tragen undsidweren Masse. Zu nennen ist
hier die Galilei Transformation. Der erste Teilske MAPLE files wird zeigen, dal3
die sich ergebenen natlrlichen Konsequenzen die&ezhchild Metrik und die
grundlegenden experimentell gefundenen Effekteltieprie von Korpern in
schwachen Gravitationsfeldern sind. Das sind: Rsiaren im Orbit und
Lichtablenkung

[ aus:Sommerfeld A. Lectures on theoretical physic3, scademic Press, NY, 313-
315 (1952).

Schwarzschild Metrik

Wir nehmen ein zentralsymmetrisches Gravitatiodsféentralmasse) an. Diese
besitzt eine Masse M. Ein Probekdrper K féallt emjlaler x-Achse dieser
Zentralmasse.In Ubereinstimmung mit dem Aquivaleinzip wird die gleichformige
bewegung lokal kompensiert durch die Gravitatioaftkda keine Gravitationskraft

. . K . : .
im freifallenden System ® angenommen wird. Dies folgt aus der Lorentz Nketri
mit einem linearen Element, wobei c die Lichtgesicitiigkeit ist:

2 2 2 2

d32 :dxoo +dyoo +dzoo _C dtoo

Die Geschwindigkeit v und die radiale Komponentgerden im sphérischen System
K gemessen. Dies System ist an die zentrale Mads®pgelt. Ein Beobachter in
diesem bewegungslosen System erfahrt die Gravitkraft. Bewegt sich das erste
System relativ zu einem zweiten System ergebendiecfolgenden Beziehungen der
Systemkoordinaten:
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dx°° = 1_[32 (B =
dl =V1-B* 4
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Die erste und zweite Beziehung ergeben sich ausatentz Kraft und der

Zeitdilatation im bewegtem System. Theta ist deleAkungswinkel. © ergibt sich
aus K und die Metrik schaut folgendermaf3en aus:

0f = (1B gt L @8 L si)? ¢ ) ¢ B )
t2

Der Sinn dieses zuséatzlichen Terms in der Mettikiise Verbindung zum
Graviatationsfeld zu schaffen. Ausdriicklich seiaggsdaR hier keinerlei Postulat



beziglich String- oder anderer weiterfiihrenden Tieaabzuleiten ist.

Viele Grundlagen aus:

http://www.Isw.uni-heidelberg.de/
http://www.pupress.princeton.edu/chapters/s2_5@B5.p
http://www.du.edu/~jcalvert/phys/orbits.htm
http://de.wikipedia.org/wiki/Allgemeine_Relativit¥@%A4tstheorie#Lichtablenkung
http://theory.gsi.de/~vanhees/fag/gravitation/nd&deénl

> restart: with(plots):
Warning, the name changecoords has been redefined
> A:=(m - m0)*c"2 - G*M*m/r=0;

A :=(m- m0) g-GMm_

r

0

Energie-Erhaltungssatz unter der Annahme dal} das N&vswitationsgesetz richtig
ist, zumindest in der ersten Naherung. Es sei angenaaikthier eine kleine
Unkorrektheit oft "den Fall" vereinfacht: E = m c*2 tighmul3 dies lauten: delta m
c"2 oder (m-mO0)c"2, denn nur die verloren gegangene odbr'aerstrahlte” Masse
"verwandelt" sich in Energie. In obiger Energiegleiaptiabe ich das bertcksichtigt.
In beta”"2 versteckt sich v*2 / c"2

Das erhalt man auch, wenn man die Metrik Uber Polarkoateh schreibt : r cos
(omegat); rsin (omegat) z; ct, dann diesen Vektorréifigert:

-r omega sin (omega t) dt; r omega cos(omega t) ; O Deit nennt sich auch
VerschiebungsvektorBildung des Skalarprodukts heif3t Multiplikation des
Verschiebungsvektors mit sich selber Ergibt:

dx"2 + dy”2 + dz"2 + c"2dt"2 = r*2omega”2 sin2 (om®gt"2 + ~2omega’*2 cos”
2 (omegat) dt"2 + 0 + c"2 dt"2

Die Flei3igen unter Euch rechnen das selber und enhdéten:

= (r omega"2 - c"2/r) dt"2

mit r omega”2 als Kreisbeschleunigung

Im abgeschlossenen System ist die Summe aller Kréftst&nt oder Null.

Also mul3 entweder r omega”*2 pder c"2/r negativ sein!!

Das bedeutet: -(r omega™2 + ¢"2/r) dt"2

oder

(1-r*2omega”2/c"2) cN2 din2

Wieder durft ihr rechnen...Hilfestellung: -dx"2-dy"2-dz"22dt"2 = ds "2 s ist das
Linienelement. Es wird vereinfacht: omega™2r*2 =v "2

Dann folgt:

dt"2 = ds”2/c"2 * 1/(1-v~2/c"2)
und mit ds”2/dt"2 = d tau”2 folgt
dt"2 = d tau2 1/(1-v"2/c"2)

oder:
dt =d tau * 1/ sqrt(1/(1-v*2/c"2))

Statt dem Produkt Winkelgeschwindigkeit mit Zeit kaauch vereinfacht die Phase



angeschrieben werden.

2 " Doktorfragen™:
- was bedeitet das, wenn wir mit einer Phase rechnen?
- und wie sieht es mit der Deutung in der komplexeeariebaus???

G ist die Gravitationskonstante
Verwendete Ephemeriden:
http://www.solarviews.com/germ/datal.htm sowieatd@ htm

Jetzt wird zur gesamtmasse hin normiert. Die Wurzelhyegat den relativistischen
Teil mit beta. 1-beta wird in Folge substituiert mitean Term alpha, der Radius
abhangig ist.

> A/(m*c"2):
hip:=subs( m=m0/sqrt(1-beta"2),% ):
hipl:=expand(hlp);
hip2:=solve( hlpl,sqrt(1-beta”2) ):
hlp3:=sqrt(1-beta”2) = expand(hlp2);
1-beta”2 = taylor((1-subs(op(2,hlp3)=alpha/ r,rhs

(hlp3))"2,alpha=0,2);
hipl:=1-./1-p? - (;'\:' -0

GM
c’r

hip3:=.,/1-p?>=1-

1—32:1—fa+0(a2)

Der letzte Term ist auch so zu schreiben::
dr?
1-2% 2a
d32 — r + r2 (d92 + Slr(9)2 d([:2 )_ c? (1_ r )dtz

Dieses lineare Element beschreibt die Schwarzsthétolik

alpha = G M/c”"2 es wird die erste Approximation \aypha verwendet; wir nutzen
die Taylor Entwickung:

> tay:=taylor( d(r)*2/(1-2*alpha/r)+r"2*(d(theta)"2+s in
(theta)*2*d(phi)"2)-c"2*(1-2*alpha/r)*d(t)*2, alpha =0, 2

):
tay ply:=convert( tay , polynom):

metric := d(s)"2 = collect( tay_ply , {d(r)"2, d( "2}
);



2c0(

metrlc—d(s)z—(1+ ]d(r)z ( 24 jd(t)2+r (d(8)? +sin(8)? d( )?

Bewegungsgleichungen

Wir nehmen eine in Bewegung befindliche kleine Maiss Newton Gravitations
GM

Potential ¢ =- T an. Der Bezugspunkt ist der Radius r. Die Lagean
Darstellung dieser Bewegung im zentralsymmetrisé¢hedd ergibt sich zu:

> L = (diff(r(t),t)"2 + r(t)*2*diff(theta(t),t)*2)/2 +
G*M/r(t);

2

L 1:; (St r(t)j2 +; r(t)? (gt G(t)j +?(t'\)"

Der Ubergang zur Schwarzschild Metrik transforméket Zeit und die Radien
Differentiale der Koordinaten.Siehe beispielswéise

[Kai-Chia Cheng. A simple calculation of the peribelMercury from the principle
of equivalence. Nature (Lond.), v. 155, 574 (194b);. Roseveare, Mercury's

perihelion from Le Verrier to Einstein, ClarendoneBs - Oxford, 1982
(-1)
a

%)

dr-->(1+ " )drunddt--> r dt

(Anmerkung: Diese Substitution wird nur fir Diffetele, nicht fir Koordinaten
durchgefuhrt. Wir benutzen die Naherungen desendéttl Fehlerquadrats flr das
schwache Gravitationsfeld. Das ist die modifizierdgrange Gleichung: gamma(r) =
1 + alpha/ r(t)

>L_n := collect(\
expand(\

subs(\

{diff(r(t),t)=gamma(r(t)) 2*diff(r(t),t),\
diff(theta(t),t)=gamma(r(t))*diff(theta(t),t)}, L ) )\
{diff(r(t),t)"2, diff(theta(t),t)*2});

2

2
L= W) (10 ] +5r OV (gow | + 5

Néachster Schritt: Die Bewegungsgleichung aus dgrdrage Beziehung zu erhalten

ist die Berechung der Kraft

JLxy) 9 L y) 2 x

sowie des Moment&Y , wobei y= ist:

eql: Erste Kraftkomponente eq2: Erste Monk@mponente
eg3: Zweite Kraft Komponente eqg4: Zweite Momiénmponente

> eql := Diff(Lagrangian(r, Diff(r,t)), r) = diff(sub s(r



) =r,L_n)n);

eq?2 := Diff(Lagrangian(r, Diff(r,t)), Diff(r,t)) = subs(
x=diff(r(t),t), diff(subs(diff(r(t),t)=x, L_n), X)) ;
eq3 := Diff(Lagrangian(theta, Diff(theta,t)), theta ) =

diff(subs(theta(t) = theta, L_n), theta);

eg4 := Diff(Lagrangian(theta, Diff(theta,t)), Diff

(theta,t)) = subs(y=diff(theta(t),t), diff(subs(dif f
(theta(t),t)=y, L_n), y));

) o O
eql.—ar LagranglaEwr ot rj

2 2 2

2V(f)3(gtrj (C(ljry(r)jﬂy(r)z((?te(t)j +r2y(r)((?te(t)j (dr (r)j Gr

eq2:= Diff(LagrangiaExr gtr] 9 j y(r(t)? (c![r(t)j
eq3: —aae LagranglaExe gtej 0
eqg4:= Diﬁ(LagrangiaExG gtej 9 j—r(t) y(r(t))? (dte(t)j

62
ot dy L(x y)

Diese Bewegungsgleichungen sind die Euler-Lagr&igehungen
0
ax E(% )

Diese entsprechen dem 2. Newton Gesetz und ergétieaus dem Gesetz Actio =
Reactio. In Winkel Koordinanten der Phasen ergefiemndie folgenden Beziehungen.
Wahrend eq3 = 0 ( die gemischten Ableitungen 8indiehe oben) , folgt aus eg4 die
Bewezgungsgleichung

SJECY
)

0
] ) ’yz) 7L(r)e)y’y) r
oy, _® P = =00 %2 20U i

the Form:
rhs: right hand side = rechte Seite der Gleichugyg e

>Eu_Lagr_1 := Diff(rhs(eqg4),t) =0
Eu_Lagr_l':(?t (r(t)2 V(r(1)? [; e(t)D -

d
2 2(d
R CRLUONFTC)

Bezugspunkt

=H =const .... ich sagte ja oben: rist der



u = 1/r ist die neue Variable.
> loes_1 := Diff(theta(t),t) = solve( gamma”2*diff(th eta
(t),H)/u(theta)”2 = H, diff(theta(t),t) );

2
Ioes_l::glt o(t) = H u(®)

y2

1

Es wird substituiertu= ' und man erhalt:

Damit wird die Variable geandert: r = 1/u(t) i d/u(theta) und dann mussen wir
natdrlich auch theta nach t ableiten: 2. Reihe I@egst das Ergebnis dieser
Substitution der oben erhaltenen Euler-Lagrangéec@agen

> Diff(r(t), t) = diff(L/u(t),b);

hlp1:=Diff(r(t), t) = diff(1/u(theta),theta)*diff(t heta
(1).0);
loes_2 := Diff(r(t), t) = subs(diff(theta(t),t) = r hs
(loes_1), rhs(hlpl));
d
d _ a U(t)
a r(t) = _7u(t)2
| (404®) (0]
hlpl.—& r(t)y=- ()2
. (d% u(e)j H
Ioes_2::& r(t) = —T

Das letzte Ergebnis wird fur die Umrechnung mit 2&tuler-Lagrange Gleichung

verwendet
2

9 9
atay, RO L e )

=0. Die rechte Seite ergibt die
Ldsung voneqg2

> Diff( subs( {diff(r(t),t)=rhs(loes_2),gamma(r(t))

=gamma}, rhs(eg2)), t);
2v(pwo)

nun kann der Ausdruck umgeschrieben werden:



hip: vom Ausdruck der ersten Zeile wird gamma sadweAbleitung des Produkts
berechnet:

first_term: Dies ist der erste Teil des Ausdrucks dveiten Euler-Lagrange
Gleichung

> hlp:=-2*gamma*H*diff(1+alpha/r(t),t)*diff(u

(theta),theta) - H*\gamma"2*diff(u(theta),theta$2)*d iff
(theta(t),t);

first_term := subs({r(t)=1/u(theta), diff(theta(t), t)=rhs
(loes_1)}\

subs(diff(r(t),t) = rhs(loes_2),hlp));

d d
BT ECO

2
2H2q u(8)? (d% u(e)j
y

first_term:=-

2 d2 2
~H [dez u(e)J u(e)

eql wird

Hier werden die Ergebnisse von d( r(t)/dt ), ganmnatd die erste
Bewegungsgleichung "loes_1" genutzt. Wir erhaltedwich den zweiten Term des
Ausdrucks der zweiten Euler-Lagrange Gleichung

> hlp:=2*gamma(r)*3*diff(r(t),t) 2*diff(gammayf(r),r) +
rrgammay(r)"2*diff(theta(t),t)*2 +

r"2*gamma(r)*diff(theta(t),t)*2*diff(gamma(r),r) - G*M/
(r2);

hlpl:=subs({diff(r(t),t) = rhs(loes_2), diff(gamma( r,r)
= diff(1+alpha/r,r), diff(theta(t),t) = rhs(loes__

1)},hlp):

hlp2:=subs(gamma(r) = gamma, hlpl);

second_term := subs(r = 1/u(theta), hlp2);
2

nip:=2y(r)* r<t>j2(;y<r>j+ry<r>2(;e<t>j2+r2y<r>(; o) ] (g ¥0))
GM
e




2
”(9)] H a2 ey _H2u(B)*a GM

+
T v v

d
z(
hip2:=- do

d 2
2Hz"”‘(e)z(ole ”(9)] W) H2  H2u(8)*a
+ —
v ¢

second_terme - -G Mu(8)?

Und schluss-endlich: Entwicklung nach Exponentenrhit "expand"

>Eu_Lagr_2 := expand( simplify(first_term -
second_term)/u(theta)"2/H"2);

d? u®) u(®)?a GM
Eu_Lagr 2=- - u(0) |- + +

Die 1. Approximationsstufe: Entwicklung bis zumdaren Term

> gamma”n = taylor((1+alpha*u)”n, alpha=0,2);
y'=1+nua+0O(a?)

So, damit haben wir die vereinfachte GrundgleichdegGravitation:
In der folgenden Taylor Entwicklung zeigen sichiefme:

1. Term: Beschreibung des Augenblickwinkels degéis auf seiner Bahn. Theta =
0: Perihel oder
kirzester Abstand der Ellipsenbatim Gravitationsschwerpunkt.
2. Term: reziproke Abstandsabhangigkeit
3. Term: Bahnkomponente der Gravitationswirkung
4. Term: Einflud der Relativitat

>tay_ 1l:=taylor( subs(gamma = 1+alpha*u(theta),Eu_Lag r_2),
alpha=0,2):
basic_equation := convert(tay_1, polynom) = 0;
2
basic_equatior= —[0?92 u(e)J -u(0)+ C;';/I +3u(0)?a=0
Lichtbrechung

Diese Beschreibung der Gravitation wird fur di&l&mung der Ablenkung eines
Lichtstrahls in der Nachbarschaft eines Sternsverdet. Diese
Fundamentalbeziehung beruht auf der Anfangsbedmgdes "Null geodatischen
Linienelements" ds = 0 (siehe meine Erklarungerzgan
Anfang...Verschiebungsvektor! Diese Problemstellwig jedoch in diesem Ansatz



vereinfacht und wir nehmen eine Trajketorie detiRalbewegung aus der

Unendlichkeit an. Damit darf man schreibetx © . Diese Grenzwertbetrachtung
eliminiert den mittleren Term. Daran sollte ste¢slgcht werden: Licht kann als Welle
und als Korpuskel beschrieben werden. Im Folgendethder Korpuskel Ansatz
verwendet:

> eq_def := subs(G*M/(H"2)=0,basic_equation);
2

eq_def= {ddez u(e)] —u(0)+3u(0)?>a=0

Die freie Bewegung, was so viel bedeutet wie nrefativistische Losung: alpha =0
Losung des obigen Systems, wobei Theta vom Paileebemessen oder gesehen
wird. Dort gilt: r = R

> |lhs(eq_def);subs(alpha=0, Ihs(eq_def));
2

—{:62 u(e)] —u(8) +3u(BY a
2
—(cf'ez u(e)] - u(e)

> hlpl:=subs(alpha=0, Ihs(eq_def)) = 0;
loes := dsolve({hlp1, u(0) = 1/R, D(u)(0) =0}, u
(theta));
(& e =
hipl:= [dez u(e)J u(e)=0

coy0)

loes:=u(B) = R

R

Darin ist: r= €°%8)  Der letzte Ausdruck beschreibt den Lichstratdicher
gerade (ohne Ablenkwinkel) passiert. Dieser Wingehaturlich theta = 0 und hier
ist r=R. Wir setzen diese Loesung in den oben gkfoan Term: eq_def ein. Das
ergibt fir diesen Fall die korrekte Losung des @Gedonsfelds. Es wird substituiert:
u(theta) mit dem oben erhaltenen Ausdruck "loes'ti&n nicht relativistischen Fall:
alpha=0

> hlp:=-op(1,lhs(eq_def)) - op(2,lhs(eq_def)) = subs( u
(theta)=rhs(loes),op(3,Ihs(eq_def)));

loes_1 :=dsolve({hlp, u(0) = 1/R, D(u)(0) =0}, u

(theta));



2 2
hip ::[ddez u(G)J +u(g) = 300%0)°a COSF((?) 0‘

(a-R)cog(B) 1a(-3+cog20))
R 2 R

loes_1:=u(B) =-

Wir haben nun ein gewisses Verstandnis fur u(jh&ieses u(theata) beschreibt das
beobachtete Lichtverhalten oder besser den LichtidegWinkel der Lichtablenkung
2R/r ist natiurlich symmetrisch: Ausfallswinkel =#allswinkel. Das gilt, wenn wir
nur eine Trennschicht haben. Bei mehreren Trenoltdn (verschiedne epsilon_r)
bedingen eine wesentlich komplexere Losung, dielgessen (auch in MAPLE)

nicht mehr erhaltlich ist. Damit konnen wir wiedgnmal eine kleine Vereinfachung
machen:

> licht_ablenk_simple:=simplify( 2*subs({theta=Pi/2,
alpha=G*M/c"2},rhs(loes_1))*R );

gjeM+2co{ijc2+3GM—GMcos(n)

R &

-2 co{
licht_ablenk_simple=

Das ist fur unsere Annahme der richtige Ausdrucldfé Ablenkung des Lichts unter
Masseneinflu3. Jetzt holen wir aus den Ephemenadardie Daten der Sonne und
setzten diese hier ein: Der mit obiger Gleichuagebhnet Winkel entspricht der
Lichtablenkung am Rand der Erde bzw. Sonne in Wsaieinden. Wir sehen, die
erde hat keine allzugrol3e lichtablenkung, aber irhime.

> licht_ablenk_erde_sec:=evalf(subs(G=6.6742e-11,M=

5.976e24,R=6378.14e3,c=3e8,licht_ablenk_simple)*360 (2
*Pi)*3600);

> licht_ablenk_sonne_sec:=evalf(subs(G=6.6742e-11,M=
1.989e30,R=695e6,c=3e8,licht_ablenk_simple)*360/(2* Pi)*
3600);

licht_ablenk erde si:=0.000573268887
licht_ablenk_sonne_s:=1.75102283

Perihel bewegung der Planeten

Kommen wir zuriick zu unserer Grundgleichung "basgiation”. Ohne
relativistische Korrektur (OR) der Metrik (alpha=€rpgibt sich:

> basic_eq_OR:= dsolve({subs({G*M/(H"2)=k,alpha=
0},basic_equation),u(0)=1/R,D(u)(0)=0},u(theta));

basic_eq OR=u(0)=- co«(0) g< R-1) ‘K

Diese Gleichung beschreibt eine elliptische Umlabfb



u:k(1+e* co0) ),

1

wobei e =( kKR . 1) die Exzentrizitat ist. FUr unseren lieben Mergilt: k=
0.01,e=0.2056R = 83.3

> eq:=1/(k*R)-1=0.2056;
> R_erg:=149.6e3;
> k_erg:=subs(R=R_erg,solve(eq,k));
-1 4
eq.= KR 1=0.2056

R_erc:=149600
k_erg:=0.5544535484 19
Maple lafit die direkte Eingliederung des Ergebidgsesic_eq_OR nicht zu (oder
besser: ich weil3 nicht, wie ich das hinbekomme8&siialb habe ich das Ergebnis "in
die Maus" gnommen und hier als Zuweisung (hinten &eil) eingesetzt.

> K:= (theta, k, R) -> -(k*R-1)/R*cos(theta)+k ;
_(kR-1) cog(®) A

K:=(6,k, R) - =
>
> S :=theta -> K(theta, k_erg,R_erg);
polarplot([S,theta->theta,0..2*Pi],tittle="Umlaufbah n des

Merkur ohne relativistische Komponente’);
S:=0 - K(6, k_erg, R_erq)



Umlautbahn des Merkur ohne relativistische Komponente

2006 4006 BelB |

Wir holen uns wieder die Grundgleichung und subien (vereinfachen) selbige
aber nun mit der relativistischen Komponente alpha:

> hlp:=subs({G*M/(H"2)=k,3*u(theta)*2*alpha=3*alpha*( k*(1
+e*cos(theta)))*2},basic_equation);
basic_eq_R:=dsolve({hlp,u(0)=1/R,D(u)(0)=0},u(theta ));

2

hIp::—{ddez u(e)]—u(e) +k+3ak?®(1+ecog0))?>=0

basic_eq_:=u(0) =

_cog0) (REak?+Rak?+3Rak?e?+3Reak?+Rke- 9 _[kee‘aco.

eR

Jetzt kdnnen wir ein schon Bildchen malen:
Ich hore bei 4.75Pi auf, damit man sieht, wie sichBahn dreht. Auch hier wurde die
Lésung basic_eq_R "in die Maus" genommen und sgediigt

>

> K := (theta, k, R, alpha, e) -> 1/ (-cos(theta)*(R *en3
*alpha*k”2+R*alpha*k"2+3*R*e”2*alpha*k”2+3*R*e*alph a*kn2
+R*e*k-e)/e/R+(-e"3*alpha*k"2*cos(theta)2+3*(1/3+e N2)*k"

2*alpha*cos(theta)+3*sin(theta)*e”2*alpha*k"2*theta +2*e"3



*alpha*k"2+(3*alpha*k"2+k)*e)/e );
> S :=theta -> K(theta, 0.42, 1.49, 0.01, 0.6):

> polarplot([S,theta->theta,0..4.75*Pi],title="Drehun g der
Umlaufbahn’);

K:=(6,k,Ra,e) - 1{

_cogB) (REak’*+Rak’+3REak’+3Reak’+Rek- ¢ +(
eR

- a k?cog0)% + 3(é+ ezj k?a cog0) +3sin0)e’ak’0+2e®ak?

+(3ak?+k) e)/e]

Drehung der Umlaufbahn

>

Jetzt wird der Bahndrehimpuls des Planeten berdietigt. Wir werden sehen, wie
sich dieser auswirkt. Die Planetenrotation wirdotiuomega beschrieben:



w :u(e ) =k(1 +e coy(06-w0) ).
Die Teillosung hlp ist die Naherung in Folge deb$titution GM/H"2=k

Innerhalb der Schleife "for omega" werden wir deladyatischen Anteil nicht
bertcksichtigen, da er sehr klein ist.

loes_min_R wird Uber den minimal Abstand Palnetf&opestimmt.
loes_max_R wird durch die grol3e Halbaxe der Ellipsstimmt.

> hlp:=subs({G*M/(H"2)=k,u(theta)=k*(1+e*cos(theta-
omega*theta))},\
basic_equation):
hlp_1:=simplify(hlp):
hip_2:=Ihs(hlp_1):
hlp_3:=collect(hlp_2, cos(-theta+tomega*theta)):
hlp_4:=coeff(hlp_3, cos(-theta+tomega*theta)):#the
coefficient before this term gives algebraic equati on for
omega
hlp_om_1:=subs(omega”2=0,hlp_4):
loes_hlp_om:=solve(hlp_om_1 = 0, omega):
loes_min_R:=subs({alpha = G*M/c"2, k = 1/R/(1+e) 12
*Pi*loes_hlp_om);
loes_max_R:=subs(R=a*(1-e),loes_min_R);

: 6MGM
loes_min_ R=-————~
c“R(1+e)

loes_max_R= 6nGM

ca(l-e)(1l+e)

Uber einen langen Zeitraum z.B. 50 oder 100 Jajibesich die Perhildrehung des
Merkurs zu: Die Merkur sowie Erd Zeit-Perioden dear zueinander beriicksichtigt:

> Jahre:=100: Zeit_quot:=365.26/87.97:
> hlp:=subs({kappa=0.74e-30,M=1.989e30,a=57.91e6,e=
0.2056},\
6*Pi*kappa*M/a/(1-e"2)*(Jahre*Zeit_quot)/4.848e-6):
per_dreh:=evalf(hlp);

per_drel:=42.8426669

Die "basic_equation” wird jetzt m Detail untersubtas steht in:J. L. Synge,
Relativity: the general theory, Amsterdam (1960)

Die impliziten L6ésungen sind:
Kleine Anmerkung:

Ist eine DGL F ( x,y(x), Y'(X),...,y*n(x) ) = 0, spricht man von einempliziten
Darstellung. Wird eine solche DGL zur héchstwetggsAbleitung hin gelost



niedergeschrieben, spricht man von epliziten Darstellung

> hlp:=dsolve( subs(G*M/H"2=k, basic_equation), u(the ta));
u(o)
hip := 1 da-6-_C2=0
' J Cl- d+2k _a+2 &a - ’

u(e)

J - 1 d a-6-_C2=0

_Cl- _&+2k _a+2 aa

Die impiziten Losungen der obigen Integralgleichsimgl: beta ist die
Integrationskonstante fir die Anfangsbedingung

Es wird normiert: c=1und G=1
> loes_imp:=diff( u(theta), theta)*2 = 2*M*u(theta)"3 -u
(theta)"2 + 2*u(theta)*M/H"2 + beta;
f := rhs(loes_imp);
f = 2*M*( u(theta) - ul )*( u(theta) - u2 )*( u(th eta) -
u3);

2

oes_impi= gy u(@) | =20 w0y ~u(@)?+ 24N«

B

2u(e) M N

f:=2Mu(6)* - u(8)” + ==

B

2M u(e)3—u(e)2+2”($'\"+5:2|v| (u(8) - ul) (u(8) - u2) (u(8) - ud)

ul, u2, u3 sind die Wurzeln der kubischen Losurigs®beschreibt das Potential,
welches die Orbitalbew egung verursacht.

> 0p;
2M u(9)3—u(9)2+m|_?2'\A+B:2M (u(8) —ul) (u(8) - u2) (u(8) - u3d)

> loes_kub := rhs(%);
loes_kul:=2M (u(6) —ul) (u(6) —u2) (u(8) —uld)

Die Abhangigkeit dieser Funktion von u fuhrt zusariedenen Bewegungstypen. Die



begrenzende Bewegung enspricht der des elliptiscneiaufs

> plot(subs({u3=2, u2=1, ul1=0.5, M=1/2},loes_kub),u=
0.4..1.1, title="Elliptische Bewegung’, axes=boxed, view=
0..0.08);

Elliptizche Bewegung

0.08-
0.07
0.05
0.05-
0.04-
0.03
0.02
0.0

Ug4 05 05 07 08 09 1 1.1

[ee]

Der Grenzubergang-->0 (r--> ) entspricht einer unendlichen Bewegungsgrof3e

> plot(subs({u3=2, u2=1, ul=-0.1, M=1/2},loes_kub),u=
0..1.1, titte="Hyperbolische Bewegung’, axes=boxed, view=
0..0.6);



Hyperbolische Bewegung

06
D.5—f
0.4
D.Hé
D.z—f

011

0o o2 bna 0B 0B 1
u

Kommen wir zur rechten Seite der modifizierten Gigieichung zurick:

> f:

2M u(9)3—u(9)2+2Lj(|_|62,\A+B

In dieser Beziehung kann der zweite Term durch Subisn mit u( 6 )=y( 6 )
1
B

)
[M + 8M  gliminiert werden:

> basic_eq_sub:=collect( subs(u(theta) = (2/M)*(1/3)* y
(theta) + 1/(6*M), f),y(theta) );
basic_eq_sL:=
w3 (1 w3 w3 (1 w3)
2 — 22 — M
4y(0) +| - w22 ) Vo) - B L,
6M H? 54 M? 3H?

Diese Substitution vermindert unsere Gleichungfiihdt zur kanonischen Form der
Weierstrss P FunktiorE[ T. Whittaker, G. N. Watson, A course of modealysis,
Cambridge (1927)

> g2 = simplify(coeff(basic_eq_sub, y(theta)));



g3 = -simplify(coeff(basic_eq_sub, y(theta), 0));
hip:=diff( y(theta), theta)"2 = 4*y(theta)"3 - g2*y

(theta) - g3;
u3) (1 (153)
2 [Mj (H2 - 12M?)
2=-
g 6 M H?
93__—H2+54BM2H2+18M2

54 M? H?

2

ip = 4o ¥(6) | =4y(0)° ~52y(8) ~ g2

Wir erhalten dann:
> y(theta) = WeierstrassP(theta, g2, g3);
y(8) = Weierstrasy 6, g2, g3)
Der verallgemeinerte Fall als Potential der FormegiPolynoms 3. Ordnung ergibt

die Jacobi sn-Funktion:

> Orbit := proc(f, x)

print("Equation in the form: u'(theta)*2 = a[0]*u”3 +a[1]
*ur2+a[2]*u+al3]’):
degree(f,x):

if(% = 3) then

a[0] := coeff(f, x*3):# coefficients of polynomi al

a[1] := coeff(f, x"2):
a[2] := coefi(f, x):
a[3] := coefi(f, x, 0):
sol := solve(f = 0, x):
print("Roots of polynomial u[1] < u[2] < u[3]:"):
print(sol[1], sol[2], sol[3]):
solution := u[1] + (u[2]-u[1])*JacobiSN(theta*s grt( 2
*M*(u[3]-u[1]) )/2 + delta,sqrt((u[2]-u[1])/(u[3]-u [1])))
2.
print("Result through Jacobi sn - function’):
print(u(theta) = solution):

else
print(" The polynomial degree is not 3°)
fi
end:
Warning, "a" is implicitly declared local to proced ure “Orbit’
Warning, “sol is implicitly declared local to proc edure “Orbit’

Warning, “solution” is implicitly declared local to procedure “Orbit’



> Orbit(subs(u(theta)=x,f),x);
Equation in the form: u'(theta)*2 = a[0]*u"3+a[1]*R+a[2]*u+a[3]

Roots of polynomial u[1] < u[2] < u[3]

(H®-54BM*H® - 18H M?
v

(1/3)
+6,/3,/-M2HZ+16M* - HO B+ 27HO B2 M2 + 18H*BMZ M) /(6 M H) +

H?-12M?) /(6 M H (H*-54B M*H® - 18H M?

(V3)
46,3 /-MZH? + 16M*— HO B + 27 HE BZM? + 18H B M2 M) )+ = -

H3®-54B M?H® - 18H M?

(13)
+6,/3./-M2H2+16M* - HO B+ 27HO B2 M2+ 18H*BMZ M) /(12M H)

H?-12M?) / (12M H (H®-54B M* H® - 18 H M?

(1/3)
+6./3./-M?H2+16M* = H® B +27H® B2 M? + 18H* B M? M) )+i+

J3 ((H®-54B M2 H®-18H M?

(1/3)
+64/3./-M?H2+16M*-H® B +27H®B2M? + 18H*BM?> M) /(6 MH) -
H?-12M?) /(6 M H (H®*-54B M?H® - 18H M?

(1/3)
+64/3/-M?H2+16M* -H® B +27HC B2 M? + 18H*B M2 M) )), - (H®
- 543 M? H® - 18H M?

i

(1/3)
+6./3./-M?H2+16M*-H® B +27HCB2M? + 18H*BM? M)  /(12M H)

H?-12M?) / (12M H (H®*-543 M*H® - 18H M?

(1/3)
+64/3.,/-M?H2+16M* - H® B +27H® B2 M? + 18H* B M? M) )+61M—



J3 ((H®-54B M2 H® - 18H M?
1/

(U3)
+6,/3./-M2HZ+16M*—HO B+ 27HO B2 M2 + 18H*BMZ M) /(6M H) -

H?-12M?) /(6 M H (H®-54B3 M*H®- 18H M?

(1/3)
+64/3./-M?H2+16M* - H® B +27HC B2 M? + 18H*BMZ M) ))

Result through Jacobi sn - funct

2

_ oL U, = Uy
u(e)—u1+(u2—u1)Jacob|S£Eeﬁ4/M(u3—u1)+6 T ]

1

1 1
u r u r . y r r
Wenn 1 =1 und 2 = 2 kleine Werte fiir Planeten { und ?
. : u u . u
sind Perihel und Apohel ) ung1 +2 43 =2 ,dannwird ™ 3 =1

und

> u(theta) - u[1] = (u[2] - u[1])*JacobiSN(1/2
*theta+delta,0)"2;
2

u(e) -u, =(u,-u) sir[g+ 6)

u, —u,

- : . u+u u :
Das ist die Gleichung der Umlaufbahn mit=e 2 * . ! >0. Diese

. : e u : .
korrespondiert mit der elliptischen Bewegung < 0. Diese wiederum
korrepondiert mit der hyperbolischen Bewegung. dié@rBahnperiode im
Allgemeinen Fall gilt: Hier korrespondiert der Z&shmit der sin”2 Periode
Gibt so herzerfrischende Elliptische Funktionen!!

> (u[2]-u[1])/(u[3]-u[1]):
kernel := 2/sgrt((1-t"2)*(1-t"2*%)):
int(kernel, t=0..1);

_ Uty
2 Elliptic I + u,—u,
Uy =4y 2

—u, + u




u,—u -u,+u
.. 3 1 2 1
Elliptic - : -

—u, + U, u,—u

0, otherwis




u,—u u,—u
3 1 3 1
(-u,+u) T L tu (2u,-2u,) T L +u
2 1 _ 2 1
Uy U, — U
3 1 3 1
(2u,-2u,) “u,+u, (u;—u,) “u,+ U,
U; = Uy Us = Uy

u, —u, u, = u,
An <1,0< 0, otherwis
—u +U, —u +U,

u u
Eine Naherung fur kleine! and 2 kann durch Polynomerweiterung gefunden
werden.

> hlp:=series(2*EllipticK(x), x=0,4):
hlp_1:=convert(hlp,polynom):
approx:=subs(x = sqgrt( 2*M*(u[2]-u[1]) ), hlp_1);

J'T[M (u,—u)

approx:= T+

Ausgehend vomi( 0 ) und dem Ausdruck der Periode der sin”2, erkamwar die
Anderung der Winkelkoordinaten iiber eine Periode zu

> delta_ang:=approx/(1/2*sqrt( 2*M*(u[3]-u[1]) )):
delta_ang_simp:=simplify(delta_ang);
n(—2 Mu,+Mu,) /2

delt
elta_ang_simp=— W

DaLMZM(ug—ul) ZV1—2M(ul—u2—u1) ~1+M(2u1+u2) und
wir sehen als Ergebnis dies:
> hlp:=2*Pi*(1 + M*(u[2]-u[1])/2)*(1 + M*(2*u[1]+u[2] )):

hlp_1:=series(hlp, u[1]=0,2):
hlp_2:=convert(hlp_1,polynom):



hip_3:=series(hlp_2, u[2]=0,2):
hip_4:=convert(hlp_3,polynom):
hip_5:=expand(hlp_4):
hlp_6:=expand(hlp_5-op(4,hlp_5)):
erg.=factor(hlp_6);
erg:=n(2+3Mu, +3Mu,)

Die Abweichung von der vollen Periode verursachtliBobachtete Periheldrehung
bei der Umkreisung eines Planeten um seine S&sméso kommen wir dann zur
bekannten Darstellung mit G und ¢

> hlp_1:=simplify(erg-2*Pi):

hip_2:=subs({u[1]=1/r[1], u[2]=1/r[2]}, hip_1):

hlp_3:=subs({r[1]=a*(1+e), r[2]=a*(1-e)},G*hlp_2/c" 2):
Grav_F:=simplify(hlp_3);

Grav_F:=—%
ac(-1+¢%)

Aus dem Keppler Gesetz kdnnen wir Uber eine Pefioldgendes ableiten:
T ist die Orbitalzeit

> Kepler:=subs(M=4*Pi"2*a"3/T"2, %).
Kelper_simp:=simplify(Kepler);

24G 1 a?
T?c?(-1+¢€?)

Kelper_simp=-

Zusammenfassung

Diese ganze Rechnerei zeigte, dald man auch oheteiiMetriken zum Ziel
kommt, Nur lange nicht so elegant!!! Im Wesentlich@ben wir es dem Lagrange
Ansatz, der Differenz zwischen kinetischer und poéiier Energie zu verdanken,
Uberhaupt so weit zu kommen. Jedoch ist das olmgigie keine richtige Losung.
Die kommt erst dann, wenn warrklich relativistisch rechnen.

Sind wir dennoch zufrieden: wir haben zumindesineihdie Lichtablenkung als auch
die Periheldrehung zeigen kdnnen

Der nachste Teil, wenn daran dann noch Interesstelite geht dann in die "Vollen".
Darin zeige ich dann das Leben und Vergehen dené&tait relativistischen
Ansatzen und auch welche Schwarze Locher denkbdr si

Habe ich ja schon auszugsweise im Forum getansdiénen Bilder der Schwarzen
Lécher stammen von diesen Gleichungen.



Zweiter Tell: Relativistische Sterne und Schwaze Locher

oder
Vom Leben und vergehen der Sterne und des Weltraums

Einleitung

Die grof3te Fascination aus Vorhersagen der Graontstheorie ist diejenige der
Existenz schwarzer Lécher. Das sind Objekte im ®efon unglaublicher
Schonheit, extremster Energieentfaltung sowie endter Physik. Hier kommt man
der Singularitat sozusagen hautnabh.

Ich mdchte zeigen, dafld diese Objekte ein BeispidIfsir unser Verstandnis der
Raumzeit, das uns seit der grundlegenden Arbeitestdins bekannter geworden ist.
Die folgenden Darstellungen basieren auf eine sytmiseae Anschrift dieser
Raumzeit. Erstaunlich ist, daf’ diese Voraussetzungchst keine oder nur
unbedeutende Auswirkungen auf die Genauigkeit @ee@inungen hat. Auch
werden wir die gekrimmte Raumzeit unter die Lugenmen.

Diese Prinzipien konnen u.a. gefunden werden in:

C. W. Misner, K. S. Thorne, J. A. Wheeler, GramtgtSan Francisco, 197¥.

Frolov, I. Novikov, Physics of Black Holes, Kluw@grdrecht, 1998

Geometrische Einheiten

Eine sehr nitzliche Normierung ist die in der Giawwonstheorie gerne benutze
"geometrische Einheit". Wahrend die linke Seite igistein-Gleichung den
Krimmungstensor mit seiner Dimension cm”-2 besbhreiul3 demnach die rechte

8)
Seite die gleiche Dimension haben. Die Gravitakonstante ist G = 6.673 10
cnt orr

— LS
9 =1 und die Lichtgeschwindigkeit betrage 2-99810° s =
Damit ergeben sich:

G ;¢ - 74251677

cm/g=1

5 9

¢ /G -36310 erg/s=1 Leistungsieit
-18)

G =223 10 Hz* CTf lg=1 Absorptions
Charakteristik

2 4
¢ /G -34810 CGSE Einheiten
(Feldstarke)

ol 210541077 ot oo 26121077 cn?
138110
e="

cm Elementarladung
8
1ps= 3.0856 10 em
-61
lev=132410°"

Folgende Extremwerte in Lange, Zeit, Masse und ®iatie Plack Einheiten, spielen
eine sehr grolRe, eine fundamentale Bedeutung:



M Gh
3 -33)
2nc® 2161610 cm Planck Lange

Gh
3 -44)
2mc®  _ 539110 s Planck Zeit
M hc 5
2mG  _217710 9 Planck Masse
2ncd
2 3
hG® _515710 g e Planck Dichte

Beschreibung eines relativistischen Sterns
Die ersten realistischen Metriken wurden von Schserild zur Beschreibung der
spharischen Symmetrie sowie der statischen Raunmftiig verwendet.

Literatur:

http://de.wikipedia.org/wiki/Karl_Schwarzschild
http://www.phy.syr.edu/courses/modules/LIGHTCONIEBigarzschild.html
http://www.mpe.mpg.de/~amueller/astro_sl_schw.html

Dies zeigen folgenden Beziehungen:

g_compts: Metrik Komponenten
g_compts[1,1]: Metrik Komponenten im Intalhabgeleitet nach dt"2
g_compts[2,2]: Metrik Komponenten im Intalhabgeleitet nach dr*2
g_compts[3,3]: Metrik Komponenten im Intaihabgeleitet nach dtheta”2
g_compts[4,4]: Metrik Komponenten im Intalhabgeleitet nach dphi®2
g Kovarianter Metrilefisor
ginv kontravarianter Mitiliensor
> restart:
with(tensor):

with(plots):

with(linalg):

with(difforms):

coord :=[t, r, theta, phi]:# spherical coordinates :
which will be designated in text as [0,1,2,3]
g_compts := array(symmetric,sparse,1..4,1..4):
g_compts[1,1] := -exp(2*Phi(r)):
g_compts[2,2] := exp(2*Lambda(r)):
g_compts[3,3] ;= "2:
g_compts[4,4] := r2*sin(theta)"2:
g := create([-1,-1], eval(g_compts));

ginv := invert( g, 'detg’ );
Warning, the name changecoords has been redefined

Warning, the protected names norm and trace have be en redefined and
unprotected



2" 0 o0 o |
(2(r))
g :=table(compts= 0 e 0 0 , iIndex_char=[-1, -1]])
0 0 r? 0
| 0 0 0 r?sin(8)?]
_ 1 -
B &2 0 0 0
1
ginv :=table(compts= L , index_char=[1, 1]]
0 0 2 0
1
0 0
i r?sin0)? |

Wir verwenden die Standard MAPLE Prozedur fir dieskein'sche Tensor
Definition

Zwischenergebnisse

Die Idee:

Der Raum ist gekrimmt. Diese Krimmung wird mit Elitfes Gaul3'schen
Krimmungsmales der Flache, das damit auch seireedBerng als
Kriimmungstensor gerechtfertigt. Bei geodatischegrt¥agung lassen sich seine
Ableitungen als Aggregate der Ableitungen der rsetren FundamentalgroRen d_ij
beschreiben. Geodatisch heil3t, dal’ die Koordiriataithteuklid'scher Weise
(nichtlinear) angegeben werden. Auf der Erde semlmdeist Kugelkoordinaten.
Bekannter Satz daraus:

Die kurzeste Verbindung zweier Punkte ist der GroR3keis

oder den Seefahrern bekannt

Schneidet ein Kurs die Ladngengrade stets unter glghiem Winkel, wird diese
Kurslinie Loxodromegenannt.

Damit ist auch die Verwendung der Christoffelsynabfiir die Indizierung der ersten
und zweiten Art verbunden. Aggregate nennt marKd@ponentnanschriften der
Achsen z.B. A(ij-ji) usw. Das ergibt sich aus den8nenbildung und deren
Kurzanschrift.Der Krimmungstensor ist auch untendéamen: Riemann-
Christoffel-Tensor, manchmal auch kurz Riemann-deggnannt, bekannt. Die erste
Verjungung desselben wurde von RICCI als symmétregskannt. Daher tragt diese
erste Verjingung den Namen Ricci-Tensor. Unter fBgung versteht man auch
Spurbildung. Hierbei wird die Stufe eines Tensars mwei Stufen reduziert. Diese



besteht in der Gleichsetzung zweier Indices: eoaukd eines kontravarianten Index.
Anschlie3end wird Uber beide Indices summiert.

Der Ricci Tensor ist ein Maldtensor. Er gibt Aufschuf? Gber die Krimmung des
Raums.

Der Riemann-Tensor beschreibt die relative Beschleugung benachbarter
Geodaten und damit auch die durch Gravitation verusachten lokalen Krafte
und Spannungen innerhalb eines ausgedehnten Korperdie sogenannten
Gezeitenkrafte.

Literatur:

http://theory.gsi.de/~vanhees/faq/relativity/nod&dah|
http://de.wikipedia.org/wiki/Friedmann-GleichungeHier ist die schone Herleitung
der Friedmann Gleichung

zs sehe, welche diezmondsen
Faktor 8 pi herleitet!

> D1g := d1lmetric( g, coord ):

D2g := d2metric( D1g, coord ):

Cfl1 := Christoffell ( D1g ):

RMN := Riemann( ginv, D2g, Cf1):
RICCI := Ricci( ginv, RMN ):

RS := Ricciscalar( ginv, RICCI ):

Estn ist der Einstein Tensor non_zero sind seameNull verschiedenen
Komponenten

> Estn := Einstein( g, RICCI, RS ):
displayGR(Einstein,Estn);
The Einstein Tens

non-zero component

é2¢“”(2(51A(m)r-+é2“”)—1j

d L (2A(1)
Zr(dr d)(r)j e +1

G22=- .

r



2

r [—G’r /\(r)j +(§'r d)(r)j +r (;22 CD(r)] +r (:r CD(r)j —r (:r d)(r)j (C‘

G33=- &2

G44= r[—(: d)(r)] + (:r d)(r)] cog0)2+ (c?r /\(r)] - (:r /\(r)j cog0)?

r
2 2 2

_r(c?:zcb(r)]ﬂ(;zdn(r)Jcos(e)Lr(srqn(r)j +r(§r¢(r)j cog 8)?
+r(ccljr¢(r)j(ccljr/\(r)j_r(ccljrq)(r)j((?rA(r)jCOE(G)zJ/e(ZA(r))
character : [-1, -1

Wir gehen zunascht vom bekannten Ansatz der Stechbeibung als Flussigkeit aus.
In diesem Fall ist der Energie-Momenten oder Emehgipuls-Tensor

T u u : u
wv = (PP )y T Ty +ng'V (alle Kompnenten von u mit Ausnahmé
sind gleich O und 4 9 0;

a
T
Die Signatur (-2) ergibt sich zd © =1und ®v = (P*P ) Y % pg”vv

):

Der Energie-ImpulsTensor beschreibt den zeitlich-#umlichen Energiefluld
durch ein raumliches Winkelsegment in beiden Richtagen.

Sehr schon beschrieben in:
http://de.wikipedia.org/wiki/Energie-Impuls-Tensor

Der Energie-Moment- oder Energie-Impuls-Tensoreiiien Flusigkeitstropfen ist:

>T_compts := array(symmetric,sparse,1..4,1..4):
T_compts[1,1] := exp(2*Phi(r))*rho(r):
T_compts[2,2] := exp(2*Lambda(r))*p(r):
T_compts[3,3] := p(r)*r2:

T_compts[4,4] := p(r)*r*2*sin(theta)"2:

T .= create([-1,-1], eval(T_compts));



(2% o(r) 0
(2A(r))
T :=table(compts= 0 e
0 0
i 0 0

index_cha=[-1, -1]
)

0 0

p(r) 0 0
p(r)r? 0 ’
0  p(r)r?sin6)?]

Die Einstein Gleichung kann auch nachgelesen weardeW.Pauli, Theory of

relativity, Pergamon Press (1958)

Jetzt werden wir die Tensor Komponenenten entwickel

> Energy_momentum := get_compts(T);

Einstein := get_compts(Estn);

[ (2%(r))

e p(r)
0

0

0

Energy_momenturs

Einsteir :=

0 2 & e ) + 540 -1)

e p(r)

2A
rze( ()

! 2r(d¢(r)j—e(““”+1
dr
0,- g

r [_(ccljr /\(r)) +(ccljr d(r)

0 0 0o |
0 0

0 p(r)r? 0

0 0 p(r)r?sin(0)?]

,0,0,0

2

ERDMEDRIEE

0,0,-

e(2 ()



[o, 0,0.r [—[; CD(r)] +[§'r d)(r)] cos(9)2+[§r/\(r)j —[g'r /\(r)] cog 0)?2
2 2 2

—r [;rz CD(r)] +r (;22 qa(r)J cogB)?-r ((?r cb(r)j +r (:r cD(r)j cog8)?

+r (; d)(r)j (ccljr /\(r)) -r (; d)(r)j (; /\(r)j Cos(e)zj/e(z/\(r))}

Die erste Einstein Gleichung fir (0,0) - Komponaenits:

> estn_hlp1:=8*Pi*Energy_momentum[1,1] + Einstein[1,1 I
estn_hlp2:=expand(estn_hlp1/exp(Phi(r))"2):
eql := simplify(estn_hlp2) = O;

81p(r) r2-92 e(-2/\(I’)) [d /\(r)j r—1+ e(—Z/\(r))
dr
eql:= . “o
;
Und kann umgeschrieben werden in:
> eql := -8*Pi*rho(r)*r"2+Diff(r*(1-exp(-2*Lambda(r)) ).1)

=0;
eql:=-8Ttp(r) r2+[§r (r (1—e('““”))j -0

Die formale Substitution mit dem Exponentialansatibt:

>eql_n :=subs( r<(1-exp(-2*Lambda(r))) = 2*m(r),lhs
(eql)) =0;
eql n=-8T1p(r)r+ [c?r (2 m(r))j =0

> loes:=dsolve(eql_n,m(r));
loes:=m(r) = f4 mip(r)r?dr+_C1



m(r) ist die Masse innerhalb der Spharengrenze mitu8adiDamit die Integrations
Konstante _VI gelést werden kann missen Wi ausm ermitteln:

> hlp_1:=r*(1-exp(-2*Lambda(r))) = 2*m(r):
exp_lamb:=expand(solve(hlp_1, exp(-2*Lambda(r)) ));
2m(r)

exp_lamh=1- .

Die Lorentz Metrik (siehe den Ausdriick fgrw aus”\ ) in Abwesenheit von
Materie ist dan und nur dann méglich, wenn _ClistODie zweite Einstein
Gleichung fir (1,1)-Komponenten ist:

> eq2 := simplify( 8*Pi*Energy_momentum[2,2] + Einste in
[2,2]) = 0;
gre " p(ryrz-2r (c?r CD(r)] +e?N
eq2:= > =0
r
> eq2_2 := numer(lhs(simplify(subs(exp(2*Lambda(r)) = 1/

(1-2*m(r)/r),eq2)))) = O;
eq2_2=-8mr3p(r) +2r? (c?r d)(r)j —4r (c?r d)(r)j m(r)-2m(r)=0

Damit erhalten wir:

> eq2_3 := Diff(Phi(r),r) = solve(eq2_2, diff(Phi(r), N );

d o Anr3p(r)+m(r)
eq2_3.—a¢(r)—— f (=1 +2m(r))

Der Gradient des GravitationspotentigPs ist gréRer als in der Newton

2, M
Formulierung or =T , damit wird hier der innere Druck als Ursadee
Gravitation angenommen. (Alle Schleifen-Quanten séfen bitte ich um Nachsicht
bei dieser Formulierung). Weiter geht es. Wir neiisgtzt die relativistische
Gleichung der Hydrodynamik aufstellen. Das istelgentlich relevante Einstein
Gleichung. u ist die 4-er Geschwindigkeit ... immdeain denken: x,y,z,ct, Cf2 ist die
radiale Komponente der Euler Gleichung u_r = u_th ph=0

> compts := array([u_t,u_r,u_th,u_ph]):
u ;= create([1], compts):
Cf2 := Christoffel2 ( ginv, Cfl):



eq3_hlp:=(rho(r)+p(r))*get_compts(cov_diff( u, coor d, Cf2

NIL,2]/(u_t) = -diff(p(r),r);
eq3 := Diff(Phi(r),r) = solve(eg3_hlp, diff(Phi(r), r);

eq_hip=(p(r) + (1)) g 9(r) | = g (r) |

d
N d _ ap(r)
eq3.—a d(r) ——W

Damit erhalten wir die bekannt®ppenheimer-VolkofiGleichung des
hydrodynamischen Druck-Gleichgewichts in SterneiesB spielt im Themenfeld der
Sternentstehung und Sternentwicklubige entscheidende Rolle

> Diff(p(r),r) = factor( solve(rhs(eq3) = rhs(eq2_3), diff
(p(r).n) );

d o(r) = (4nrip(r)+m(r)) (p(r) +p(r))

dr r(-r+2m(r))

0

A P
Hier ist sichtbar, daf? der Druckgradient gé3endtder klassischen Grenzear(
pm

-1 ) ist. Der Unterschied wird durch das Anwachdes Drucks -Zahlerterm-
und Abnahme des Radius r -Nennerterm- bei Annalgeaarden Stern beschrieben.
Damit nimmt in diesem Ansatz die Gravitation stérke als mit dem klassischen
Newton Ansatz. Aul3erhalb des Sterns gifr)=M, p=0 wobei M die Masse des
Sterns ist..

Dann folgt weiterhin:

> hlp_eq4:=diff(Phi(r),r) = subs({m(r)=M,p(r)=0},rhs( eq2

3));
eq4 = dsolve(hlp_eq4, Phi(r));

9 ory=-
hIp_eq4.—dr d(r)=

M
r(-r+2M)

eq4:=d(r) :—% In(r) +; In(r-2M)+_C1

Als Randwertbedingung -was anders ist diese ais §rof3ten Abstand!!!???
schreiben wir:

> 0 = limit(rhs(eqg4),r=infinity);
0=_C1



Das setzen wir dann ein:

> Phi_r:=subs(_C1=0,eq4);
Phi_r:=ad(r) :—%In(r) +;In(r —-2M)

Damit ergibt sich die Schwarzschildmetrik au3erltdb Sterns zu:

> g_matrix := get_compts(g);

‘_e(2q>(r)) 0 0 0 T
(2A(r))
g_matrix:= 0 e 0 0
0 0 r? 0
0 0 0 r?sin(8)?
> g_matrix := matrix([[-exp(2*Phi(r)), O, 0, 0], [0, exp(2
*Lambda(r)), 0, 0], [0, O, r*2, 0], [O, O, 0, r"\2*s in
(theta)"2]]); ]
<" 0 o0 0
(2A(r))
g_matrix:= 0 e 0 0
0 0 r? 0
0 0 0 r?sin(8)?
sch_comp metrische Schwarzschild gonenten

sch_compts[1,1] zugehdrige Koeffizienten vor2dm Intervall
sch_compts[2,2] zugehdrige Koeffizienten vot2dm Intervall
sch_compts[3,3] zugehdrige Koeffizienten voimedta”2 im Intervall
sch_compts[4,4] zugehdrige Koeffizienten vahid2 im Intervall
sch Schwarzschild Metrik

> coord = [t, r, theta, phi]:

sch_compts := array(symmetric,sparse,1..4,1..4):

sch_compts[1,1] := expand( subs(Phi(r)=-1/2*In(r)+1 [2*In
(r-2*M),g_matrix[1,1]) ):

sch_compts[2,2] := expand( subs(Lambda(r)=-In(1-2
*M/r)/2,9_matrix[2,2]) ):

sch_compts[3,3]:=g_matrix[3,3]:

sch_compts[4,4]:=g_matrix[4,4]:

sch := create([-1,-1], eval(sch_compts));



1 +2r'\’I o o o0
0 oo o |
sch:=table(compts= 1_2M ,index_char[-1, -1]]
r
0 0 r? 0
0 0 0 r?sin(8)?]

P =P 0=const (etwas spater wird folgende Naherwrwendetp=(Y -1)P

~worin Y =1 kann als Staub betituliert werden, 4/3 Am@htkoharenter
Abstrahlung, 2 feste Materie, kann als Stein oads Betituliert werden.
Dann wird diese Masse beschrieben: M beschreibBdegmtmasse.

> m(r)= int(4*Pi*rho0*r2,r);
M = subs(r=R,rhs(%));

4np0r?

m(r):ig

_4mpOR?
M= 3

Der Druck bestimmt sich zu:: Das ist die Oppentigiolkoff Gleichung

> hlp_eq5:=diff(p(r),r) = subs( {rho(r)=rho0,m(r)=4/3
*Pi*rho0*r*3},\
-(4*Pi*r*3*p(r)+m(r))*(rho(r)+p(r))/(r*(r-2*m(r))) );
eg5 := dsolve(hlp_eq5,p(n));
3
| (amepr) + 482 0+ pir)

hIp_eq5::E p(r)=-

r (r -

8 3
3T[p0r]

16 Clnp0 16 Clnp0
e °- ﬂp)+8Ttp0r2e( -Cine0)

16 _Clmtp0
ze(_ pO0)

) PO

(—6+2./-3
—9- 3e(16_01np0)
(_6 ~2./-3 e(lG_ClT[pO)

16_Clmp0
—9-3g -0

eqs5:=p(r) = + 87100 - PO,
tp0r

(16_C1mp0)
‘e

+8mp0r
2 e(16_C11‘[p0)

) PO

+8mp0r



Achtung beim Substituieren: Prozedur muf} so lauden zu substituierenden
Begriff "in die Maus" nehmen "ctrl ¢" und dann: sufctrl v = ...) dann tuts!!!

Der Exponentialausdruck hinter dem Komma im Losomgshanismus beschreibt die
Randwertbedingung.

> hlp_1:=solve(simplify(subs(r=R,rhs(eq5[1])))=0,exp( 16
* C1*Pi*rho0)); hlp_2:=solve(simplify(subs(r=R,rh s(egb
[2])))=0,exp(16* C1*Pi*rho0));

16
) (-3+8TmpOR?)
-3+8MpOR?

3+ zj(é_C1npO)

hip_1:=

16
-3+ 2J(e(-c”“’°’) (-3 + 8T pOR?)
-3+ 81pOR?

hip_2:=-

>loes_1 := simplify(subs(exp(16* C1*Pi*rho0Q) = -3+8
*Pi*rho0*R"2,rhs(eq5[1])));

loes 2 := simplify(subs(exp(16* C1*Pi*rho0) = -3+8
*Pi*rho0*R”"2,rhs(eq5[2])));

loes_::=

_3-./(-3+8mpPOR?) (-3+8mp0r?) — 12mp0OR? - 127p0r? + 321¢ plP r'
AT(-3R?*-3r2+8r2mpoR?)

loes_::=

_3+./(-3+8mpPOR?) (-3+8mp0r?) — 12mpOR? - 1271p0r? + 321¢ plP r'
4AT(-3R?*-3r2+8r2mpoR?)

In der Sternenmitte (Zentrum) haben wir:

> druck_1:=simplify(subs(r=0,loes_1));
druck_2:=simplify(subs(r=0,loes_2));
-3+./9-24TpOR? + 12 1O R?

druck 1:=- >
121tR

-3-./9-24TpOR? + 12T p0OR?

druck 2:=- >
121tR

Der Druck ist im Abstand R_crit unendlich hoch:

> R_critl = simplify(solve(expand(denom(druck 1))=0,R )



[1],radical,symbolic);
R_crit2 = simplify(solve(expand(denom(druck_2))=0,R )
[2],radical,symbolic);

R _crit1=0

R critz=0

Nur positive Lésungen machen Sinn...was ist demh &in negativer Druck? Im
Vakuum ist der Druck 0. rho ist die inkompressilklasse. Ich lasse mal den
Parameter rho bis 0.15 laufen. Damit wird verdeht|idaf sich bereits im Abstand 1
keine Anderung ergibt. Abstand 1 bedeutet: StethBams zweite Bild zeigt das
Verhalten bis zum doppelten Abstand, heil3t: Bis Abatand von einem Sternradius
bezogen auf Sternoberflache.

> plot3d({subs(R=1e-1,loes_2) },r=0..1,rho0=
0..0.15,axes=boxed,title="Druck vergroRert sich
exponentiell bei Abnahme des Radius’);

Druck wvergralient sich exponentiell ber Abnahme des Radius

> plot3d({subs(R=1e-1,loes_2) },r=0..2,rho0=
0..0.15,axes=boxed,title="Druck vergrofert sich
exponentiell bei Abnahme des Radius’);



Druck vergrilient sich exponentiell ber Abnahme des Radius

Um die Raumzeit Geometrie vorstellbar zu machemaehwir eine Aquator Sektion

des Sterns vonq =T /2) und frieren die Zeit mal in einen 3-dimemsiten Raum
ein. Diese Prozedur ist unter dem Namen "embeddiegannt. Ausgehend vom
Metrik Tensor, das 2-dimensionale Linienelement ist
dr?
1- 2m
dg _ r + % dph?

und fur den Euklid'schen 3 dimensionalen Raum:

d¢ _dZ ,dr* ,r* dphf

Wir fuhren mal eine 2 dimensionale Oberflache ein:
dz

z=7(r). Asdz= 9" dr

und erhalten damit der Euklid Linien- Element:

CI722
ds :[1+[drj ]dr2 +r?  dph?

schw_met: Schwarzschild metrik
eq_fl_ em Gleichsetzung flacher und eingebett&taim
embedd eingebetteter Raum

> schw_met:=subs(theta=Pi/2,get_compts(sch));
eq_fl_em:=dr*2*schw_met[2,2] + dphi*2*%][3,3] = (1 +diff



(z(n),nN"2)*dr"2 +r*2*dphi”2;

embedd_diff:=diff(z(r),r) = solve(%,diff(z(r),r))[1 I;

embedd_erg:=dsolve(embedd_diff,z(r)); i

1+ Zr'V' 0o 0 0

1
0 5 M 0 0
schw_met= S

0 0 r? 0

T 2
2ad It

i 0 0 O r sn{ 2) |

2 2
eq_fl_em= a2 dph?=| 1+ d z(r) | |dr?+r?dph?

1- 2M dr

r
embedd_dife 3 7(r) = (2:/(r-2M) M
dr r-2m
embedd_erg=z(r)=2.,/2rM -4M2 + _C1

Wir nehmen die vorletzte Gleichung und driicken I\IlcdupO = const: aus
rho_loes Dichte der Gesamtmasse

space_inside  Raum innen
space_outside Raum aul3en

>rho_loes := solve(M = 4/3*Pi*rho0*R"3,rho0);
space_inside:= Int(1/sqrt(r/((4/3)*Pi*rho0*r*3)-1), r;
space_outside:= Int(1/sqgrt(r/((4/3)*Pi*rho0)-1),r);

rho_loes=—=
4mR
o 2
space_inside= 3 dr

4

r21tp0



space_outside= 32r dr
mp0 4

> inside:=value(subs(rhoO=rho_loes,space_inside));
outside:= value(subs(rhoO=rho_loes,space_outside));
-R*+r?M

inside:=
-R*+r?M
-5 IM
r<m
3
L
outside:=

R®

Das Ergebnis dieser "Einbettung" fur die &quatoriale und vertikale o unten
gezeigt. Der "Newton Fall" enspricht der horizontalen Oberflache neit Asymptote
r-->% . Der auRenliegende Raum liegt auBerhalb eines Rings, der die "Begrenzun
des Sterns darstellt

figl: Das Sternen Innere (r in Einheit von M) ... nicht verwiressén, ist nur eine
Normierung
fig2: Das Sternen AulRere

> figl := plot3d(subs(M=1,subs(R=2.66*M,subs(r=sqrt(x A2+yn
2),inside))),x=-5..5,y=-5..5,grid=
[100,100],style=PATCHCONTOUR):

fig2 := plot3d(subs(M=1,subs(R=2.66*M,subs(r=sqrt(x N2+yn
2),outside))),x=-5..5,y=-5..5,style=PATCHCONTOUR):

display(figl,fig2,axes=boxed);



Erlduterung des Schwarzen Lochs

Es wurde gezeigt, daR die Anderung der Radialkomponente dr gegeaiiber d
Anderung des Intervalls dI, welches die Lange des Kurvensegmentsitiarster
Umgebung des Sterns kleiner ist im Vergleich zum Neton Fall (Eseheund dort
ist auch drd: dl).

r

L_2M

di= r

Der Stern verdndert den Raum so dal} ein Beobachter sich vom Stern fortbewegt
jedoch die Radial Koordinate langsam anwachst. Damit ergibt sietwss wie eine
Art Loch in der unmittelbaren Umgebung dieser Oberflache, welche oben als
"Aul3en" benannt wurde. Was passiert eigentlich, wenn dieer Stern gerade ei
Radius besitzt, welcher exakt in diese Grenze R = 2M hineinfalth &in Objekt
wird "Schwarzes Loch" genannt

Ein Probekdrper bewegt sich in der Nahe des Schwarzschildradius. Rwsgug
sei relativistisch gesehen gering:

(a,B) p P 2 ) . .
g o " +H  =0¢pistdas 4-Moment! its die Ruhemasse).

Dort, wo L mit dem Winkelmoment® (affiner (umkehrbarer) Parameter)
korrespondiert wird, beschreibt der zweite Term die Radial Geschwindigkei

hip_1. tau=lambda* mueh E =E/mueh L =L/mueh
eg6 beschreibt das Bewegungs Integral (Losung der DGL)
V wird effektives Potential genannt

> eq6_hlp:=-E"2/(1-2*M/r(tau)) + diff(r(tau),tau)2/( 1-2



*M/r(tau)) + L"2/r(tau)2+1 = 0;

eq6 := diff(r(tau),tau)*2 = expand(solve(eq6_hlp,
(tau),tau)2));

V := sgrt(-factor(op(2,rhs(eq6)) + op(3,rhs(eqb6)) +

(4,rhs(eqg6)) + op(5,rhs(eqb))));
2

E2 (C?[ r(T)j L2
+ +

2M —, _2M (1)

r(t) r(t)

eg6_hlp:=-

+1=0
1-

2M _ L*  2L*M
r(Tt) r(t)®>  r(1)’

d 2
(Y — 2
eq6.—(dT r(t)) E-+

v;:wr(r)zﬂz)(r(r)—zw

r(1)?

diff(r

op

Das effektive Potential zeigt die Orbitalbewegung, Es beschreibtrdlerAng des
Winkelmoments L bezuglich des Abstands r. Der Level E=1 gehd@inem Partikel

das Anfangs bewegungslos ist.

> hlp:=subs({M=1,r(tau)=x,L=y},V);
plot({subs(y=3,hlp),subs(y=4,hlp),subs(y=6,hip),1}
0..30,axes=boxed,color=
[red,green,blue,brown],title="Potential",view=0.5..

hip ::M (x2+y2X)3(x— 2

1.4);
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Im ersten Teil haben wir die Bewegung im relativistieschen Potdémtiedchtet.

Jedoch haben wir uns beschrankt auf eine lineare Naherung. Das istegleiaieind

mit einem schwachen Feld. Wir haben also lediglich schwache gravstfalder

diskutiert. Aus diesen Betrachtungen heraus ergaben sich auch die Bezthelg

sowie die Lichtablenkung unter Masseneinfluf3.

Diese lineare Einschrdnkung haben wir teilweise tberwunden und hatleeilien
relativistische Bewegung unter dem Potentialbegriff kennengelernt. Wenn g

max > E > 1 dann geht die Bewegungsgrof3e gegen unendlich. Damit gimaitwi

dem hyperbolischen Newton Ansatz gleich. Wenn E im Potertijafl (Loch) liegt,
oder E =V, dann haben wir eine begrenzte Bewegungsgréf3e. Die Besggiiey
verbunden mit dem Energiebegriff, die gleich der Extremwerte des Potésttials
beschreibt dann die Kreisbewegung. Diese stabile Bewegungsgrol3e (Gafkrétt
= Zentripetalkraft) bestimmt sich durch das Energieminimum, wird als&bil bei
Energiemaximum. Die Existenz dieser Extremata wird durch folgende Begeh
verdeutlicht:

move_zeroes Nullstellen der Ableitung des Potentials

> move_zeroes:=numer( simplify( diff( subs(r(tau)=r,V ), 1)
) )=0;
> zeroes_erg:=solve(move_zeroes,r);

move_zeroessr’M-rL?+3L°M=0

(L+,/L2-12M?)L (L-+/L%?-12M?)L
2M ’ 2M

zeroes_erg=

Die Konsequenz daraus ist:



Die Kreisbewegung ist maglich, wenn> 2M 13 . Das gilt, wenn: r > 3(2V1). Der
minimal Abstand, ab dem die Kreisbewegung instabil wird ist:

> instable:=limit(1/2*(L-sqrt(L"2-12*M"2))*L/M,
L=infinity);
instable:=3 M

Fehlen Extremata (siehe rote Kurve im obigen Plot) oder der Ubergang d«iraki
endet in einer Fallbewegung (auf den Stern zu), das ist dhnlichiiale gelten:E >

Vmax. Dies wird auclGravitationsfallegenannt. Auch hier gibt es ein Newton
Analogon: das der Punktmasse! Die begrenzte Bewegung fur den Falb&&les
Minimums (blaue Kurve des obigen Plots) ist das Analogoneatdh aber besitzt
keinen elliptischen Charakter. Ich méchte inen besonderen Fall flrdigérz Die
wirkliche Zeit eines fallenden Probekdrpers ist: Radius fir "Nullgeschigkeit:
R=2*M/(1-E"2)

tau_erg ist daskonvergentelntegral fur r-> 2M

>tau_1:= Int( 1/sqrt(subs({L=0,r(tau)=r},rhs(eq6))), N;
> tau:= Int(1/(sqrt(2*M/r-2*M/R)),r);

> tau_simp:=limit( value( tau ),r=2*M );

> tau_erg:=simplify(tau_simp);

tau_1:= 12 v dr
B2+ -1

tau_simp:;(—z R_RZM R/2MR+4M? + /F‘)_RZ'VI R?In(2)

R-2M R In(-R+4 M +2 —2MR+4M2)j/ 2MR+4M?

R



1 /R-2M
tau_erg.——zv R R

(242 /-M(R-2M) -RIn(2) +RIN(-R+4M+2./2 ./[-M (R-2M))) /2
-M (R-2M)

Ein von aufRen schauender Beobachter "sieht"
9 a i 0 0 2M a
ot — ot ot _ot r —gote

0 st die Zeitkoordinate des sich im unendlichefifs=nden Beobachters...Ob der
noch was sieht von so weit weg?

r_erg ist dasdivergententegral fur r-> 2M

> I’[O] = |nt(1/(l-2*l\/|/|’),r) = int(l/(l_z*M/r)’r);
r_erg:=limit( value( rhs(%) ),r=2*M );

o 1 _
ro.— 1_2'\/Idr—r+2M|n(r—2M)
r

r_erg:=-signun(M) co

Diese Gleichungen werden weiter benutzt.
Entartete Sterne und ihr Gravitationskollaps

Die gerade erhaltene Ausdrucke fur die Zeit demlan Falls zeigen eine
2GM

2
Besonderheit, wenn der Radius des Sterns kleirargidich M ( © ) ist.

Diese Grenze wird auch Gravitationsradllﬁps genannt. Die endliche wirkliche Zeit
T des Falls ist in Ubereinstimmung oder korrespertdhit der endlichen "auf3eren”

Zeit o , wenn r-->2M strebt.Das sieht fir den weit entfernten Beobachter sp aus
als wirde dieser Fall niemals enden. Oder andexggiedie relativistische Zeit wird
langsamer. Als Konsequenz dieses Phdnomens siehdiméaul3erst starke rot
Verschiebung eines "fallenden oder angesaugtentoReoDas begrindet sich in der
Schwarzschild Metrik und wird Uber folgende FrequBeziehung beschrieben:



l —_
VT
wy AT, M 9%, o(rz) 2M
AT, A
W, _AT TV G dr)  _ 1
AT ist das wirkliche Zeitintervall zwischen zweichiblitzen an verschiedenen
2GM
radialen Punkten. Gleichzeitig ist die Fluchtgesiciuigkeit R . Dies ist

diejenige Geschwindigkeit ab der das Licht ausSjg#rare mit RadiuB= Rg
entweichen kann. Damit konnen wir keinerlei Infotimaen aus dem schwarzen Loch
selber erhalten. Es bleibt bei mathematischen bgsvpretativen
Erklarungsversuchen. Ist doch durftig oder nichb2iada lal3t sich eben nichts
machen. Wir haben die Hoffnung auf indirekten Wegghr aus dem Inneren dieser
schwarzen Lochhiilse zu erhalten...??? Wie jedanh kin Objekt mit einem Radius

. R . . .
kleiner als ¢ auftreten? Wir fangen mal vorsichtig mit denu€k des freien
Radialzusammenbruchs (das ist der Winkelteil lben die Metrik O ist) der Staub
Sphéare der Masse M an..

d(s)"2 beschreibt die Schwarzschild Metrik

tau fie wirkliche Zeit, welche fir ein@eobachter am Grund der Sphare
vergeht.

pot 1 Potential

>r="

E:="E"

hlp_1:=subs( r=r(t),get_compts(sch) ):

d(s)*2 = hlp_1[1,1]*d(t)"2 + hlp_1[2,2]*d(N"2;

-d(tau)*2 = collect(subs( d(r)=diff(r(t),t)*d(t),rh s(%)
),d(t));

%l/d(tau)*2;

subs({d(t)=E/(1-2*M/r(t)),d(tau)=1},%);#we used d(t )d

(tau) = E/(1-2*M/r)
pot_1 := factor( solve(%,(diff(r(t),1))*2) );

2
r(t)
2 d 2
1 | 2w (cﬂr(t)j ,
Al e | T om0

r R W



1= r(t) :
2M _2M
r R
d 2
2M [m“”j
_1+r(t) 1_& E?
1= rz(t)
2M
(20

(-r(t) +2M)2 (2M —r(t) + E?r(t))

ot 1:=
POL E2 1(1)°

> plot({subs({E=0.5,M=1,r(t)=r},pot_1),0*r},r=
1.7..3,axes=boxed,color=[red,blue],title="(dr/dt)"2
r);

VS



(drfdt)d ws r
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Der beschriebene Kollaps ist die Bewegung ausgehemdrechten Punkt der "Null"
0

T
Geschwindigkeit o _dasist diejenige Geschwindigkeit welche fim éatfernten
Beobachter gilt- hin zum linken Punkt der Null Glesindigkeit. Im oberen Graph
sind diese als Nullstellen schén zu sehen. DieeliNklistelle ist gleichzeitig ein
relatives Minimum. Diese Punkte sind:

> zero_v:=solve(subs(r(t)=r,pot_1)=0,r);

zero_vi=2M,2M, - %M
E°-1
Es qgilt:
, (1_2MJ2(2M_2M]
2 [1_2M] (2M_1+Ezj ‘ r R
gr r r 1_2M
ot _ E? _ R _
2 Rg
1_7
o ) P
r Rg
1= R

. R

Der verlangsamende Kollaps fur den entfernten Beaiea in der Umgebung von?

wird durch die Zeitdilatation verursacht. Trotzdeat der Beobachter im Kollaps
0

=
selber die wahre Geschwindigkéﬂ . d/d(t)=(d/d(tau))*(1-2*M/r)/E



> pot_2 := simplify(pot_1*(E/(1-2*M/r(t)))"2);
2M —r(t) + E2r(t)

pot_2:= (1)
> plot({subs({E=0.5,M=1,r(t)=r},pot_2),0*r},r=
1.7..3,axes=boxed,color=[red,blue],title="(dr/dtau) N2 Vs
r);
(drfdtau) vs ¢ )
0.4
0.3
0.21
0.1-
0
98 2 22 24 26 2B 3
¥
Die kollabierte Oberflache kreuzt den Gravitati@uus bei einem endlichen
lim gtr
>R
Zeitmoment. Es ist: ¢ =1 das ist die Lichtgeschwindigkeit, im Falle

E =1, was wiederunrR=> entspricht. Die Zeit oder Uhr des sich im Kollaps
befindlichen Beobachters verlauft:

> hlp:=Int(1/sqrt(R/r-1),r)/sqrt(1-E"2);
simplify( value(hlp), radical, symbolic);

1 1
hip := dr
P e | R

-R+2r
2 /=(-R+r)r +Rarctarﬁzmj

2 1-E?




Es ist fur den etwas erfahreneren Physiker kld?,azges Integral gleichzusetzen ist
wie hier gezeigt:

R

;dr nM
1 ?_1 nR [g)

1-2 _J1-E* _ (1-E?

Nun ist es ja hinreichend bekannt, daf} Sterne darehatomaren Prozesse leben.
Jedoch wenn dieser Prozess beendet ist, wird aeratomaren Prozess stammende
innere Druck dem oben gezeigten aufReren Druck edéemg der Stern beginnt zu
implodieren. Der Fall der aul3eren Staubhille a@fSternoberflache kann nur
aufgehalten werden durch baryonischen Druck odextdDruck der Elektronen. Der
Gleichzgewichtszustand wird bestimmt durch das Mimmder Gravitationsenergie
-GM

R und die thermisch bedingten kinetischen EneallgeeZerfalls. Nehmen wir
einen Wasserstoffball an. Sinkt die Temperaturdauf Nullpunkt, heif3t das nicht
gleichzeitig, dafd die kinetische Energie der Elmkén auch Null ist! Da steht die
Quantenphysik nocr;]dazwischen! Ein Elektron besitzt'Zellvolumen™ proportional

3 . 21 . . :
A , wobei A= Pe die Compton Wellenlange |si?.e ist das Elektron
Moment. Fur nicht relativistische Elektronen gilt:

E[e] kinetische Energie des Elektrons

E[k] gesamte kinetische Energie, n[e] ist diez&m der Elektronen
m[p] Masse des Protons, Annahme: m[e] >> m[p]

E[g] Gravitations Energie

E Gesamt Energie

> E[e] .= p[e]"2/m[e];

E[k] := simplify( n[e]*R"3*subs( p[e]=h*n[e]*(1/3)/ (2
*pi).Ele]) );

E[k] := subs( n[e]=M/R"3/m[p],%);

E[g] := -G*M"2/R:

E := E[g] + E[K];



1 p
E =—
k' 4 ™m
e
(5/3)
[ M j R3h2
3
£ GM  1(R'm,
’ R 4 m™m

Berechnung der Energieabhangigkeit vom Abstand R

> pot := -1/R+1/R"2:
plot(pot,R=0.5..10, title="Energie des zerfallenden
Sterns’);

Energie des zerallenden Sterns

27

15-

05

Es wird in diesem Plot verdeutlicht, daf3 die Ereaghéngigkeit vom Radius ein
Minimum hat. Damit zeigt sich auch deutlich dal@een Gleichgewichtszustand
geben mulR3. Sonst wirde die Kurve stetig fallen!

Energieminimum in Abhangigkeit des Gleichgewicht&tands:

> E_min:=solve( diff(E, R) = 0, R);



1 (1/3)
1 (MZ I'np)(lls) élﬁ(Mz mp)
, (W3 L, | =2 + h?
(M“m) h 11 2 Mm M m
E_min:=3 > r P P ,
Mm"1¢m,G ™m m G
(3 1 2 0 \V3
a(MEm) 513 (MEm,) ;
11 2 Mm Mm
< P P
2 C m,m, G
h2
1 5
R G M[g’j m. m (éj
Der Gleichgewichtszustand wird erreicht bei™  ~ e P und der

Stern, welcher in diesem Gleichgewichtszustand raoh Weile verharrt wird weiter
zerfallen, wenn auch dieser den Gleichgewichtsnds¢éshaltende atomare Prozess
erlischt. Der Stern wird sehr sicher als Weil3er ignenden. Der Wert seiner Dichte
in diesem Zustand ist dann:

> equilib_num_density:=simplify( subs( R[min]=h"2/(G* MA
(1/3)*m[e]*m[p]"(5/3)).n[e]=M/R[min]"3/m([p]) );
M2Gim° m*
e ' p
h6

equilib_num_densityn_ =

Haben wir es mit einem massereicheren Stern zutud,auch der Radius des
Gleichgewichtszustands geringer werden. Das widiergpdem einfachen
Wassertropfen Modell! Im Zusammenhang mit dem Uadeprinzip wird das
Moment des Elektrons gréf3er werden:

Die nichtrelativistische Annahme impliziert.pe << Te©
> hlp:=simplify( rhs(%)"(1/3)*h ) - c*mle];

> solve(hlp=0,M);
(1/3)

MZG3me3m4
hip := 6 P h-cm



JGchhc /Gchhe
szZ ! 2

2
p Gmp

Das letzte Ergebnis zeigt das nichtrelativistisklassenkriterium:
3
3
2 5l2)
M << m G
Damit Gberhaut ein Kollaps zu einem weil3en Zwerg fllkeem, wird demnach hier

gefordert:
Wir brauchen relativistische Partikel!!!

Dann schaun wir mal:

Ele] kinetische Energie E= pc fur relativistiséraatikel

E[K] gesamte kinetische Energie, n[e] ist die &mnizder Partikel
m[p] Masse des Protons, Annahme: m[e] >> m[p]

Elg] Gravitations Energie

E Gesamt Energie zeigt die Abhangikeit -a/R+b

E_hlp_num hier zeigt sich keine Abh&ngigkeit WirDeshalb gibt es keine stabile
Konfiguration mit einem Energieminimum

> E[e] := h*c*n[e]™(1/3);

E[K] := simplify( n[e]*R"3*E[e] );

E[K] := subs( n[e]=M/R"3/m[p],%);

E[g] := -G*M"2/R:

E := E[g] + E[K];

E_hlp:=simplify( diff(E, R), radical ):

E_hlp_num:=numer(E_hlp);

Extremata:=solve(E_hlp_num =0, M);

E:=hcn™
e e

— ne(4/3)

3
Ek. R°hc

(4/3)
—( M 3
E"'_[R3m ] R°hc

2 (4/13)
g=-CM +[R::V|] Rhc

m
p



(1/3)

E_hIp_num:—(—G M m, +( hc R] M

R3mJ
p

JGchhc /Gchhe
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m m
G p G p

Extremata=0,

N w

M m’ G( J
Wir erhielten die Beziehung fur die kritische Masse®¢ ~ P =1.4 sun
Diese wird auclChandrasekharGrenze fir WeilRe Zwerge genannt. Geringere
Massen fuhren zu Weil3en Zwergen mit nicht-reldisaehien Elektronen, wéahrend
groRere Massen einen Sternkollaps verursachemjctdrdurch den Druck entarteter
Elektronen aufgefangen werden kann.

Nl w

Solche massereichen Sterne kollabieren dann zum fXenenstern.

M
Fur diese Massen gilt etwa: Mf““ <M <3 sun

Sterne noch groRerer Massen kollabieren zu Schwarkéchern

Literatur:

http://de.wikipedia.org/wiki/Sternentstehung
http://www.zum.de/Faecher/A/Sa/STERNE/st1.htm
http://de.wikipedia.org/wiki/Wei%C3%9Fer_Zwerg
http://german.therfcc.org/wei%C3%83%C5%B8er-zwer§360.html
http://german.therfcc.org/wei%C3%83%C5%B8er-zwer§360.html

Schwarzschild Schwarzes Loch
Kehren wir zurlick zur Schwarzschild Metrik

> get_compts(sch);

_1+T O O O
1
0 0 0
,_2M
r
0 0 r2 0
0 0 0 r?sin(0)?]



Es gibt wohl 2 Singularitaten be=2M undr=0. Die Frage nach dem Sinn der Ersten
. . I . s . sk .
stellt sich. Wenn wir den Ereignishorizont 1 sowie ~ 22  das heil3t auch:

9.0 und 911 tberqueren dann andert sich das Vorzeichen.
Diese Vorzeichenanderung bedeutet: Der Raum und déit tauschen sich aus!

Sollte ein Korper oder auch eine Information, eign@l diesen Gravitationsradius
Uberqgueren, so gibt es kein entkommen! Der FalienSingularitat ist nicht
umkehrbar, ebensowenig der Flul der Zeit. rB@iM, das entspricht tensoriell

(M) 6

dargestellt %.0 (r stellen die Christoffel Symbole dar ...immerrddenken:
Die Diagonalen der Matrix werden mit 1 besetzthtghe Beschleunigung gegen
unendlich.

Jetzt werde ich immer wieder mal den Standpunkhaeln. Wir begeben uns weit
weit weg vom Geschehen und beobachten von dort @édiessind mitten im
Geschehen drin und erzdhlen, was wir dort erleben

> D1sch := d1lmetric( sch, coord ):
Cfl1 := Christoffell ( D1sch):
displayGR(Christoffell1,%);
The Christoffel Symbols of the First K

non-zero component

[11,2] :'r\ﬂ
[12,1] = —?ﬂ
.M
[22,2] = (Fo2NP
[23,3] =

[24,4] =1 sin(0)?
[33,2] = -r
[34,4] =r?sin(8) cog )
[44,2] = -1 sin(0)?
[44,3] = -r? sin(B8) cog )
Die radial Komponenten der Beschleunigung werden:

> -get_compts(Cf1)[1,1,2])/get_compts(sch)[1,1];



M

(0 2M)

Partikel, welche in diesen Radius eindringen werdemom Ursachen-Wirkungs
Mechanismus des Universums ausgeklammert.

Deswegen nennt man diese magische GrenzeEwdmishorizontin English:event
horizon.

Das Fehlen oder nicht Vorhandensein einer wirkicBengularitat ber=" ¢ kann
folgenderweise gezeigt werden:
Fur den invariante Riemann Tensor gilt:

(a,B,v,9)
Rg Ra,B,v,B R

Mit "raise” werden die kontravarianten Indices deemann Tensor erhoht. Ich gehe
auf diese Indexmanipulationen nicht tiefer ein. Bgise ine eigene Vorlesung tber
Tensoralgebra. Ist auch, denke ich, nicht allzthtigcdas wirklich zu verstehen.
Nehmt es "einfach” mal hin. Wichtig ist, dal3 digambegonnene Prozedur
standardmafdig im Fortschritt des Aufsatzes fluwvdrmschiedenen Losungen
verwendet wird.

Literatur zur Tensor Indexbehandlung:
http://baldufa.upc.es/xjaen/ttc/tutorial/inde.htm

> schinv := invert( sch, 'detg" ):

D2sch := d2metric( D1sch, coord ):

Cf1 := Christoffell ( D1sch):

RMN := Riemann( schinv, D2sch, Cfl1):

raise(schinv,RMN,1):

raise(schinv,%,2):

raise(schinv,%,3):

RMNinv := raise(schinv,%,4):

prod(RMN,RMNinv,[1,1],[2,2],[3,3],[4,4]);
2

table(compts= 48r'6V| ,index_char[ ]])

..und besitzt keine Singularitat an seinem HorozDigs ist eine einfache
Koordinaten Singularitdtund ihr Sinn ist, daf? es innerhalb des Horizoetad¢lei
starre Koordinaten mehr gibt. Eine wirkliche Silagitat ergibt sich bei r=0 und hat
den Charakter einer Raum-ahnlichen Singularitatubtar wird eine unabwendbare
Singularitat fur einen Beobachter, der den Erelgmigont tberquer. Nun wird
versucht, ob es gelingt einen Augenblicks Aquatbschnitt des gelrimmenten
Raums auf den nicht gekrimmten Raum abzubilden.




> z(N[1] = int(sqrt(2*r*M-4*M"2)/(-r+2*M),r);
z(N[2] = int(-sqrt(2*r*M-4*M"2)/(-r+2*M),r);
z(r)1=—2J2r M — 4 M?

z(r)2=2J2r|v|—4|\/|2

> plot3d({subs({M=1,r=sqrt(x*2+y"2)},rhs(%%)),subs({M =
1,r=sqrt(x"2+y"2)},rhs(%))},x=-10..10,y=-
10..10,axes=boxed,style=PATCHCONTOUR,grid=
[100,100],title="Schwarzes Loch Schwarzschild Typ")
ochwarzes Loch Schwarzschild Typ

Dies ist ein Schwarzes Loch mit einer EinschnirgeganntEinstein-Rosen
Briicke. Der innere sowie der auf3ere Weg zum Ereignisbiotiz

sind die Wege zwischen verschiedenartigen abetigidnasymptotisch flachen
Universen. Diese Bricke bezeichnet man im Filmrgtie" als Wurmloch. Dort wird
das aber vdllig falsch behandelt...ist ja auchewmmetter Film!! Auf alle Falle hat
"unser” Wurmloch einen minimal Radius von "N. Matite jedoch bedenken, daf3
dieses Gebilde statisch nicht stabil ist, denn ineldang von t nach t + dt ist hier
keine Zeit Verschiebung vorhanden.

Wir wollen nun diese erwahnte Koordinaten Singtéadioswerden. Das wollen wir
mit Hilfe einer Koordinatentransformation erreich&eispielsweise kénnen wir die

Null Geod"o‘lteds‘2 =0 in der Schwarzschild Raumzeit als Radial Bpweg eines
Lichtphotons mit
dr?
R 2
1--9
d¢ dtt  _ [ r

J ansehen..



>t = combine( int(-1/(1-R[g]/r),r) );
t=-r-— Rg In(r - Rg)

Wenn v die Konstante ist, welche die radial Komdaédir eine feste Zeit t
beschreibt, kann man anschreiben:Hiermit kann nesinAdisdruck fur r<R[g]
erweitern

t wird differenziert unter Beriicksichtigung der abrwéhnten Erweiterung

(Substitution) nachdt2 . Der Ausdruck fur das Intervall in der SchwarzktMetrik
wird dann:

>t =-r - R[g]*In( abs(-I/R[g]+1) ) + v;
_ L
t=-r Rgln[ 3 1

d(n"2 zeigt das Differential in den neuen Koordama

> defform(f=0,w1=1,w2=1,w3=1,v=1,R[g]=0,r=0,v=0);

d(t)"2 = expand( subs( d(R[g])=0,d( -r-R[g]*In( r/R [0]-1
)V ) )"2);

hlp:=subs( d(t)*2=rhs(%),sch_compts[1,1]*d(t)*2 ) +
sch_compts[2,2]*d(r)"2 + sch_compts[3,3]*d(theta)"2 +
sch_compts[4,4]*d(phi)"2:

new_metric:=collect( simplify( subs(R[g]=2*M,hlp) ) {d(r)

2,d(V)"2D);
r’d(r)®> _2rd(r)d(v)

(V—Rg)2 r=R,

d(t)? = +d(v)?

new_metric=2 d(v) d(r) + {72 M) d(v)? , r®d(8)*+r’d(¢)*-r’d(¢)* cog€
B r

r

Wir haben damit ein neues ineares Element erhdhtas.ist als Eddington-

FinkelsteinKoordinate bekannt.
R

d¢? __(1'rg AV a2 d(Q)? d(Q)

= ist der sparische
Anteil.

Die zugehorige Metrik hat in der Umgebung von mutégen Charakter, Ausnahme bei
r=0. Zusammenfassend nehmen wir an, daf’ eine Abhweg von der spharischen
Symmetrie flr statische Schwarze Lécher verbl&bte solche Abweichung kann
beschrieben werden mit Hilfe des Quadrupol Momgnts

Erez und Rosernaben die zugehdrige Metrik mit axialer Symmegeéunden.
Literatur;

http://www.osti.gov/energycitations/product.bibjgp?osti_id=6825325




er_compt Metrische Komponenten

er_compts[1,1] Koeffizienten von d(lambda)*2limterval
er_compts[2,2] Koeffizienten von d(mu)”2 imdntal
er_compts[3,3] Koeffizienten von d(phi)*2 imtérval
er_compts[4,4] Axial symmetrische Metrik naaleE=Rosen
er Axial symmetrische metrik

> coord = [t, lambda, mu, phi]:
er_compts ;= array(symmetric,sparse,1..4,1..4):

er_compts[1,1] := -exp(2*psi):# coefficient of d(t) A2 in
interval
er_compts[2,2] := M"2*exp(2*gamma-2*psi)*(lambda”2- mu”2)/
(lambda”2-1):
er_compts[3,3] := M"2*exp(2*gamma-2*psi)*(lambda”2- mu”2)/
(1-mu”2):
er_compts[4,4] := M"2*exp(-2*psi)*(lambda”2-1)*(1-m un2):
er .= create([-1,-1], eval(er_compts));

_(2y) ' 0, 0, 0

2 (2y-2y) .y 2 2

0. M- e - (1)\ u)’ 0. 0

er :=table(compts= (2y-24) , index_char=[-1, -1]])
M2e” " (A2 - p?)
0, O, 5 , 0
1-u

0,0,0,M2€ 2" (A2-1) (1-p?)]

mit

>fl := psi = 1/2*( (1+g*(3*lambda’2-1)*(3*mu”2-1)/4) *In
((lambda-1)/(lambda+1))+3/2*g*lambda*(3*mu”~2-1) );

f2 := gamma = 1/2*(1+g+g”"2)*In((lambda”2-1)/(lambda A2-mu”
2))-3/2*q*(1-mu”2)*(lambda*In((lambda-1)/(lambda+1) )+2)+
9/4*g"2*(1-mu”2)*( (lambda”2+mu”2-1-9*lambda”2*mu”2 )*
(lambda”2-1)/16*In((lambda-1)/(lambda+1))*2+(lambda n2+7
*mu”2-5/3-9*mu”2*lambda”2)*lambda*In((lambda-1)/(la mbda+

1))/4+1/4*lambda”2*(1-9*mu”2)+(mu”2-1/3) );
f3 := lambda = r/M-1;
f4 := mu = cos(theta);
gy =1 q(3M\*-1) (3p*-1)), (A-1)_ 3qA(3p*-1)
fl.—w—2[1+ 4 In[}\+1]+ 4




—y- 1 2 -1 _3 _ 2 A-1 9 2.1 _ .2
f2.—y—2(1+q+q)|n[)\2_u2] 2q(l u)()\ln()\+1]+2]+4q (1-p9)

2
1 0o 2 o ay2..2 2 _ A-1
16 (VK2 =1-907 1) (A 1)In()\+1j

17,2 2 9 or2..2 A-1 7\2(1_9U2) , 1
+4[)\ +7u 3 9“1 )\In)\+1 + 4 +U 3

L

f3::)\:M

1
f4:=nu=cog0)

Im Fall g=0 wir erhalten

> get_compts(er):
hlp_1:=map2(subs,{psi=rhs(f1),gamma=rhs(f2)},%):
hlp_2:=map2(subs,q=0,hlp_1):
hlp_3:=map2(subs,{lambda=rhs(f3),mu=rhs(f4)},hlp_2)
erg:=map(simplify,hlp_3);
Cr-2M

0 0 0

r

rM?
erg:.= 0 r—-2m 0 0
r2
0 A2 0
sin(9)
0 0 0  r?sin(0)?

Das beschreibt die Schwarzschild Metrik unter Bksiahtigung von f3 und f4. Jetzt

gilt es noch den Ereignishorizont als nicht Nulll Bes quadruple Moments zu
0

~9
finden. Fir das statische Feldt " =0 ist die korrespondierende Bedingung:

%0 =0, pamit folgt:

> hlp_1:=map2(subs,psi=rhs(f1),er):
er2 := map2(subs,gamma=rhs(f2),hlp_1):
r_krumm_invari:=get_compts(er2)[1,1];



(a0, 01 s on)
. . 4 +1 2
r_krumm_invari=-e

Das entsprichtr=2M ()‘ =1). Jedoch ist das Ergebnis fir invariante Kmiumg:

> erinv := invert( er2, 'detg’ ):

Dler := dlmetric( er2, coord ):

D2er := d2metric( D1er, coord ):

Cf1 := Christoffell ( D1er):

RMN := Riemann( erinv, D2er, Cfl):

raise(erinv,RMN,1): Raiehen der Indizes im
Riemann Tensor

raise(erinv,%,2):

raise(erinv,%,3):

RMNinv := raise(erinv,%,4):

prod(RMN,RMNinv,[1,1],[2,2],[3,3],[4,4]):

get_compts(%):

series(%,9=0,2): Reihenentwicklung ¢
convert(%,polynom):

res := simplify(%):

Im spharischen Fall ergibt sich dann: erg_fac iska48M"2/r"6

> fac:=factor( subs(q=0,res) ):
erg_sph:=subs(lambda=1,fac);

erg sph=
9P 4M*

Es gibt also keine Singularitat. Anwendung vaddspital's Regel fur den
Grenzwert:

> hlp:=subs(mu=0,res):

grenze_Zahler:=limit(diff(numer(hlp),lambda),lambda =1);

grenze_Nenner:=limit(diff(denom(hlp),lambda),lambda =1);
grenze_Zahle:=-signun(q) o

grenze_Nenner 64 M*

Also doch: es ist eine wirkliche Singularitat aneignishorizont vorhanden, die
hinsichtlich der Demonstration der Unmoglichkeit d&atisch axialen symmetrischen
Schwarzen Léchern mit einem nicht Null quadrupoMoment beachtet werden
mul3. Jedoch werden solche Momente durch die Gtamteswellen wahrend der
Entstehung eines solchen Schwarzen Loches offdéhsichweggespilt”.

Reissner-Nordstrom Schwarzes Loch oder das geladecievarze Loch



Die Verallgemeinerung der Schwarzschild Metrik iall€ der spherisch
symmetrischen Vakuum Ldsung der verbundenen Em&fieixwell Gleichungen
kann folgendermalf3en dargestellt werden:

rn_compts Metrische Komponenten
rn_compts[1,1] Koeffizienten von d(t)*2 im Inveil
rn_compts[2,2] Koeffizienten von d(r)"2 im Intetl
rn_compts[3,3] Koeffizienten von d(theta)*2 imdrvall
rn_compts[4,4] Koeffizienten von d(phi)*2 im énvall
rn Reissner-Nordstrom (RNgthik

> coord = [t, r, theta, phi]:

rn_compts := array(symmetric,sparse,l1..4,1..4):
rn_compts[1,1] := -(1-2*M/r+Q"2/r"2).
rn_compts[2,2] := 1/(1-2*M/r+Q"2/r"2):
rn_compts[3,3]:=g_matrix[3,3]:
rn_compts[4,4]:=g_matrix[4,4]:

5 ;
1+ﬂ —% 0 0 0
r r
0 1 > O 0
rn :=table(compts= 1- 2M N Q :
e
0 0 r? 0
i 0 0 0 r?sin(8)?]

index_cha=[-1, -1]
)

Q ist die elektrische Ladung, Die Metrik hat 3 Silagitaten: r=0,r_pund r_n
> extrem:=denom(get_compts(rn)[2,2]) = 0;
r_p := solve(extrem, r)[1];
r_n :=solve(extrem, r)[2];
extrem:=r’-2rM+Q?=0
rp:i=M+./M2-Q?
rn:=M-.,/M?-Q?

Wir berechnen die Invarianz der Krimmung ... deamRann Tensor beschreibt die
Krimmung



> rninv ;= invert( rn, 'detg' ):

D1rn := dlmetric( rn, coord ):

D2rn := d2metric( D1rn, coord ):

Cfl := Christoffell ( D1rn):

RMN := Riemann( rninv, D2rn, Cfl):

raise(rninv,RMN,1): Hochziehen der Indizes im Riemann Tensor

raise(rninv,%,2):

raise(rninv,%,3):

RMNinv := raise(rninv,%,4):

prod(RMN,RMNinv,[1,1],[2,2],[3,3].[4,4]);

8(6r°M2-12rMQ?+7Q%)
r8

table(compts= , index_char[ ]])

Nichtphysikalische Wurzel des Zahlers mit nicht-NGbmponmente der Ladung Q

>loes_r:=solve(get_compts(%),r);
1 1
[1+6|ﬁj Q? (1—6I ﬁ] Q

M ’ M

loes r:=

So sieht es aus: eine Singularitat aus der Schulaldsvetrik, die anderen beiden als
"Augenblicks-Singularitaten” mit Koordinaten Chatexrk Wir schauen uns das mal in
einem Bild an: Dazu plotten wir die Ergebnisse@lsten beiden Terme der linearen

Naherung so. Zur weiteren Verdeutlichung plottendein inversen Wert des zweiten
Terms, um die Divergenz wegen der Koordinatensaitat zu umgehen.

> plot({subs({M=1,Q=1/2},get_compts(rn)[1,1])\
subs({M=1,Q=1/2},1/get_compts(rn)[2,2])},\

r=0.1..3, color=[red,blue],titte="Werte der ersten (rot)
und zweiten (blau) Terms der linearen Naherung’);



Werte der ersten (rot) und zweiten (blau) Terms der linearen MNaherung

Dieser radiale Unterschied zum Schwarzschild Schevatochs ist so schon zu
sehen. Wir sehen bei ca. "0.1", dal’3 sich RaunZeitdaustauschen. Das passiert in
der region, in welcher gilt._n <r <r_p zwischen dem inneren und aul3eren
Ereignishorizont, der roten und blauémie. Quasi kann die positive Achse als
Raum, die negative Achse als Zeit angesehen weidetzdem gibt es die bekannte
Anzeichen eines gewissen Zeitcharakters, so daldisi&chwarze loch fallende
Beobachter (der Armste!!) diese Singularitat nistébt. Wenn er nicht dabei "vor die
Hunde" geht, wird er "in der Zeit" stetig langsaraad in unendlich Jahren bleibt fir
diesen Beobachter die Zeit "einfach” stehen. Etereer, weit entfernter Beobachter
sieht jedoch seinen Kollegen verschwinden.

2
Die nachste Unterschied ist das Ausbleiben derd#inaten Singularitat wenr¥

< Q’ . Das wird auch "nackte" Singularitat genannt. Mann sogar zeigen, dalf3 hier
wirklcih keine solche Singularitat als Ergebnis desmalen Zusammenbruchs des
Sterns mit Masse M sowie Ladung Q auftritt. Dies@watenergie -als Newton
Grenze, jedoch mit Korrektur aus der speziellerafdetat, mit M_0 als Ruhemasse,
ist: Die geometrischen Einheiten der Ladung wem@éegenutzt, so dald das Coulomb
Gesetz G Q_1 Q _2/r*2 erfullt wird.

>en = M(r) = M_0 + Q" 2/r - M(r)"2/r;
loes := solve(en,M(r));
Q* _ M(r)?

en::M(r):M_O+T "

oes=— " 4 r’+4M_0r+4Q°> r /r’+4M_0r+4Q?
2 2 2 2




Die Wahl fir die Losung (loes) oben wird durch Hirrektur Asymptote bestimmt:
lim sol

r-o =M_0:
> if limit(loes[1],r=infinity)=M_0 then true_loes := loes
[1] fi:
if limit(loes[2],r=infinity)=M_0 then true_loes := loes
[2] fi:

true_loes:=true_loes;

2 4 + 2
true_loes:—% + [ri+a MEO r+4Q

> hlp_1:=diff(true_loes,r):
hlp_2:=subs(M_0=solve(en,M_0),hlp_1):
M_0_erg:=simplify(hlp_2,radical,symbolic);
—Q*+M(r)?
r+2M(r))r

M_0O_erg:= (

d M(r)* - Q?
a M) ez

Der Zusammenbruch ist moglich mit abnehmendem Aldsia Damit gewinnt die
Gravitation Oberhand Uber die Kraft oder Wirkung dadung. Das ist dann méglich,

M?2 Q? : . . .
wenn > wird. Diese Grenze wird erreicht bei:

> M_limit:=limit(true_loes,r=0);

M_limit :=-/ Q?

Das l6st das Problem der unendlichen Eigenengedaelener Partikel. Mal sehen,
wie sich der Druck des Zusammenbruchs der geladgpkéare verhalt im Vergleich
der Staubpartikel der Schwarzschild Metrik

d(s)"2 Reissner-Nordstrom (RN) Metrik

d(tau)”2 tau ist die wirkliche Zeit, die féinen Beobachter auf der Oberflache
der Sphare gilt

subs({d(t) dahinter steht an und fur sich: d(tgu)=E/(1-2*M/r+Q"2/r"2)

pot 1 Potential beim entfernten Beobachter
pot_2 Potential beim kollabierenden Beditaic
>r=n
E:="E"

subs( r=r(t),get_compts(rn) ):

d(s)"2 = %[1,1]*d(H)"2 + %[2,2]*d(r)"2;

d(tau)*2 = collect(subs( d(r)=diff(r(t),t)*d(t),rhs (%)
),d(t));



%l/d(tau)*2;
subs({d(t)=E/(1-2*M/r(t)+Q"2/r"2),d(tau)=1},%);
pot_1 := factor( solve(%,(diff(r(t),t))*2) ):

pot_2 := simplify(pot_1*(E/(1-2*M/r(t)+Q"2/r"2))"2)
(H)=(d/d(tau))*(1-2*M/r+Q"2/r"2)/E;

2 4. 2M Q2 2 d(r)2
d(s) —( 1+ 0 r(t)zjd(t) + _27M+&2
r(t) r(t)?

d 2

—r(t)

d L | =[as2M Q@ Ldt J d(t)?
2M 2M r(t)  r(t)? 1_2M+Q2

r R r(t)  r(t)?

2

L Lu2M Q@ [Str(t)j

2
r(t) r(t)? 2M Q2 d(t)
1-=+
1= r(t) r(t)?
- 2
d J 1 dr
2M _2M
r R
d 2
-1 + 2 M _ Q2 + [dt r(t)j E2
r(t)  r(t)? [_2M Q?
1= r(t) r(t)?
- 2

> d/d



> plot({subs({E=0.5,M=1,Q=1/2,r(t)=r},pot_2),0*r},r=
0.11..3,axes=boxed,color=[red,blue],
> title="(dr/dtau)"2 und Potential bezogen auf r aus Sicht
des kollabierenden Beobachters);

(dr/dtau)*? und Potential bezogen auf r aus Sicht des kollabierenden Beob:

0.5 1 15 2 25

Der Unterschied zum Schwarzschild Zusammenbruadbffishsichtlich: Der
Beobachter kreuzt den alfl3eren sowie den inneregrisieorizont, jedoch wird er die
Singularitét nie erreichen, da der ZusammenbrushSderns als "Weil3es Loch"
passiert. Das begriindet sich durch den Rickstrardirekt anschlieRender

2 2
Kontraktion usw. Den Extremfall'vI =Q erhalten wir bei:

> hlp:=subs(Q"2=M"2, get_compts(rn));
fac:=factor(hlp[1,1]);



5 _
—1+2M—M—2 0 0 0
r r
0 1 > 0 0
hlp := 1_ZMJr&
r r2
0 0 r? 0
i 0 0 0 r?sin(8)?]
(r-Mm)>?

fac:=-
I,2

Die Koordinaten Singularitat erkennen wir bei r=Was passiert nun mit dem
zweiten Ereignishorizont? Dazu missen wir den Alzbtder beiden Horizonte
ermitteln und die Zeit t sowie den Winkel der Kdioiaten deReissner-Nordstrom

(RN) Metrik festlegen

Es gibt dazu 2 Méglichkeiten, dieses auszudrickatweder Uber die RN Metrik
oder Uber die Abstande

> get_compts(rn):

d(s)*2 = %[2,2]*d(n"2; RN metric
or
d(s)*2 = d(r)*2/expand( (1-r_p/r)*(1-r_n/r)); Zweite Art:
Abstande
2
d( S)Z — ;('\;) 5
1-2M &
r r2
2
d( S)Z — d(r) 5
L_2M, Q@
r r2

i i M2 _ Q2
Es gilt beir_p-->r_n ( -->0)
r_p: aulierer Ereignishorizont
r_n: innerer Ereignishorizont

>r_p:="r_p~
rn:='r_n"
s = Int(1/sqrt((1-r_p/r)*(1-r_n/r)),r=r_n..r_p);



simplify( value(rhs(%)),radical,symbolic );
r_p

1 1 1
> r pin(-=r_p+r_n)- 5 r nin(—=r_p+r_n)+ 5 r pin(r_p-r_n)+ 5 r nin(r_p-r_

Wir erhalten:s-->%® . Das bedeutet, daR wir eine unendlich lgigstein-Rosen
Bricke "Wurmloch" vorfinden. Damit entfallt hier die Vorstellung déerbindung
zweier flacher Universen. Diese Tatsache kann auehpretiert werden als
Einbettung in die aquatorial Sektion des statisdReissner-Nordstrom Raums in
einem flachen Euklidschen Universums.

Wir setzen gleich: Radial Elemente der Intervalievr1

>d(n"2/(1-1/n)"2 = (A+diff(z(r),n)"2)*d(n)"2;
diff(z(r),r) = solve(%,diff(z(r),r))[1];
einbettung:=dsolve(%,z(r));

ch(‘r)?}:[“(frszj ary
Jar-1

d _
az(r)_ r-1

einbettung=z(r)=2,/2r-1+In(;/2r-1-1)-In(y2r-1+1)+ C1

> plot3d(subs(r=sqrt(x"2+y"2),2*sgrt(2*r-1)+In(sqrt(2 *T-
1)-1)-In(sgrt(2*r-1)+1)),x=-10..10,y=-
10..10,axes=boxed,style=PATCHCONTOUR,grid=
[100,100],title="Extremes Reissner-Nordstrom Schwar zes
Loch’);



Extremes Feissner-MNordstrom Schwarzes Loch

Das asymptotische Verhaltens der RN Metrik> ®  entspricht der Minkowski
Vorstellung des gekrimmten Raums. Zur Einfuhruregeli VVorstellung
r-> M, werden wir neue Koordinaten brauchen.

Literatur:

http://deposit.ddb.de/cgi-bin/dokserv?idn=973910429
http://www.pnas.org/cgi/content/abstract/83/7/1978
http://relativity.livingreviews.org/Articles/Irr-204-9/articlesu20.html
http://de.wikipedia.org/wiki/Reissner-Nordstrom-Mkt

>rn_assym := subs( {r=M*(1+lambda),Q"2=M"2},get_comp ts
(m)); i , .
_1+)\_|_1—()\+1)2 0 0
0 1 0
rn_assyms= 1- 2 + =
A+1 (A+1)2
0 0 M? (A +1)2
i 0 0 0 M? (A A
ml Reihenentwicklung: nur geuptterm fir lambda verbleibt
m2 wie m1l

d(s)"2



spheric_part d(omega) ist der spharischeifnt

>ml ;= series(rn_assym[1,1],lambda=0,3);
m2 := series(rn_assym|[2,2],lambda=0,3);
spheric_part:=d(s)"2 = convert(m1,polynom)*d(t)*2 + M72
*convert(m2,polynom)*d(lambda)”2 + M*"2*d(Omega)"2;
ml:= =A%+ O(\®)

m2:=A%+O(A™)

2 2
spheric_part=d(s)?=-A%d(t)?+ M(:(Z)‘) +M?d(Q)?

Diese Metrik heif3t:Robinson-Bertotti Metrik Der letzte Term beschreibt die 2-
dimensionale Share mit Radius M. Die Dimensionerdem in der Umgebung des
Ereingnishorizonts zusammengestaucht.. Das enfisghizchaus der "anti-de Sitter
Raumzeitverhalten (kommt gleich) mit konstant negatkrimmung.

Literatur:

http://www.iop.org/EJ/abstract/0264-9381/17/2/314/
http://www.citebase.org/abstract?id=oai:arXiv.oepkth/0306194
http://www.osti.gov/energycitations/product.bibjgp?osti_id=20510506
http://www.numdam.org/item?id=AIHPA_1979 31 4 365

Kerr Schwarzes Loch oder das Schwarze Loch mit Biggation
Die allgemeine Form der stationaren Rotation eB&svarzen Lochs wird mit der

Kerr-Newman Metrikbeschrieben. Darin werdeBoyer-Linquist Koordinaten
verwendet:

kn_compts Metrische komponenten mitle=J ist das Winkel Moment
kn_compts[1,1] Koeffizienten von d(t)*2

kn_compts[1,4] Koeffizienten von d(t)*dphi

kn_compts[2,2] Koeffizienten von d(r)"2

kn_compts[3,3] Koeffizienten von d(theta)"2

kn_compts[4,4] Koeffizienten von d(phi)*2

kn Kerr-Newman (KN) Metrik

Literatur:
http://www.math.ucla.edu/~bon/kerr/intro4.html
http://www.math.ucla.edu/~bon/kerr/intro4.html

http://www.springerlink.com/content/t36006867145851
http://www.springerlink.com/content/rg03v7p 7046555t

> coord := [t, r, theta, phi]:



kn_compts :=
array(sparse,l1..4,1..4):

kn_compts[1,1] :=
-(Delta-a"2*sin(theta)"2)/Sigma:

kn_compts[1,4] :=
-2*a*sin(theta)"2*(r"2+a”2-Delta)/Sigma:

kn_compts[2,2] :=
Sigma/Delta:

kn_compts[3,3] :=
Sigma:

kn_compts[4,4] :=
(((r2+ar2)"2-Delta*a™2*sin(theta)"2)/Sigma)*sin(th eta)®
2.

kn := create([-1,-1], eval(kn_compts));
mit P alsmagnetische Monopol Ladung

sub_1 := Sigma = r"2+a”2*cos(theta)"2;
sub_2 := Delta = r2-2*M*r+a”"2+sqrt(Q"2+P"2);

[ A-a’sin0)? 2asin8)?(r’+a’-A)
> >
0 z 0 0
kn:=create[-1, -1] A

0 0 Z 0

2 .

((r2+a%) - A a?sin(8)?) sin(8)’
0 0O O 3

sub_1=3=r?+a’ cog0)?
sub_2=A=r?-2Mr+a’+./ Q%+ P?
Sind keine Ladungen vorhanden, erhalten wir die Keztrik. Die Singularitaten sind
mit Ausnahme der normalen Singularitat bei der Kowate 9 =o

r_p: &ulRerer Ereignishorizont

r_n: innerer Ereignishorizont

>r_p := solve( subs({Q=0,P=0},rhs(sub_2))=0,r )[1];
r_n := solve( subs({Q=0,P=0},rhs(sub_2))=0,r)[2];



singularitaet:=solve( subs({Q=0,P=0},rhs(sub_1))=0, theta
);
rp:=M+. /M- a2

rn:=M-.,/M?-a?

sin ularitaet'—l—arcsin r I E+arcsin r I
9 2 a)’?2 a

M

Die letzte Singularitat wird bei r=0 bzw® =2 auftreten. Wie bei dem Ladungs-
Schwarzen Loch, erhalten wir verschiedene Situation

2
Wir werden sehen was beqo’0 , 911 , 9.4 das heift bei SituationM >

2

& passiert

> plot3d(subs({M=1,a=1/2,P=0,Q=0},subs({Sigma=rhs(sub
1),Delta=rhs(sub_2)},get _compts(kn)[1,1])),r=
0.1..4,theta=0..Pi,color=red):

plot3d(subs({M=1,a=1/2,P=0,Q=0,theta=2*Pi/3},subs
({Sigma=rhs(sub_1),Delta=rhs(sub_2)},1/get_compts(k n)
[2,2])),r=0.1..4,theta=0..Pi,color=green):

display(%,%%,title="Schwarzes Loch Kerr Typ: Signat uren
der ersten und zweiten Diagonal Elemente der
Metrik®,axes=boxed);

plot3d(subs({M=1,a=1/2,P=0,Q=0},subs({Sigma=rhs(sub
1),Delta=rhs(sub_2)},get_compts(kn)[4,4])),r=-
0.01..0.01,theta=Pi/2-0.01..Pi/2+
0.01,color=green,title="Schwarzes Loch Kerr Typ: Di ed
Diagonal Elemente der Metrik in der Umgebung der
Singularitat’,axes=boxed);



Schwarzes Lach Kerr Typ: 2ignaturen der ersten und zweiten Diagonal Elemente der b

Schivarzes Loch Kerr Typ: Die 4 Diagonal Elemente der Metrik in der Umgebung der Si

theta

B0+

1.50

0o

0.005

" 005

il



T

Man erkennt, daf’ bei Anndherung an r=0 auf deel.welche 20 =2
unterschiedlich ist -das korrespondiert mit demmeden Ansatzen der diagonalen
Elementen der Metrik: der Beobachter kreuzt b8igkne jedoch mit der Singularitat
in Berihrung zu kommen. Der Beobachter "mogelth sic an dieser Singularitat
vorbei. Das wird im ersten Bild verdeutlicht. Im ewen Bild sehen wir denWechsel

von 95 -Ansatz fur r>0.

Zu ¢: das ist eine zeitahnliche Koordinate. jedochsieeine kreisformige
Eigenschaft und deshalb finden wir uns hier in eivelt mit "geschlossener” Zeit

n
wieder. Nahern wir uns r=0 auf der Lini@ =2 , So verurachen wir einen Wechsel
der Metrik %.0 . Damit finden wir eine wirkliche Singularitat dieser Richtung. Das

zeigt, wie kompliziert die Sache mit der Kerr Mietvion rotierenden Schwarzen
Lochern ist!!! Mit etwas mehr Prazison erhalten feigende Ergebnisse:

2 2
M® <&  Esexistiert kein Ereignishorizont, da r_glunn komplex sind,

n

jedoch bleibt die Singularitat be+0, 8 =2 Dpamit die Koordinaten Singularitat

bei ® =0 weggenommen werden kann, miussen wir die 8ehild Koordinaten mit
linearen Elementen einfihren.

Literatur:

http://www.iop.org/EJ/abstract/0264-9381/8/9/006/
http://www.conicyt.cl/bases/fondecyt/proyectos/@D@/1000961.html
http://www.citebase.org/abstract?id=oai:arXiv.oreng/0109085
http://www.aei-potsdam.mpg.de/~koppitz/proceedikggpitz/img3.htm

> macro(ts="t*"):

ks_le :=d(s)"2 = -d(ts)2 + d(x)"2 + d(y)*2 + d(z) n2 +
(2*M*r3/(r4+an2*z"2))*( (r*(x*d(x)+y*d(y))-a*(x*d (y)-
y*d(x)))/(r"2+a"2)+z*d(z)/r+d(ts) )"2;

X + I*y = (r + I*a)*sin(theta)*exp(I*(Int(1,phi)+In t

(a/Delta,r)));
Z = r*cos(theta);
ts = Int(1,t) + Int((r*2+a”2/Delta),r) - r;
ks_le:=d(s)?=-d(t*)?+ d(x)? + d(y)? + d(z)?
2

2M r3(r (xd(x) +yd(y)) —a(xd(y) —yd(x)) , zd(z) +d(t*)]
r

r*+a’°

+
r*+a’7z



(fo o

x+yl=(r+al)sinf) e

z=rcoy0)

2
* — 2 517 -
t Jldt+4|’r +Adr r

Diese werden mit Hilfe davlinkowski Metrik vermindert bei M-> 0.

Literatur

http://de.wikipedia.org/wiki/Metrik_(Mathematik)
http://www.calsky.com/lexikon/de/txt/m/mi/minkowsghp
http://www.tu-harburg.de/rzt/rzt/it/Klassik/node 8

> int(subs( {P=0,Q=0},subs(Delta=rhs(sub_2),a/Delta) ).h):
x+I*y=(r+I*a)*sin(theta)*exp(I*(phi+%));
2r-2M
a arctafm]} l]
-M? +a

Qo+
Xx+yl=(r+al)sin0) e

m
) 2 2 2
1)Istr=0, © =2 dann wird die Singularitatim Ring *¥Y~ =2 z=o0.

sein
2 2
2) M® 58" wie bei 1) werden wir eine Ringsingularitabba, jedoch mit 2
Ereignishorizonzten r_p und r_n. Als Beiwerk zurikidetrik werden wir
auch noch eine Koordinaten Singularitat voréind

> get_compts(kn)[1,1]=0;
subs( Delta=rhs( sub_2 ),numer( lhs(%) ) ):
solve( subs({Q=0,P=0},%) = 0,r);
A-a?sin(0)? _
70

M +./M2 - a2+ aZsin(0)%, M -/ M2 - a2 + a2 sin(0)?

Wir entnehmen der obigen Lésung eine Ellipsengestérd der Ellipsoid bei
2 2 2 ..
gekreuztr_1= M +:/M? - a® cog8) wird eine Anderung des Vorzeichens der

Metrik %.0 vonstatten gehen. So war es auch beim Schwalattiwarzen Loch:
dieser Umstand zeigte dafl? es keine statischen Kabeth unterhalb dieser
Oberflache oder Begrenzungsflache gibt.



Diese Ober- oder Begrenzungsflache wirergospharegenannt.
Das Gebiet zwischen den beiden Ereignishorizonten p und r_n wird Ergogebiet

(ergoregion)genannt.

Das Nichtvorhandensein der Singularitat berif'r deutet ein nicht-statisches
Verhalten an, das von einem Beobachter auf Grun®d&ation des Schwarzen
Lochs wahrgenommen wird, aber nicht wahrend dds Fadie Singularitat; im Falle
eines Beobachters unterhalb des EreignishorizanSahwarzschild Schwarzen
Loch.

Kleine Zusammenfassung

Ich habe gezeigt, wie komplex das Geschehen danestisvicklung ist: vom
Brennschluss und was dann passiert bis zu versaetigen Zustaanden Schwarzer
Lécher. Die MAPLE Routinen sind astrophysikaliscBésinbdard. Sie spielen hier
lediglich die Rolle des Demonstrators. Viel wiclatigoll die Erkenntnis sein, dal3
Diskussionen auf Verbalebene -ich sage dazu imwerbalinjurien- ganz schnell zu
eklatanten Fehlaussagen oder vollig falscher Iné¢aion fihren konnen. Es ist so
wichtig, in diesem schwierigen Umfeld die richtiggerpretation zu finden und
sicherlich wird auch an diesen hier gezeigten Stadtteorien noch sehr viel gefeilt
werden. Das alles mufl3 mit Beobachtungen unterfiittet durch Beobachtungen
guasi "beglaubigt” werden. Deshalb wurde beispieisevdas Weltraumteleskop
gebaut oder die komplexe Spiegelanordnung auf Rlabo

Ich hoffe, dem Astrophysik Forum einen kleinen Hiclbin die komplexe Welt der
Wissenschaft mit dieser Arbeit geben u kdnnen uidhihnun zum letzten Teil
Ubergehen mit der Frage:

Woher kommt das, wohin geht das?

Dritter Teil: Kosmologische Modelle

Einfihrung

Die Gravitationstheorie ist wohl der wichtigste [Tfér das Verstandnis der
Kosmologie. Die Beschreibung allgemein gliltigeuturen des Universums
verandert unsere Anschauung der Wirklichkeit gragdhd und erweitert nattrlich
unser Wissen. Es fuhrt aber auch zu Kontroversierkehnen wir sehr gut
beispielsweise Stringtheorie zu Schleifen-Quantkeefie. Das Gebiet der
Kosmologie erfreut sich zur Zeit einer gewissend&sance, es scheint "modern” zu
werden. Das fuhre ich auf die zunehmende Leist@mggeit gerade der kleineren
Rechner, der PCs, zurtick. Mittlerweile ist es jasteuns "Normalbirgern” moglich
mit unseren Heimrechnern solche Rechnungen duréheri. Die Vorstellung dieses
Kapitels méchte ich aber nicht Gberstrapazierenstseerde ich ja nie fertig!! Ich
maochte wieder mit einigen MAPLE Beispielen einige Bosmologischen Ansétze



vostellen und etwas diskutieren.
Robertson-Walker Metrik

Wir nehmem das Konzept der "Blattbildung" eineridi@nsionalen Mannigfaltigkeit
auf eine 3-dimensionale rauméhnliche Hyperflachebée mathematische herlaitung
erfolgt Uber die symmetrsiche Anschrift der Maxwhdichungen und daraus
abgeleitet auch der Darstellung der Strings. Dad tier nicht weiter ausgefuhrt.

Vorstellung: Man nimmt ein Blatt und hélt es schief in dertlwd fihrt die Hande
S0 zusammen, dass es "schlapp” wird. Dies verbindiledann mit der
Zeitabhangigkeit.

Vorstellung: unsere Hande fuhren willkirliche Bewegungen riesdm lose
eingespannten Blatt durch: die Geometrie des Bla@elert sich dauernd. Es
"flattert”.

Wir beschranken uns auf isotropische und homogeon&ittonsmodelle, das sind
Modelle ohne Krimmungsabhangigkeiten in Bezug auaf Beobachtungsort oder
Beobachtungsorientierung. Wir nehmen an, daf? dé&gebildung mit einer
isotropischen und homogenen Geometrie und Energiexdmt Verteilung existiert.
Und das zu jedem Zeitpunkt. Diese raumahnlichetlldting wirdhomogene
Hyperflachegenannt. Der Zeitvektor wird mit dem wirklicheri#luf3 im
Raumpunkt verbunden.

Wir nehmen eine 3-dimensionale Geometrie zu jedeemfZeitpunkt an.
Ein 3-d Krimmungstensor hat die Form

Riklm o Ril gkm - Rim gkI + ka giI Rkl gim + 2
giI gkm )

Wenn keine Krimmungsabhangigkeit beziglich der Railmung beliebiger Punkte
vorhanden ist, dann hat unser Raum ein konstam@siungsverhalten. Das wird

von Shur's Theorem beschrieben:
R

Riklm - E (gim gkI - giI gkm )’ (1)

worin Ri der konstante Ricci Skalar ist...was denn awcetss denn Ricci erzahlt ja
was uber das Krimmungsverhalten.

Literatur:

http://hypatia.math.uri.edu/~eaton/mth513.f01.htm
http://hypatia.math.uri.edu/~eaton/mth513.f01.htm

Verwenden wir dieRobertson-Walker Metrik

Literatur:
http://fastbot.de/red.php?red=126848040022197615&%9:+# pauli.uni-
muenster.de/Seminare/teilchen/teilchen_ss05/Ralyvéialker.pdf



o

i

[ R, X' X ]2
1+ 1°7
% = 8 )

Fur diese Metrik wird der rAumliche Krummungstens@ folgt beschrieben:

> restart:

with(tensor):

with(linalg):

with(difforms):

Koordinaten

g_compts Metrische Kompoonenten
g_compts[1,1] Komponenten im Intervadkiglich d(x)"2
g_compts[2,2] Komponenten im Intervaltbglich d(y)*2
g_compts[3,3] Komponenten im Intervalkbglich d(z)*2

coord :=[X, Y, z].

g_compts := array(symmetric,sparse,1..3,1..3):
g_compts[1,1] := 1/(1+R*(x"2+y"2+z"2)/8)"2:
g_compts[2,2] := 1/(1+R*(x"2+y"2+z"2)/8)"2:
g_compts[3,3] := 1/(1+R*(x"2+y"2+z"2)/8)"2:

o: Kovarianter Metrik Tensor
ginv  Kontravarianter Metrik Tensor
D1g Berechnung des Krimmungstensosrs

g := create([-1,-1], eval(g_compts));
ginv := invert( g, 'detg’ ):

D1g := d1lmetric( g, coord ):

D2g := d2metric( D1g, coord ):

Cfl := Christoffell ( D1g ):

RMN := Riemann( ginv, D2g, Cf1):

displayGR(Riemann, RMN);

Warning, the protected names norm and trace have be en redefined and
unprotected

g :=tablefindex_cha=[-1, -1],
compts=



1 . 0 0
[ R(x2+y2+22)J
1+

8

0 ! . 0

2 2 2
(1+R(x +y +Z)J
8
0 0 ! .
R(X?+y?+7)
[1+ g’ ]

)

The Riemann Tens
non-zero component

204¢R

R1212= Z
(8+RX¥+RY +RZ)

204¢R

R1313= .
(8+RX¥+RY+RZ7)

204¢R

R2323= "
(8+RX¥+RY +RZ)

character : [-1, -1, -1, -1

Wir versuchen jetzt die direkte Berechnung der ¢bleng BJi,j,k,l]. Diese kann kann
sowohl als Tensor Produkt -tensor[prod]- oder a&ssbr Uber Permutation der
Indices -tensor[permute_indices]-vollzogen werden.

> A = get_compts(g):
B .= array(1..3,1..3,1..3, 1..3):
forifrom 1to 3 do

for j from 1 to 3 do

for k from 1 to 3 do

for | from 1 to 3 do

B[i,j.k,I] := eval(R*(A[i,K]*A[j,1] - A[i,[J*A

[i,K])/2):



if B[i,j,k,1]<>0 then print([i,j,k1],B[i,j,k.1]):

else
fi:
od: od: od: od:
(1,21 7, R .
2[1+R(X2+y2+22)]
8
(1221, - R .
2(1+R(X2+y2+22)j
8
(1,31 3, R .
2[1+R(X2+y2+22)]
8
(133 1, - R .
2(1+R(X2+y2+22)j
8
(2112, - R .
2(1+R(X2+y2+22)j
8
[2,1,2 1, R 7
2[1+R(X2+y2+22)]
8
[2,3 23, R 7
2[1+R(X2+y2+22)]
8
(2337, - R

4
2(1+R(XZ+VZ+ZZ)J
8



R

(3119, - ]
2(1+R(XZ+VZ+ZZ)J
8
(31,3 1, R .
2(1+R(X2+y2+22)]
8
32,23, - i .
2(1+R(XZ+VZ+ZZ)J
8
(3,23 7, R .
2(1+R(X2+8y2+22)]

Die direkte Berechnung aud basis der Gleichung,B[i,sowie der Metrik ergibt
einen Tensor mit Symmetrien:

[,k =Lk, |1, j1=[),1,k,1]=-[i,},],K] sowie
[,k 1]+[1,Lj,k]+[i,k,1,j] = O.

Diese Symmetrien sowie die Werte der nicht-Null Kmmenten korrespondieren
zum Krimmungstensor. Damit gentigt diese MetrikBEtingung des konstant
gekrimmten Raums und entspricht dem Shur Theoremw®&/den einige der
Berechnungen des vorherigen Kapitels darauf bezikienen. Der nachste Schritt
ist die Wahl geeigneter Koordinaten. Wir bevorzugdfoordinatentypen:
sphérischeund pseudo spharische

Im Falle der spharischen Koordianten erhalten var@eichung BJi,j,k,I] auf neuer
Basis:

g_sp Koordinatentransformation inthgi Tensor
Sp_compts  Matrix der Konversion von sparisckenrdinaten

> g_sp := simplify(subs({x=r*cos(phi)*sin(theta),y=r* sin
(phi)*sin(theta),z=r*cos(theta)},get_compts(q))):

Sp_compts := array(1..3,1..3):

Sp_compts[1,1] := cos(phi)*sin(theta):

Sp_compts[2,1] := sin(phi)*sin(theta):

Sp_compts[3,1] := cos(theta):

Sp_compts[1,2] := r*cos(phi)*cos(theta):

Sp_compts[2,2] := r*sin(phi)*cos(theta):

Sp_compts[3,2] := -r*sin(theta):

Sp_compts[1,3] := -r*sin(phi)*sin(theta):



Sp_compts[2,3] := r*cos(phi)*sin(theta):
Sp_compts[3,3] ;= 0:

Sp = eval(Sp_compts):

simplify( multiply(transpose(Sp), g_sp, Sp));
den neuen Metrik-Koordinaten
[ 64

0 0
64+ 16R I+ R’ r*

412
O 6 2 2 .4 O
64+ 16Rr" +Rr

0 0

_ 64r%(-1+cog0)?)

Ubergang zu

Der Nenner ist:

> denom(%[1,1]):

expand(%o):
simplify(%,trig):
factor(%);
2
(Rr?+8)
R
2

Nach der Substitution vorr* =r
0). Damit ergibt sich die Metrik zu:

coord: spharische Kooadén
g_compts_sp Metrik Komponenten
g_compts_sp[1,1] Komponenten im Intervél)®
g_compts_sp[2,2] Komponenten im Intervéhdta)"2
g_compts_sp[3,3] Komponenten im Intervgtird)"2
g_sp Kovarianter Metfignsor

> coord := [r, theta, phi]:

g_compts_sp := array(symmetric,sparse,1..3,1..3):
g_compts_sp[1,1] := (2/R)/(1+r"2/4)"2:
g_compts_sp[2,2] := (2/IR)*r"2/(1+1"2/4)"2:
g_compts_sp[3,3] := (2/R)*r"2*sin(theta)"2/(1+r"2/4
g_sp := create([-1,-1], eval(g_compts_sp));
g_St:

64+ 16R r* + R*r* |

(wir lassen das * weg und verwendBr>

N2:



0 0
12\’
R[1+4J
2
o 0
table(index_char=[-1, -1] ,compts= ( rZJ
R|1+—
0 0 2r2sin0):
(2
_ R(1+)

Die Nennerform deutet auf eine Transformation deial Koordinatensin(X )=
2 2
L+ " /4) hin. Furd™ Koordinaten ergibt sich:

> hlp_r:=diff(sin(chi),chi)*d(chi) = simplify(diff(r/ 1+~
2/4),r))*d(r);

hip_1r:=lhs(hlp_r)*2 = rhs(hlp_n"2;
hlp_2r:=subs(cos(chi)*2=1-r"2/(1+r*2/4)"2,lhs(hlp_1 r) =
rhs(hlp_1r):

factor(hlp_2r);

4 (-4+r?)d(r)

(4+1)

hlp_r:=cogX) d(Xx) = -

16 (~4+12) d(r)>
(4+12)

hip_1r:=cogx)?d(x)?=

(r-2)2(r+2)*d(x)? _ 16 (r—2) (r +2)>d(r)?
(4+12)° (4+12)°

dr
2

2
1)
Damit wird die neue Metrik zu.dX = 4 ):

coord spharische Koordinate
g_compts_sp Metrik Komponenten
g_compts_sp[1,1] Komponenten im Intervall @t
g_compts_sp[2,2] Komponenten im Intervall di@ye2



g_compts_spl[3,3] Komponenten im Intervall djpai
g_sp Kovarianter Metriknber

> coord = [r, theta, phi]:

g_compts_sp := array(symmetric,sparse,1..3,1..3):
g_compts_sp[1,1] ;= 2/R:

g_compts_sp[2,2] := (2/R)*sin(chi)*2:
g_compts_sp[3,3] := (2/R)*sin(chi)*2*sin(theta)"2:

g_sp := create([-1,-1], eval(g_compts_sp));

- .
R 0 0
i 2
g_sp:=table(index_char[-1, -1] ,compts=| O ZS'rR\EX) 0 1)
H 2 o 2
0 0 2 S|r(x)RS|r(6)

R/2 ist die Gauss'sche KrimmuKdK>0) , damit ergibt sich die lineare
Komponente zu:

>|_sp :=d(s)"2 = an2*(d(chi)*2 + sin(chi)*2*(d(thet a)"2
+sin(theta)*2*d(phi)*2));
|_sp:=d(s)*=a” (d(x)*+sir(x)? (d(8)* + sin(8)* d(¢)?))

1
a= K st ein Skalierungsfaktor. Es ist zu beachtiafd die Substitution= a

siNX)  eine alternative Form der Metrik bewirkt. Esdv
d(r)=a*cos(chi)*d(chi) benutzt

> hlp_subs:=subs({sin(chi)=r/a,d(chi)*2=d(r)"2/(a"2*( 1-m
2/a"2))},1_sp):
expand(hlp_subs);

d(s)? =d(r)ri +r2d(8)2 + 12 sin(0)2 d( )2
1-—3
a

FUr negative Krimmung ergibt sich

coord spharische Koordinate
g_compts_sp Metrik Komponenten
g_compts_sp[1,1] Komponenten im Intervall 2Zr)
g_compts_sp[2,2] Komponenten im Intervall di@ye2



g_compts_spl[3,3] Komponenten im Intervall djpai
g_sp Kovarianter Metriknber

> coord = [r, theta, phi]:

g_compts_hyp := array(symmetric,sparse,1..3,1..3):

g_compts_hyp[1,1] := (-2/R)/(1-r"2/4)"2:

g_compts_hyp[2,2] := (-2/R)*r2/(1-r"2/4)"2:

g_compts_hyp[3,3] := (-2/R)*r*2*sin(theta)"2/(1-r"2 [4)12.

g_hyp := create([-1,-1], eval(g_compts_hyp));
g_hyf:=table{index_cha=[-1, -1],

_% O 0
r.2
R(2-%)
2
0 L 0
compts= r2
R1-%)
2 i 2
0 0 _2r S|r(9)2
rZJ
Rl1-—
L ( 4) )

R
R ist der modulare Ricci Skalar und die neue Rad@diante istl r M 2 wir
2
versuchen es mal mit der Substitutish(X )=r/(1-" /4).
2
Denn fir 9 -Komponenten erhalten wir:
> hlp:=diff(sinh(chi),chi)*d(chi) = simplify(diff(r/( 1-m

2/4),n)*d(r);

hlp_1:=lhs(hlp)*2 = rhs(hlp)"2;
hlp_2:=subs(cosh(chi)*"2=1+r"2/(1-r"2/4)"2,Ihs(hlp_1 ) =
rhs(hlp_1):

fac:=factor(hlp_2);

4 (4+r2)d(r)

(-4+r2)

hip :=cosk{x) d(x) =



16 (4+12) d(r)?
(-4+r2)’

hip_1:=cosh{x)?d(x)?=

(4+12)7d(x)2 16 (4+12) d(r)2
fac:= =
(r=2)2(r+2)> (r-2)"(r+2)*

Und das gro3e Finale:

coord Sphérische koordinaten

g_compts_hyp Metrik Komponenten

g_compts_hyp[1,1] Komponenten im Intervall bezogaf d(chi)*2
g_compts_hyp[2,2] Komponenten im Intervall bezmguf d(theta)"2
g_compts_hyp[3,3] Komponenten im Intervall bggaao auf d(phi)*2
g_hyp Kovarianter Metrikrnser

> coord := [r, theta, phi]:

g_compts_hyp := array(symmetric,sparse,1..3,1..3):
g_compts_hyp[1,1] := -2/R:

g_compts_hyp[2,2] := (-2/R)*sinh(chi)*2:

g_compts_hyp[3,3] := (-2/R)*sinh(chi)*2*sin(theta)" 2:
g_hyp := create([-1,-1], eval(g_compts_hyp));
g_hyr:=

2

"R 0 0

H 2
table(index_char=[-1, -1] ,compts=| 0 —zsml_\t(X) 0
. 2 -
0 0 B Zsln}*()(lze sin(0)

R/2 ist die Gauss'sche KrimmuKg(K<0). Damit werden die linearen Elemente:

>|_hyp :=d(s)"2 = a"2*(d(chi)*2 + sinh(chi)*2*(d(th eta)®
2+sin(theta)*2*d(phi)*2));
I_hyp:=d(s) =2’ (d(x)* + sint(x)* (d(8)* + sin(8) d(¢)?))

1

a= K st der imaginare Skalierungsfaktor. Die Subiinr = asinh(X )



ergibt:es wird fur die Substitution benutzt: d(r)=a*codtijtd(chi)

> hlp_1:=subs({sinh(chi)=r/a,d(chi)*2=d(r)*2/(a"2*(1+
2/a"2))},1_hyp):
d_sqg:=expand(hlp_1);

d_sg=d(s)*= d(r)rz +r2d(8)%+r?sin(8)% d(¢)?

1+
a.2

Zu guter letzt noch der flache, d.h. nicht gekrieRaum
>|_flat := d(s)*2 = a"2*(d(chi)*2 + chi*2*(d(theta)"
(theta)*2*d(phi)*2));

|_flat :=d(s)* = a® (d(x)? +x* (d(8)* +sin(8)* d(¢)?))

ais ein beliebiger Skalierungsfaktor.

2+sin

Um die erhaltenen Geometrien zu veranschaulich@ameén wir gebrauchliche
Techniken der "Einbettung” anwenden. Im allgemeiRathist diese Einbettung eines
3-dimensionalen Raums nicht durchfiihrbar, wenrDameensionen des umhdillenden
nicht-gekrimmten Raums auf 4 beschrénkt bleibem.Hatben dann 6 Funktionen

g|,]

, aber nur 4 freie Parameter fir einen 4-dimeraen Raum zur Verfligung.

Jedoch kdnnen wir einen Trick anwenden: Die koristanicht-Null Krimmungen
erlauben es die Einbettung unseren gekrimmten Raemen 4-dimensionalen
nicht gekrimmten Raum durchzufthren. Das wird daliebfolgende Transformation,

welche auf spharischer Geometrie beruht gezeigt:

> defform(f=0,w1=1,w2=1,w3=1,v=1,chi=0,theta=0,phi=0)
e_1:=Dw"2 = a*2*d(cos(chi))"2;
e_2 := Dx"2 = (a*d(sin(chi)*sin(theta)*cos(phi)))"2
e_3 := Dy"2 = (a*d(sin(chi)*sin(theta)*sin(phi)))"2
e_4 := Dz"2 = (a*d(sin(chi)*cos(theta)))"2;
e 1:=Dw?=a?sin(x)?d(x)?

e 2:=D¥=a*(

sin@) co{ ) cogx) d(x) +sin(x) cog ) cog6) d(6) —sin(x) sin®) sin(@) d(

2

e 3:= Dy =a?(

sin®) si(@) cogx) d(x) +sinX) sif®) co{8) d(8) + sir(X) sin(8) cog @) d(

2

e 4:=DZ*=a’(cog0) cogx) d(x) - sin(x) sin(0) d(8))?



Fur die Euklid'sche 4-er Metrik kennen wir:

> euk_4:=simplify( rhs(e_1) + rhs(e_2) + rhs(e_3) +r hs(e_
4), trig);
euk_4:= & (d(x)+d(8)*+d(¢)* +d(¢)* cogx)* cog8)® - d(¢)* cog B)*

—d(@)* cogx)* - d(8)*cogx)?)

>euk_4 erg:=collect(euk_4,d(phi)*2);
euk_4 erg= &(1-cog0)%-cogx)?+cogx)?cog0)?) d(q)?

+a2 (d(x)?+d(0)%-d(8)?cogx)?)

Dieser Ausdruck kann wirklich leicht Inspeingebettet werden: Diese Einbettung
ist durchfihrbar wegen:

>SWA2 + XN2 +yN2 + 272 =

simplify(

(a*cos(chi))*2 +(a*sin(chi)*sin(theta)*cos(phi))"2 +
(a*sin(chi)*sin(theta)*sin(phi))*2 + (a*sin(chi)*co S
(theta))"2);

W+ X2 +y*+ 22 =’

Die angenommene Hyperflache ist im nicht gekrimnmdedimensionalem Raum

eine 3-d Spare. Der Skalierungsfaktor ist der Rades geschlossenen spérischen
Universums. Im Falll_hypgibt es keinen ungekrimmten 4-d Eukild Raum, aber
erkennen dal? diese Einbettung in einem ungekrimparholischen flachen Raum

2 2
im Intervall -d W dX +dY¥Y +d zZ machbar ist. Wir erhalten deshalb:

>WA2 - xXN2-y"2-2z"2 =

simplify(

(a*cosh(chi))*2 - (a*sinh(chi)*sin(theta)*cos(phi)) N2 -
(a*sinh(chi)*sin(theta)*sin(phi))*2 - (a*sinh(chi)* cos
(theta))"2);

Wz_xz_y2_22:a2

Das ist der Ausdruck eines 3-d-Hyperboloid in einergekrimmten 4-d Raum
Standard Modelle der Kosmologie

Wenden wir uns einigen besonderen isotropischerhontbgenen Modellen zu. Die
Annahme des Zeit abhangigen Charakters der Geaniélnit zu Zeit abhangigen
Skalierungsfaktoren a(t). Die 4-er Metrik der spdéiren Geometrie zeigt sich als:

> coord := [t, chi, theta, phi]:
g_compts := array(symmetric,sparse,1..4,1..4):
g_compts[1,1] ;= -1:#dt"2



g_compts[2,2] := a(t)*2:#chi”2
g_compts[3,3]:=a(t)*2*sin(chi)*2:#dtheta”2
g_compts[4,4]:=a(t)"2*sin(chi)*2*sin(theta)"2:#dphi
g := create([-1,-1], eval(g_compts));

ginv := invert( g, 'detg’ ):

g :=table{index_cha=[-1, -1],

-1 0 0 0
compts= aty 0 0

0 0 a(t)sinx)? 0

0 0 0 a(t ¥ sin(x)?sin(0)?

Der Einstein Tensor ist:

Literatur:
http://en.wikipedia.org/wiki/Einstein_tensor
http://www.search.com/reference/Einstein_tensor

>D1g = dlmetric( g, coord ):

D2g := d2metric( D1g, coord ):

Cf1 := Christoffell ( D1g ):

RMN := Riemann( ginv, D2g, Cf1):

RICCI := Ricci( ginv, RMN ):

RS := Ricciscalar( ginv, RICCI ):

G := Einstein( g, RICCI, RS));

G :=table(index_cha=[-1, -1],
compts=

2
_3[(3232} S

2
{0,1+(3ta(t)j +2a(t)(3:2a(t)],0,0}

[O , 0, [—cos(x ¥ + cogx)? cog8)? -2 cogx)? a(t) [

d2
dt?

a(t)]

)

n2



o d_ .Y\
+2cogx )’ cog8)’ alt) [dtz a(t)] ~cosx)? g b |
2 2

+cogx)? cog0)? ((?t a(t)j - cog8)? (c?t a(t)j - cog0)*+ (c?t a(t)]2

+2a(t) {3; a(t)] ~ 2 cog08) a(t) [3; a(t)] + 1]/ sin(8)?, o}

[O , 0, 0,—cos(x ¥+ cogX)?cog0)?-2cogx)?a(t) (3:2 a(t)}

o d_ .\
+2cogx )’ cog8)’ alt) [dtz a(t)] ~cosx)? g b |
2 2

+cogx)? cog0)? ((?t a(t)j - cog8)? (c?t a(t)j - cog0)*+ (c?t a(t)]2

¢ ¢
+2a(t) {dtz a(t)] ~2coq08) a(t) {dtz a(t)] + 1}
)

Wir nehmen an, die Materie sei durch den Energiedlsi Tensor beschreibbar:

Tu,v :(D+p )uu Y, +pgu,v

T_compts: Energie Impuls Tensors eines Flissigkepfens

>T _compts ;= array(symmetric,sparse,1..4,1..4):

T _compts[1,1] := rho(t):

T_compts[2,2] := a(t)*2*p(t):

T_compts[3,3] := a(t)*2*sin(chi)*2*p(t):

T _compts[4,4] := a(t)*2*sin(chi)*2*sin(theta)2*p(t ):
T := create([-1,-1], eval(T_compts));

T :=table{index_cha=[-1, -1],



p(t) 0 0 0

a(t)” p(t) 0 0
compts= ” . )
0 a(t )’ sin(x)? p(t) 0
0 0 0 a(t ¥ sin(x)?sin(0)? p(t)
)

. . . . G T . . .
Die erste Einstein Gleichung®® - A Y0 —_gN ‘00 nierwird die

kosmologische Konstant® addiert, die als Energiedichte im Vakuum interngréet
werden kann.

> get_compts(G):
%I[1,1]:

el := simplify(%):
get_compts(g):
%[1,1]:

e2 := simplify(%):
get_compts(T):

%[1,1]:
e3 := simplify(%):
E[1] := expand(el/(-3)) = -8*Pi*expand(e3/(-3)) + e xpand

(e2*Lambdal/(-3));#first Einstein equation
2

d
PT A A 3PS

Die zweite Einstein Gleichung ist:

> get_compts(G):
%][2,2]:

el := simplify(%):
get_compts(g):
%][2,2]:

e2 := simplify(%):
get_compts(T):

%[2,2]:
e3 := simplify(%):
E[2] := expand(el/a(t)*2) = -8*Pi*expand(e3/a(t)"2) +

expand(e2*Lambda/a(t)"2);#second Einstein equation



d_..\Y (d
1 (&) f[dtza“’]
27 At a(t)? a(t)

=-87p(t) + A

Zwei andere Gleichungen sind zu den beiden Ein&&ichungen in Tautologie.
Nach einer elementaren Transformation, erhalteriiwidie zweite Gleichung
folgenden Ausdruck:

> expand(simplify(E[2]-E[1])/2);
2

d
—at)
d;(t):—zmp(t)ﬂ;—;‘np(t)

Ahnlich verfahren wir fiir hyperbolische Geometrien:

g_compts[1,1] dt"2
g_compts[2,2] chi*2
g_compts[3,3] dtheta”2
g_compts[4,4] dphi2

> coord := [t, chi, theta, phi]:

g_compts := array(symmetric,sparse,1..4,1..4):
g_compts[1,1] :=-1:

g_compts[2,2] := a(t)"2:
g_compts[3,3]:=a(t)*2*sinh(chi)"2:
g_compts[4,4]:=a(t)*2*sinh(chi)*2*sin(theta)"2:
g := create([-1,-1], eval(g_compts));

ginv :=invert( g, 'detg’ ):

g :=table[index_cha=[-1, -1],

10 0 0
0 a(t)? 0 0
COMPIS=l 5 5 agt P sint(x)? 0
0 O 0 a(t ¥ sini(x)? sin(0)? D

> D1g := d1lmetric( g, coord ):

D2g := d2metric( D1g, coord ):

Cfl := Christoffell ( D1g ):

RMN := Riemann( ginv, D2g, Cf1):
RICCI := Ricci( ginv, RMN ):

RS := Ricciscalar( ginv, RICCI ):

G := Einstein( g, RICCI, RS);



G :=table(index_cha=[-1, -1],
compts=

{_3[_“(;&0)1 ,010,0}

a(t)?

d ? d?
{o,(dta(t)j —1+ 2a(t)[dt2 a(t)J ,o,o}

[O ,0, - [—cos(e Y cosl{x)? + cog0)? + co{0)? cost{x)? (c?t a(t)j

2

—cos(e)z(j'ta(t)jz—cosnx)z[j't a(t)j2+[3ta(t)j ~2a) Joan)|

—2cos(9)2a(t)[ a(t)JH:o'si(x)2 1- ZCosf(x)za(t)( 2a(t)]

+2cog0)? costi{x)? a(t) [dtz a(t)}]/ sin(0)?, 0}
2

[0 , 0, 0,cos(® Y cosl{x)? - cog8)? - cog8)? cosl{x)? [ccjjt a(t)j

2

+cos(e)2[§ta(t)j2+cosnx)2[3ta(t)f (20) —2a(t)[ a(t)}

+2cos(6)2a(t)[ a(t)] cosf(x)2+1+2cosk(x)2a(t)(dt2a(t)J

-2 coq0)? cost{x)? a(t) [dt2 a(t)ﬂ
)

Energie-Impuls Tensor eines Tropfen Flussigkeit



T_compts := array(symmetric,sparse,l1..4,1..4):

T_compts[1,1] := rho(t):

T_compts[2,2] := a(t)*2*p(t):

T_compts[3,3] := a(t)*2*sinh(chi)*2*p(t):

T_compts[4,4] := a(t)*2*sinh(chi)*2*sin(theta)*2*p( t):
T := create([-1,-1], eval(T_compts));

T :=table{index_cha=[-1, -1],

p(t) 0 0 0
0 a(t)®p(t) 0 0
compts= 5 )
0 0 a(t)” sini(x)“ p(t) 0
0 0 0 a(t ¥ sini(x)? sin(8)? p(t)
)
> get_compts(G):
%[1,1]:

el := simplify(%):
get_compts(g):
%[1,1]:

e2 := simplify(%):
get_compts(T):

%I[1,1]:
e3 := simplify(%):
E[1] := expand(el/(-3)) = -8*Pi*expand(e3/(-3)) + e xpand

(e2*Lambdal/(-3));#first Einstein equation

d 2
1 +(dta“’) B A
1° a(t)2 a(t)z _3T[p( ) 3

> get_compts(G):
%][2,2]:

el := simplify(%):
get_compts(g):
%][2,2]:

e2 := simplify(%):
get_compts(T):

%[2,2]:
e3 := simplify(%):
E[2] := expand(el/a(t)*2) = -8*Pi*expand(e3/a(t)"2) +

expand(e2*Lambda/a(t)"2):#second Einstein equation
expand(simplify(E[2]-E[1])/2);



d2
—at)
AL ORS00

Die zweite Gleichung ist identisch mit der in dpégschen Geometrie. Im
Allgemeinen kann gesagt werden: die erste sowiewl@te Differntialgleichung sind
zur Skalierung in unserem idealen Raum (Universamendbar.

basic 1 erste Grundgleichung des homogenen Universums
basic_2 zweite Grundgleichung des homogenen Universums

> basic_1 := (diff(a(t),t)/a(t))"2 = -K/a(t)*2 + Lamb da/3
+ 8*Pi*rho(t)/3;
basic_2 := diff(a(t), $ (t,2))/a(t) = -4*Pi*(p(t)+r ho
(t/3)+1/3*Lambda,;
G0
—at
. dt K AN 8
basic_1= A1)’ =- A1)’ +§ +§ Tip(t)
d2
a2 XY 1 A
basic_2= a(t) =-4 n(p(t) + 3 p(t)j + 3

Es qilt:

K=+1 fir den spharischen Amsatz
K=-1 fir den hyperbolischen Ansatz
K=0 fir den nichtgekrimmten Ansatz

Die linke Seite der ersten Grundgleichung (basic_1%t das Quadrat der Hubble
Konstanten H

krr
Wir erinnern uns an den Wert von© mit 65 S MPC (pc= Pasrec:
Parallaxensekunde, sind ca. 3,26 Lichtjahre). R = 0: das Universum erreicht
3H,’ g
seine kritische Dichte mit P - 8m :7.9*10( o ent . WerteQi =
P

Pe der Masse, Strahlung, kosmologischer KonstanteKrimmung sind:
8np, 81 p, A K
2 2 2 2 2
Q, _ 3H, Q. _ 3H, Q, :SHO Q. _ a H



a . . :
0 der Skalierungsfaktor. Zu diesem Moment geatBideutung der Abstrahlung
bezuglich der Masse verloren, sie wird uninteres$aie Evolutionsgleichung fir

' wird umgeschrieben: wir missen die Zeitabhangigkeser genannten
Parameter berlcksichtigen.
A hangt ncit von a(t) (im Rahmen des Standardmsydall, die Abhangigkeit der
1 1

2 3
Krimmung ist proportional ztf |, die der Materiedichte z& , jedoch die der
1

4
Strahlung zu? . Die Gleichungen kénnen nun etwas anders gesmmiwerden:

> pasic_3 := H(@)"2 = H[0]"2*(Omega[R]*a[0]"4/a"4+Ome ga[M]
*a[0]"3/a”3+Omega[Lambdal]+Omega[K]*a[0]*2/a"2);
Q.8 Q8 Q.8
R aO + M +0 + K
a4 a3 N a2

basic_3=H(a)?= H02 [

Das Ergebnis dieser Definition der Grundgleichurgitd diekosmische
Summenregel

1= O+ O + 2 + Q
a
. . . H t—-t .t
Wir fllhren neue Variablen einy= % , T =0 (" 0 ) worin © das

zeitliche Moment reprasentiert.. Damit folgt diete" zweite Grundgleichung, bei
Vernachlassigung der Strahlungskomponente und @Gelbi@der kosmischen
Summenregel

d(tau)=H[0]*d(t) --> a[O]*H[0]*(d(y)/d(tau))/a = (a)/d(D))/a = H
ZU.

> basic_4 := diff(y(tau),tau) = sqrt(1 + (1/y(tau)-1)
*Omega[M] + (y(tau)*2-1)*Omegal[Lambdal);

basic_4:=:Ty(T) :\/:H (y(lt) - 1) Q,+(y(1)°-1)Q,

Jetzt stelle ich einige typische Standar Modell &ns vor.
Literatur:

http://www.maa.mhn.de/AAL/Theorie/mtheorie/node2ital
http://www.thp.uni-koeln.de/gravitation/courses/\\B&iberseminarWS03.html
http://www.cosmologymodels.com/index.html
http://www.citebase.org/abstract?id=oai:arXiv.orgng/9403005



Einstein statisch

statisches Universum
> rhs(basic_1) = 0:
rhs(basic_2) = 0:
allvalues( solve({%, %%},{a(t), Lambda}) );

3 B K
{A=12mp(t) +4Tp(t), at) = A7) + 4T p(1) h

. )

4rp(t) +41p(t)

{A=127mp(t) +4mp(t), a(t) =-

Hier gilt fur die Materiedichte:p=0 und der Beitrag der Strahlung ist gering, ddshal
gilt hier:

1 A=
22 :4np,/\—4np

Diese LOsung ist recht einfach und verlangt K:ﬂllieqoositives/\ . Diese LOsung
wird jedoch nicht durch Beobachtungen bestétigt. Wéllen auch im Modell die Rot
Verschiebung erkennen! Diese Rotverschiebung ériti@rExpansion des Weltalls
oder im Modell das Anwachsen des Skalierungsfaktors

Einstein-de Sitter

Q Q Q
M =1und, in der Konsequenz:® ="K =0. Dies ist das ungekrimmte
Universum und wird durch folgende Gleichung bestben:

>EDS_1:=y(tau)(1/2)*diff(y(tau),tau) = 1,
EDS_2:=dsolve({EDS_1, y(0)=1}, y(tau)):
EDS:=allvalues(EDS_2);

EDS_1:=/y(1) (d‘i y(r)j =1

(3) 2

(2/3)
21+8)  \ir)= [‘(HT 28) +411' /3 (121 + 8)(113)] ,

EDS:=y(1) = 4

2

(1/3)
0 =(- 2D 5 10y

> plot(1/4*(12*tau+8)"(2/3), tau= -2/3..2, axes=BOXED ,
titte="Einstein-de Sitter Universum’);



Einstein-de Sitter Universurm

2.8

o5 0 05 1 15 2

tau
Wir beschreiben die unendliche Expansion durchrdil-Singularitat: dem Urknall.
2
e (12T+8)[3)
Ausgehend vom Skalierungsfaktors 4 ist es denkbar das
Alter des Universums zu bestimmen Anfangsbedinguf@) = 0
> age_hlp:=0 = (12*H[0]*(0-t[0]) + 8)"(2/3)/4:
age:=solve(age_hlp,t[0]);

age:=

WIN

1
H0
> age_years:=evalf((2/3)*3*10"19/65/60/60/24/365);

age_years=0.9756859072 16

Das so erhaltene Alter des Universums ist zwarrsteachtlich, aber es stimmt
nicht! Die Beobachtungen von Sternen zeigen viell &itere Typen, gerade in
globalen Haufen.

de Sitter und anti-de Sitter

. . Q . . .
Das leere Universum wird durch  =0) mitR > 0 (de Sitter) un® < 0 (anti-de
Sitter) dargestellt. Kommen wir nochmal auf digeGrundgleichung basic-1 zuriick,
so finden wir flr das de-Sitter Universum:
in de_sit_2 ist lambda = lambda/3.

> de_sit_1:=assume(lambda,positive):



de_sit_2:=subs({rho(t)=0,K=1,Lambda=lambda*3},basic 1)
de_sit_3:=expand(de_sit_2*a(t)"2);
de_sit_erg:=dsolve(de_sit_3,a(t));

de_sit 3= ((?t a(t)j =-1+a(t)> A0

(D)2
1+(er)2 e -CrAD

(_C1/AD)

. 1 _ 1 _1 (e )
de_sﬂ_erg—a(t)—im,a(t)— m,a(t)—z e(tm)m ’

(_c1n),
1 L (e 3 &0
-1l (&)
2 e(_Clm)m

Wir kénnen erkennen, dal die ersten beiden Losudige@rundgleichung basic_2
nicht erfullen. Andere Lésungen ergeben:

cost(,/A (t-C))
a(t) = 2\
C ist die positive oder auch negative Konstante dais zeitliche Moment des
zugehorigen minimalen Skalierungsfaktors beschreibt

> plot(subs(lambda=0.5,\
cosh(sgrt(lambda)*tau)/2/sqgrt(lambda)),\
tau=-3..3,title="de Sitter Universum",axes=boxed);



de Sitter Universurm

3
2.5-5
1.5—5
|ER MR a1 3 3
tau

Fur das anti-de Sitter Modell erhalten wir: (auaér mehmen wir: lambda=Lambda/3)

> anti_de_sit_1:=assume(lambda,negative):
anti_de_sit_2:=subs({rho(t)=0,K=-1,Lambda=lambda*
3},basic_1):
anti_de_sit_3:=expand(anti_de_sit_2*a(t)"2);
anti_de_sit:=dsolve(anti_de_sit_3,a(t));

2
anti_de_sit_3= (c(jjt a(t)j =1+a(t)> A0

. 1 _ 1 _sin(t/-AL - _C1,/-AL)
antl_de_5|t—a(t)—7m,a(t)— rﬁ,a(t)— 0 ,
a(t)__sir(t«/—)\ - _C1/-AD)
- J-AO

De Sitter und anti-de Sitter spielen eine wichtggle in vielen Aufsatzen der
Gravitationstheorie und der Kosmologie. Besondeoichen, welche das
inflationare Universum zu Beginn der Evolution besiben.

Geschlossenes Friedmann-Lemaitre Modell

Q Q .
N RAREY und, als konsequenz® < 0 K=+1). Das beschreibt das
geschlossene spharische Universum b=Omega[M]-1 > 0

> fried_1:=y(tau)*(diff(y(tau),tau)*2+b) =Omega[M];



2
fried_1:=y(1) [(ddT y(t)j + b] =Q,

> fried_erg:=solve( fried_1,diff(y(tau),tau) );

- b-0 - b-Q
tied_erge | YO O0D=02) /4D ((Db-0,)

y(T) ’ y(T)

> d(t)=sqrt(y/b/(Omega[M]/b - y))*d(y);

Wir fiihren eine neue Variable$ ein und erhalten:

> fried_new_1:=sqrt(y/(Omega[M]/b - y)) = tan(phi);
y = solve(fried_new_1,y);
y = convert(rhs(%),sincos);

fried_new_1=

= tan(@)

_ tan(¢)’Q,
~ b(tan(g)?+1)

y

sin(¢)* Q,,

2. sin(®)?
cog ) b[COS((p)2 +1]

y:

Q,sif¢)®  Q,(1-co(2¢))

Aber das ergibty = b = 2b
Und:

> defform(f=0,w1=0,w2=0,v=1,phi=0,y=0);
d(y) = d( (Omega[M]/b)*sin(phi)*2 );

- QY (9
d(y) =2 sin() cog ) [d(cp) & J+ sin(g) d[b]

Damit erhalten wir als Ergebnisse:



> hlp:=subs( y=0Omega[M]*sin(phi)*2/b,sqrt(y/(b*(Omega
[M]/b-y))) ):

simplify(hlp);
«/ sin(g)?
cog®)%b
> d(t) = simplify( (Omega[M]/b)*tan(phi)*2*sin(phi)*c 0S
(phi) )*d(phi)/sqrt(b);
2Q,sin¢)? d(¢)
d(t) = NEE

Das Alter des Universums kann nun berechnet weriefangsbedingung ist: y(0)=0
--> phi=0. loes_1 ist das Alter in Abhangigkeinzéusbreitungswinkel phi

> int( Omega[M]*(1-cos(2*x))/(Omega[M]-1)"(3/2), x=
0..phi):
loes_1:=t = simplify(%);

1 Q,(-2¢+sin(2¢))
Ioes_l::tzk2 @)
(Q,-1)

M

Diese Gleichung in Kombination mit( ¢ ) ist die parametrische Darstellung einer
Zykloiden

>rhs(loes_1);
19,(2¢+sin2¢))

2 (Q, - 1)(3/2)

>y = Omega[M]*(1-cos(2*phi))/(2*(Omega[M]-1));
plot([subs(Omega[M]=5,rhs(loes_1)),subs(Omega[M]=5, rhs
(%)),phi=0..Pi], axes=boxed, title="closed Friedman n-
Lemaitre Universum’);

~ Q,, (1-cog2¢))

y_
2Q,,-2




closed Friedmann-Lemaitre Universurm

1.2
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In diesem Modell wird die Expansion von der Anderaer Singularitét in
Kontraktion bestimmt. Dieses Universum beginnt deim Urknall und es endet mit
einem "Spatknall". Das Alter in Abhangigkeit desuRavinkels laf3t sich bestimmen
zu mit den Anfangsbedingungen: y(t0)=1 --> phi=?

> 1 = sin(phi)*2*Omega[M]/(Omega[M]-1):

loes_2 := solve(%,phi);
age_fried:=subs(phi=loes_2[1],rhs(loes_1));
plot(age_fried, Omega[M]=1.01..10, axes=BOXED,
title="Alter des Universums [ 1/H[0] ]);

Q,(Q, - QO (O -
loes 2:= arcsi{m], —arcsi{m]
Q, Q,
Q.(Q, -1 Q.(Q, -1
Q, [‘2 arcsirE . (Q w= 1) ]+ sir[ZarcsirE M (Q ) ]ﬂ
age fried::—1 M M
_ 2 (QM _ 1)(3/2)



Alter des Universums [ 1/H[D] |

065
06
0.55-5
0.5
0.45

0.4

0351,

B 8 10
Cimegal ]

Q . . . .
Das Anwachsen von M  verringert das Alter des Universums. DiesegAikt
geringer als das des Einstein-de Sitter ModellebB@ehtungen der Mikrowellen-

-1
]

Q
Untergrundstrahlung sagen: ¥ ~0 und das stimmt mit diesem Modell nicht
Uberein!

Offenes Friedmann-Lemaitre Universum

Q Q
M <1\ =0und, mit der Konsequenz >0 K=-1). Das beschreibt ein

offenes hyperbolisch sphérisches Universum. Vonatemen Gleichungen erhalten
wir:

> hlp:=y(tau)*(diff(y(tau),tau)*2 - a) = Omega[M];# a =-b
= 1-Omega[M]>0
2
hlp :=y(1) [[d‘i Vo) - aj =0,

> loes:=solve( hlp,diff(y(tau),tau) );



loes:= Y () a+Q,) _ V(D) (Y1) a+ Q)

y(1) ' y(1)
> eq_1:=diff(y(tau), tau)=sqrt((Omega[M] + a*y(tau))/ y
(tau));
. d _ y(t1)a+Q,
ot g=

loes stellt die implizite L6sung von y(tau) dar.

> eq_2:=dsolve(eq_1, y(tau)):
loes 1 := simplify( subs(a=1-Omega[M],eq_
2),radical,symbolic);

loes 1.=7 [—QM

In[—} —Q, +2y(1) Q, = 2y(1) = 24/ =y(1) (Y(1) Q, = ¥(1) - Q) 1/—Q, + 1

2 O +1

+214/-Q,+1Q,+2_Cl/-Q,+1Q,
+24/9(1) (V(1) Q@ =W(1) - Q) 4/ Q+1-21,/-Q,+1-2_CL/-Q,

]/(4/—QM+1 (Q,-1))=0

Definition von _C1: loes_2: implizite Lésung mit gefundenei@1.

> subs(tau=1,loes_1):
subs(y(1)=1,%):

solve(%, C1):

simplify( subs(_C1=%,loes 1) ):
subs(y(tau)=y,%):

loes 2 := solve(%,tau);

Ioes_2::—%(QM In(-Q,,+2+2,/-Q, +1)
—QMIn(QM—ZyQM+2y+2v—y(yQM—y—QM) V—QM+1)—24/—QM+1

+2,/y(yQ,-y-9Q,) V—QM+1)/(4/—QM+1 (Q,-1))




Diese Losung stellen wir graphisch dar:

> subs(Omega[M]=0.3,loes_2):
plot(%, y=0.01..2, axes=BOXED, colour=RED,
titte="Hyperbolisches Universum (Zeit Gber
Skalierungsfaktor’ );
Hyperbolisches Universum (Zeit dber skalierungstfaktor

27
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Q
Der Extremfall ™™ -->0 (das enspricht einer leeren Welt)

> limit(loes_2,0mega[M]=0);
2

y

resultiert in einer geringen linearen Ausdehnung des Weltalls uhdigé
Vorstellung des maximalen Weltalters in diesem Modell

> age_years:=evalf(3*10"19/65/60/60/24/365);
age_years=0.1463528861 10

Q
Die Abhangigkeit von M  zeigt sich als: Alter des Universums 1/H[0]

> -(subs(y=0,loes_2)-subs(y=1,loes_2)):
plot(%, Omega[M]=0..1,axes=boxed, title="Alter de S
Universums [ 1/H[0] ]");



Alter des Universums [ 1/H[D] |

11
I:I.EIE-;
D.Ei-;
D.BE-;
EI.B-E
D.F’E-;

0.7

o 02 04 06 08
Cimegali]
Das Wachtum der Materiedichte verringert das Alter des Weltalls. Wenn

Q
Berechnungen von' M 0.3 ergibt (das bedeutet etwa 12e9 Jahre) dann gentigt auch
dieses Modell nicht Erwartungen. Es kann aber sein, dal? die Krignmzht die
Richtige ist.

Also schaun wir mal hin:

Expandierendes sphéarisches und wieder-kollabiedtea hyperbolisches
Universum

Dieses Model zeigt die Moglichkeit einer unendilichen Expansitarwspharischer
Geometrie in der Anwesenheit einer von Null verschiedenen kosmolegisch
Konstante.

> with(DEtools):

DEplot(subs({Omega[M]=1,0mega[Lambda]=2.59},basic__ 4),ly
(taw)],tau=-2.5..1,[[y(0)=1]],stepsize=
0.01,axes=boxed,linecolor=red,arrows=none,title="la ngsame

Expansion’);



langsame Expansion

tau

Q
Wir wahlen solche Parameter, die nahe an 1 fiir ein statisches Univensum ¥i

Q 2Q
=1) , aber worin der kosmologische Term leicht dominiet > M . Das ergibt
eine Verzdgerung der Expansion, die etwa so aussieht, wie der Ubzugang

Kollaps, jedoch mit der Dominanz von” , welche die Expansion weiter treibt.

H
Dieses Modell kann das hohe Alter des Universums fiir grdReaufzeigen und wir
kénnen die Schieflage der Verteilung der Rot-Verschiebung weit entferntear®uas
damit verstehen lernen.

Das folgende Beispiel zeigt das Kollapsverhalten des offenen hypehzolis
Universums.

Expansion

> pl := DEplot(subs({Omega[M]=0.5,0mega[Lambda]=-1},b asic__
4),[y(tau)],tau=-0.65..0.7,[[y(0)=1]],stepsize=
0.01,axes=boxed,linecolor=red,arrows=none):

Kontraktion

Wir mussen das Vorzeichen auf der rechten Seite der Gleichung basic_4emdreh



und die Anfangsbedingungen andern!

> p2 := DEplot(subs({Omega[M]=0.5,0mega[Lambda]=-1},! hs
(basic_4)=-rhs(basic_4)),[y(tau)],tau=0.71..1.98,[[ y
(0.71)=1.36]],stepsize=

0.01,axes=boxed,linecolor=red,arrows=none):

> with(plots):

display(pl,p2,title="Zurlick kollabierendes Univers um’);
Warning, the name changecoords has been redefined

Zurick kollabierendes Universum

1.44

1.21

0.8
yitau) :
0.6
0.4-

0.2-

"ns o0 os 1 15 3

tau
Feder Modell (bouncing model)

Die wichtigste Eigenschaft des oben beschriebenen nicht-statischerisodel
Ausnahme des des Sitter modells) ist die Anwesenheit einer SitgftariBeginn

der Expansion. Und diese Singularitét ist auch am Ende der Evolieder

denkbar. Auf der einen Seite jedoch ist diese Singularitat nichgewth auf der
anderen Seite aber fordert das Standard Modell diesen Urknall auf Grund mher eno
hohen Dichte am Anfang der Expansion. Diese extreme Dichte korresponididen
Bedingungen in der unmittelbaren Umgebung der Singularitat. Dié &éah
Parameter erlaubt ein Modell ohne diese Singularitat

pl: Expansion
p2: Kontraktion



> pl := DEplot(subs({Omega[M]=0.1,0mega[Lambda]=

1.5},basic_4),[y(tau)],tau=-1.13..1,[[y(0)=1]],step size=
0.01,axes=boxed,linecolor=red,arrows=none):

p2 := DEplot(subs({Omega[M]=0.1,0mega[Lambda]=1.5} Ihs
(basic_4)=-rhs(basic_4)),[y(tau)],tau=-3..-1.14,[[y (-3)=

2.3]],stepsize=
0.01,axes=boxed,linecolor=red,arrows=none):
display(pl,p2,title="Feder Universum’);
Feder Universum

31
2.5
27
y(tau) ]
1.5
1
I:I-E_-I""I""I — 1 T
3 2 - N 1
tau

Unser Universum

Q
Die Beobachtungen der Mikrowellen Untergrundstrahlung zeigen fir ~ 0 nicht

. . Q
gekrimmtes Universum einen Wert von® ~0.7, M ~0.3.
Der damit zusammenh&ngende Skalierungsfaktor ist:

> DEplot(subs({Omega[M]=0.3,0mega[Lambda]=0.7},basic_ ),y
(tau)],tau=-.96...2,[[y(0)=1]],stepsize=
0.01,axes=boxed,linecolor=red,arrows=none,title="Un ser

Universum’);



Unser Uniersum

yitau]

”iII.'E""*I"”‘I.E
tau

-
|
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Das ist erstmal nur eine Annahme. Das Bild der topologisch miciaien Raumzeit
kann Universen kombinieren, so dalf tber sehr viele verschiedenartige fi@omet
und Dynamiken ein hypothetisches Universum "gebastelt" werden kann

Das habe ich zum Schlul3 einfach einmal gemacht.
Der Anfang
Bianchi Modlle und das "Mixmaster" Universum

Eine gute Ubereinstimmung der isotropisch homogenen ModellBaultachtungen
will nicht die Gultigkeit einer Singularitat am Ursprung verhind&khr lehnen sogar
eine Isotropie des Universums am Beginn der Expansion ab. Las®cim mal sehen,
was ein anisotropes nicht gekrimmtes Universum ohne Rotatioilsto

Literatur

http://www?2.fastbot.de/red.php?red=126848302431778681518
+http://stacks.iop.org/0264-9381/12/51
http://my.linkbaton.com/get?lbCC=qg&nC=g&genre=book&item50304057
http://www.argospress.com/Resources/CommunicationsSystems/book-
085274370X.htm
http://www.citebase.org/abstract?id=oai:arXiv.org:physics/0605199

http://www.citebase.org/abstract?id=oai:arXiv.org:hep-th/9411237
http://www.aip.de/~preprint/preprints/1999/1999 035.html
http://www.conicyt.cl/bases/fondecyt/proyectos/01/2001/1010486
http://www-astro.physics.ox.ac.uk/~pgf/publications/7.pdf



g_compts Metrik Komponenten

>coord :=[t, X, Y, z]:

g_compts := array(symmetric,sparse,1..4,1..4):
g_compts[1,1] :=-1:

g_compts[2,2] := a(t)"2:

g_compts[3,3] := b(t)"2:

g_compts[4,4] := c(t)"2:

g := create([-1,-1], eval(g_compts));

ginv := invert( g, 'detg" ):

-1 0 0 0
a(ty> o

0 0 bt} o0

0O O 0 cy

g :=table(compts= ,index_char=[-1, -1] ])

Einstein Tensor

alt bekannt: erst die Zwischenwerte und der Tensor. Wir schaueneunislali Null
Komponenten an

> D1g := d1lmetric( g, coord ):
D2g := d2metric( D1g, coord ):
Cfl := Christoffell ( D1g ):
RMN := Riemann( ginv, D2g, Cf1):
RICCI := Ricci( ginv, RMN ):
RS := Ricciscalar( ginv, RICCI ):
Estn := Einstein( g, RICCI, RS ):
displayGR(Einstein,Estn);
The Einstein Tens

non-zero component

G’t b(t)j ((?t a(t)j o(t) + [; c(t)j (St a(t)j b(t) + (St C(t)j (St b(t)j AL,
a(t) b(t) c(t)

2 (& L d d
L [[dtz b(t)] (t) +[dt2 c(t)J b ) +(dt c(t)j (dt b(t)n
b(t) c(t)

Gll1=-




2 2
b(1)? [[j'tz a(t)] o(t) + [;’tz c(t)} A0+ gen ) a(t)]j

G33= a(t) o(t)
(& & 4,0
(o (G ) )
a(t) b(t)

character : [-1, -1

Im Vakuum Zustand sind die rechten Seiten der Einstein Gleiddutgdenn:

> E_eqn := get_compts(Estn):

el = numer( E_egn[1,1]) = 0;

e2 := expand( numer( E_eqn[2,2] )/a(t)*2) =0

e3 := expand( numer( E_eqn[3,3] )/b(t)*2) = 0;

e4 = expand( numer( E_eqn[4,4] )/lc(t)"2) = 0;
d

50 {30 -0 00 -
oo {0
| oo Gt o)

o[ o) g0

Wir wollen mal nach Leitungs bedingten Loésungen des SystemddahBas ist
bekannt unter dem Nam&msner Metrik

Qo

Sla
Sla
2
—
N
N—
II

Sla
Sl
jo}
—
N
N—
II

[ a(t)

> eb5 = simplify( subs({a(t)=a_0*t"p_1,b(t)=b_0*t"p_2 ,C(t)
=c_0*t"p_3},el) );

e6 := simplify( subs({a(t)=a_0*t"p_1,b(t)=b_0*t"p 2 ,C(t)
=c_0*t"p_3},e2) );

e7 := simplify( subs({a(t)=a_0*t"p_1,b(t)=b_0*t"p_2 ,C(t)
=c_0*t"p_3},e3) );

e8 := simplify( subs({a(t)=a_0*t"p_1,b(t)=b_0*t"p 2 ,C(t)

=c_0*t"p_3},e4));



e5:= —(gt (b O P—Z)j [gt (a0 f’—l)j c_ 0P-3- [gt (c_0 P—S)j (gt (a_0 f’—l)j b _0f-
- (gt (c_0 P—S)j (gt (b_O P—Z)j a_0f-'=0

[ (b_ OP—Z)]C 0¢- +[ tzz(c_o P—3)]b_0f’—2+(§t(c_0 P—3)j(gt(b_0f’—

[62 (a0 P—l)] c 03+ [g:z (c 0 P—3)] a 0f-1+ (gt (c O P—3)j (gt (a_0f-

2
[ (a_ Otp—l)]b 0P- +[at2(b_0f’—2)] a_OP—1+(§t(b_Otp—2)j (gt(a_of’—

Wennt ungleich Null ist, folgt:

> e9 = factor( e5/t"N(p_2-2+p_1+p_3));
el0 := factor( e6/t"(p_3-2+p_2) );
ell :=factor( e7/t"(p_3-2+p_1));
el2 :=factor( e8/t"(p_2-2+p_1));

b 0of“a 0f'c 0P"(p 2p 1+ p 3p * p_ 3p)2_

t(p_2 2+p_1+p_. 3t

e9:=-

b 0f“c 0f“(p Z-p 2+p 3- p_3+p_3p_2 _

3-2 2
t(p +p_ )t

el0:=

a 0f-'c 0f*(p P-p 1+p 3-p 3+p 3p_ ),

t(p 3-2+p_ 1)t

ell:=

a_0f-'b 0~ (p_ F-p 1+p Z-p 2+p 2p ) _,

2-2 1
t(p +p_)t2

el2:=

>el3 :=e9/(-b_0*a_0*c_0);
eld :=el0/(b_0*c_0);
el5 :=ell/(a_0*c_0);



el6 = e12/(a 0*b_0);

13:= tP2tP 1P (p 2p 1+ p 3p t p_ 3p_12
elo= t(|:>_ =2+p_1+p_ 3t

- tP=*(p_Z-p_2+ p_8-p_3+p_3p_2 _
eld:= (P3-2+p.2) 5

Pt (p P-p 1+p 3-p 3+p 3p.)_
els:= (p 2200

p_14p_2 2
orpie P (p_T - r(agw;p? p_2+p_2p_) _
tp +p_1) t2

Die folgenden Manipulationen ergeben eine Verbindung zwischen den Pamamet

> ((el4d + el5 + el6) - e13)/2;
Pt (p_Z-p_2+p_3-p 3+ p_3p_2

tP-1tP3(p_1-p_ 1+ p 3-p 3+ p_3p_)
+
5 P32+ 1)

tP-1tP(p_P-p_ 1+ p 2-p 2+p 2p )
+
5 (P2240 1) 2

PP (p_2p 1+ p 3p % p_ 3p)2
2,[(p2 2+p_. 1+p3t

Das entspricht Pt p 2 4p 3 =p_l+p_2+p_3 3)

> collect(e15-e16,{p_2,p_3});
collect(e14-e15{p_1,p_2});



¢ p F -t (p 1-1)p 3 t*t*fp 2 -t (p 1-1)p 2

t(p_3—2 +p_1) t2 t(p_3—2 +p_1) t2 1:(p_2—2 +p_1) t2 1:(p_2—2 +p_1) t2
. -2 (p P -p 1) PP (p_P-p 1) _ 0
t(p_3—2 +p_1) t2 t(p_2—2 +p_1) t2 -

-1 p Pt (p3-1)p 1, ttp 2 tPF P (p_3-1)p_2
- - + +
(p_3-2+p_1)

t t2 t(p_3—2+p_1) t2 t(p_3—2+p_2) t2 1:(p_3—2 +p_2) t2
. P22 (p_F-p 3 -3 (p_F-p_3) _ 0
t(p_3—2 +p_2) t2 t(p_3—2 +p_1) t2 -

Daraus folgt
p_3(p_3+p_1-1)=p_2(p_2+p_1-1),
p 2(p 3+p 2-1)=p 1(p_ 3+p_1-1).

Der letzte Ausdruck sieht nach einer vereinfachten Losung aus.

(p3+p 1-1)=p 2 (p 2+p_1-1)=p_3und
(p_3+p_2-1)=p_1 (p_3+p_1-1)=p_2
or
(p_3+p_1-1)=-p_2 (p_2+p_1-1)=-p_3und
(p_3+p_2-1)=-p_1 (p_3+p_1-1)=-p_2
Der erste Ausdruck ergibt:

>p3+p l-1+p 2+p 1-1+p 3+p 2-1-(p_ 1+p 2

+p_3);
p i+p 1-3+p 2

Der zweite Ausdruck ergibt:

>(P3+p 1l-1+p2+p 1-1+p 3+p 2-1+(p _1+p_
2+p_3))/3;
p i+p 1-1+p 2

Diese Ausdriicke werden in Verbindung mit Eq(3) gebracht...siehe wb&ext auf
der rechten Seite habe ich das mit (3) markiert. Das ergibt einen unalgmingig
Parameter p:

loes_1: erste Moglichkeit
loes_2: zweite Mdglichkeit

>erg l:=solve({p_ 1+p 2+p=1,p 1"2+p 2"2 +p" 2=

1}{p_1,p_2}):
loes_1 := allvalues(erg_1);



erg 2:=solve({p_ 1+p 2+p=3,p 1"2+p 272 +p" 2=
34{p_1,p_2}):
loes 2 := allvalues(erg_2);
p,1 J—3p +2p+1 _.p.1 J—3p2+2p+1
272" 2 P2Em T 2 b
J-3p2+2p+1 1 J—3p2+2p+1}

2 ’ 2 2

loes 1:={p_1=-+

p. 1 __Pp
{p_1=- 2+2+ p_2=- 2+

loes_ 2:={p_ 1——§+f—f|(p 1)./3,p_ 2——E+ +f|(p 1)/3},

tpa=-2+3+ 21 (p-1) 3. p2=-2+2- 21 (p-1) /3)

N
N\oo
I\)\H

2
Sind die Parametgr 1, p_2 p_3 reell wertig, dann erhalten wh-1  + p_Z +
p_3 =p_1+p_2+p_3=1 und...

>loes_p_1 :=factor(subs(loes_1,p_1));

loes_p_ 2 :=factor(subs(loes_1,p_2));

loes p 3:=1-loes p_1-loes p_2;

p,1_ /-(3p+1)(p-1)
2 2 2

loes p I=-

loes_p_2=- D+ + H3p+;) (p-1)

N

loes p_.:=p
Diese Werte der analsysierten Parameter werden im folgenden Bild dargestellt

> plot({loes_p 1,loes p 2,loes p_3},p=-1/3..1,
axes=boxed,color=[red,blue], title="Exponent von t’ );



Exponent von t
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Wir haben 2 Richtungen der Expansion und 1 der Kontraktion-f&> . Das wird
Pfannkuchen Sinqularitat (pancake singularity@nannt.

oder

Wir haben 1 Richtung der Expansion und 2 der Kontraktiot+f80. das wird
Zigarren Sinqularitét (cigar singularity)genannt.

|

Schauen wir uns jetzt einen etwas komplizierteren Fall an:

die homogene anisotrope Metrik

Wir beutzen die Tetraden Anschrift Einsteins, die uns expliziteipdéationen der
Koordinaten erlaubt. Im synchrionen Umfeld kennen wir die homoggmenStrie
(hier werden fur 1 .3 griechische Indizierungen benutzt)

Siehe: L.D. Landau, E.M. Lifshitz, The classical theory of fieldergamon Press,

Oxford (1962)
i % LN ), (&)

die zeitabhangige Matrix,

gO, 0

wobei Na,b

(€)

@ der Rahmenvektora(auft von 1 bis 3, das entspricht der Anzahl der
Tetraden). Wir beutzen die folgende Definition fiir :

a, b, ¢, d sind die zeitabhangigen Koeffizienten der anisotropia&i@mation

kappalla,b] = diff(etaa,b],t)
kappaZ2[a]*b = diff(eta[a,b],t)*eta_inv, d.h. wir heben den Index eta inv

> eta := array([[a(t)*2,0,0],[0,b(t)*2,0],[0,0,c(1)"2 1D;
eta_inv := inverse(eta):



kappal := map(diff,eta,t):
kappaZ2 := multiply( map(diff,eta,t),eta_inv);
at)? o 0
n:= 0 b(t)* 0
0 0 c(ty

L |
e

K2 := 0 ? (%(:))(t)] 0
R

Die erste Vakuum Einstein Gleichung lautet:

RO :_§ aKa _Z Ka Kb =0

> eq_1 := evalm( -trace(map(diff,kappa2,t))/2 - trace
multiply(kappa2,transpose(kappa2))/4) ) = 0;

d? d? b d?
— at — b(t — C(t
dtza()_dtz (t) dt20()

at) b(t) — o(t)

eq_l=- =0

Die nachste Einstein Gleichung fordert die Defomtider Bianchi
Cab - nab + eabc ac (Cc)ab —eabd Cdc

Strukturkonstanten:
€ abc . L : .
abc —€ ist das Einheits- antisymmetrische Symbol
nal:

. oL n
der symmetrische "Tensor", der durch seinezjpiallen Werte '
ausgedruckt werden kann

a
¢ st der Vehtor.

Die Bianchi Typen sind::

Type a ! 2 3

I 0
I 0

= O
o O



VII 0 1 1 0
VI 0 1 -1 0
IX 0 1 1 1
VIl 0 1 1 -1
\Y 1 0 0 0
v 1 0 0 1
Vil ¢ 0 1 1
m(¢ =1,
vi(¢ ><1) ¢ 0 1 1
11 22 33 C
Wir wollen den Tpy IX Model analysieren, wobfi =C7 =C7 - [1]
C C

=8l 2= 2 [3FL

S d

Die Krimmung Pa =21 {2 c Co £ C* Cad 4 Cc Caa G
b 2
((Cb)a+Ca 5 (C), cdf C

R | -2 a1} ist
Cab C/(ab)
C ab Clab]
Cab C"b[a]

Es wird die Diagonalform von eta und die Symmetiee Strukturkonstanten benutzt.

> Cab := array([[1,0,0],[0,1,0],[0,0,1]]);

C_ab := multiply(eta,eta,Cab);

Ca_b := multiply(eta,Cab);

C_a b := multiply(Cab,eta);

delta := array([[1,0,0],[0,1,0],[0,0,1]]):

evalm( (4*multiply(Cab,C_ab) - trace(C_a_b)*evalm

(C_a_b+Ca_b) + delta*(trace(C_a_b)"2-2*trace(multip ly
(Cab,C_ab))))/(2*det(eta)) ):

P := map(simplify,%);

C_ab=| 0 b(t)* 0
0 0 c(t)]

[a(t)? 0 0 ]
Ca_bi=| 0 b(t)> 0
0 0 c(ty]




at)y? o 0
C_a_b:{ 0  b(t)? o}

0 0 c(t)y

La(t) - b(t)* +2b(t () ~c()
2 a(t)? b(t)? o(t)? . 0,
poo|g LB +at)' - 2a(t)’ o(t)* + ()
BE: a(1)? b(t)? o(t)? ’
0 0 Lot +a(t)*=2a(t)*b(t)? +b(t)*
L2 a(t)>b(t)® c(t)?

Im Entartungsfalla =b =c, t = constbeschreibt das Modell ein geschlossenes
sparisches Universum mit einer positiven skalardinknung. Somit erhalten wir die
nachste Gruppe der Vakuum Einstein Gleichungen:

b 1 9 b
Ra - Zﬁ [(at(ﬁKa) )- Pa =0

> evalm( -map(diff,evalm(sqrt(det(eta))*kappa2),t)/(2 *sqrt
(det(eta)))):
evalm( map(simplify,%) - P );

{_ [3; a(t)] b(t) (1) +((?t b(t)j (gta(t)j 0 +(§'t c(t)j [;amj 0

a(t) b(t) c(t)

_La(t)*=b(t)* +2b(t)* c(t)* - c(t)*
- a(t)? b(t)? c(t)?

,0,0

{ (3:2 b(t)] a(t) o(t) + (gt b(t)j (St a(t)j c(t) + [St C(t)j (St b(t)j (1)
0.- a(t) b(t) c(t)



1 -b(t)*+a(t)*-2a(t)?c(t)?+ c(t)?
+2 0
- a(t)?b(t)? c(t)? ’

{ [3:2 c(t)] a(t) b(t) + [St c(t)j [St a(t)j b(t) + (St C(t)j [St b(t)j a(t)
0,0.- a(t) b(t) o(t)

L1 o) +a(t)* - 2a(t)’ b(t)* + b(t)*
2 a(t)* b(t)? o(t)?

Die erhaltenen Ausdriicke ergeben die 3 Einsteimc@agen:

> eq_2 := Diff( (diff(a(t),))*b()*c(t)),t Y(a(t)*b( t)*c
(©) = ( (b 2-c(t)*2)"2 - a(t)y 4 )/(2*a(t)*2*b(t )A2*c
0"2);

eq._3 := Diff( (diff(b(t),)*a(®)*c(),t )/(a(t)*b (t)*c
(1) = (@) 2-c(t)*2)"2 - b(t)"4 Y(2*a(t)*2*b(t )A2*c
0"2);

eq_4 := Diff( (diff(c(t),0)*b(0)*a(0)),t )/(a()* b(t)*c
(1) = (@) 2-b1)*2)"2 - c(t) 4 )(2*a(t) 2*b(t )A2*c
0"2);

d((d
q - at ((dt a(t)] b(t) C(t)] :1_ (b(t)2 _ C(t)2)2 _ a(t)4
- a(t) b(t) c(t) 2 a(t)?b(t)?c(t)?

;’t[[j't b(t)j a(t) c(t)] L (R o) - b’

ST AN B ) 2 a(t)? bty oft)?
di/d
o 4o at ((dt C(t)] b(t) a(t)] :1_ (a(t)2 _ b(t)2)2 _ C(t)4

a(t) b(t) c(t) 2 a(t)®b(t)?c(t)?

Die ketzte Gruppe der Einstein Gleichungen erhalteraus:

1
0 = c b b d
Ra — 2 Kb ((C )ca - 5a (C )dc ): 0

In unserem Fall ergibt such, daf3 diese Gleichuegtidch Nill ist. Siehe den



Cb

Ausfruck far ca
Die Substitution vora= e , b= e ,C= e dt=abc(d! ) sowie der Ausdriicke
0 0
0, 0, 0. at o
ot _ 01 ot —abc _ bc
0 0’ d d
- a . .

o 1 oot 1 o’ [0’[ Vj +[ar Bj
und °  —abc ot bc) _abc [ bc ¢ bc )
94
ot

vereinfacht die Niederschrift:

> eq_1 = diff((alpha(tau)+beta(tau)+gamma(tau)), tau $2)/2
= diff(alpha(tau), tau)*diff(beta(tau),tau) + diff( alpha
(tau),tau)*diff(gammay(tau),tau) + diff(beta(tau),ta u)
*diff(gamma(tau),tau);

eq_2 = 2*diff(alpha(tau),tau$2) = (b(t)"2-c(t)"2)" 2-a(t)
/\4;

eq_3 = 2*diff(beta(tau),tau$2) = (a(t)"2-c(t)"2)"2 -b(t)™
4;

eq_4 = 2*diff(gamma(tau),tau$2) = (a(t)2-b(t)"2)* 2-c(t)
/\4,

eq_ 1—1[ Ja(t )] 1[d28( )] 1[;'22\/(0]
(;G(T)j(mﬁh)j [a(r)][fv(r)]+(dts(r)](d‘1v(r)]

(& _ 2 2,2 4
eq_2.—2(dT20((t)]—(b(t) -c(t)°) —a(t)
— d2 — 2 2 2 4
eq_3-—2(dT2 B(T)J—(a(t) —c(t)?) —b(t)

o & _ 2 2,2 4
eq_4-—2(dT2V(T)]—(a(t) =b(t)?) —c(t)

Ein Vergleich der so erhaltenen Losungen mot dexm@swahnten Kasner Typ, zeigt,
dal3 diese Systeme identisch sind, wenn die re@agan der Gleichungereq_2
eq_3undeq_4gleich Null sind. Deshalb nehmen wir die Evolutgines solchen
Systems als Dynamik von Kasner Losungs Perturberi@m.

(p1+p2+p3)
imFall: T =IN(t) constd=abecdl =t d? , ergibt sich danrd



dt 0 4] 4]
a

T oot gt 2P atb P atY LB

Wir nehmen an, dal3 die rechten Seiten der Lésungke Null sind, aber der Beitrag
(40)

des Terms® dominiert. Dann folgt:

> eq_b := diff(alpha(tau), $ (tau,2)) = -exp(4*alpha
(tau))/2;
eq_6 := diff(beta(tau), $ (tau,2)) = exp(4*alpha(ta u))/2;
eq_7 = diff(gamma(tau), $ (tau,2)) = exp(4*alpha
(tau))/2;
d? 1 (4a()

eq_5::P a(t) = >e

Die erste Gleichung ist analog der Gleichung, weldie eindimensionale Bewegung
(% st die Koordinate) unter Mitwirkung der expatial Grenze beschreibt.

> p:= dsolve({eq_5,alpha(5)=-2,D(alpha)(5)=-0.5},alph a
(tau),type=numeric):

> with(plots):

odeplot(p,[tau,diff(alpha(tau),tau)],-5..5,color=bl ue):
plot(exp(4*(-0.5)*tau)/2,tau=-5..5,color=red):
display(%,%%,view=-1..1,axes=boxed, title="Reflecti on sn

der Grenzschicht);



Reflection sn der Grenzschicht

tau

Wir sehen, dal’ die Partikel mit AnfangsgeschwiriﬁiikéJl =-0.5 (blaue Kurve ) an

der Grenzschicht (rote Kuve) reflektiert werden andh einen Vorzeichenwechsel
+

erfahren. Aber die Gleichungesg_5eq_6§ eq_7ergeben in L™ P,

PP, =constund damit ergibt sich:
new new
(p )2 p2 pl _ (p )1 p2

=const

new
o (P py

= + = + 2 = -
new
((1+2p))7)
t=abc=¢© ,
und ferner::
o) ] [T
_1+2p1 1+2pl 1+2p1]
a="1 b=t ,C= t

Die folgende Prozedur zeigt einen numerischen dtdgmus zur Iteration des
Exponenten von t auf:

> iterations := proc(iter,p)

p_1 old := evalhf( -1/2*p+1/2-1/2*sgrt(-(3*p+1)*(p- 1)) );
p_2 old := evalhf( -1/2*p+1/2+1/2*sqrt(-(3*p+1)*(p- 1)) );
p_3 old :=evalhf( p):

for m from 1 to iter do

if(p_1_old<0) then

pp = evalhf(1+2*p_1 old):

p_1 n:=-evalhf(-p_1_old/pp):
p_2_n:=evalhf((p_2_old+2*p_1_ old)/pp):
p_3_n :=evalhf((p_3_old+2*p_1_ old)/pp):



else fi:

if(p_2_old<0) then
pp := evalhf(1+2*p_2 old):
p_1 n:=evalhf((p_1_old+2*p_2_old)/pp):
p_2 n:=-evalhf(-p_2_old/pp):

p_3_n :=evalhf((p_3_old+2*p_2_old)/pp):
else fi:

if(p_3_old<0) then

pp := evalhf(1+2*p_3 old):

p_1 n:=evalhf((p_1_old+2*p_3_old)/pp):
p_2_n :=evalhf((p_2_old+2*p_3_old)/pp):
p_3 n:=evalhf(-p_3_old/pp):

else fi:

p2old=p2
p 3old:=p 3 n:
ifm=iterthenpts:=[p_1 old,p 2 old,p_ 3 0 Id]
fi;
od:

pts

end:
Warning, ‘p_1 old" is implicitly declared local to procedure
“iterations’
Warning, ‘p_2_old" is implicitly declared local to procedure
“iterations’
Warning, ‘p_3_old" is implicitly declared local to procedure
“iterations’
Warning, ‘'m’ is implicitly declared local to proced ure “iterations’
Warning, "pp" is implicitly declared local to proce dure “iterations’
Warning, ‘p_1_n’ is implicitly declared local to pr ocedure
“iterations’
Warning, ‘p_2_n" is implicitly declared local to pr ocedure
“iterations’
Warning, ‘p_3_n" is implicitly declared local to pr ocedure
“iterations’
Warning, “pts’ is implicitly declared local to proc edure “iterations’
> with(plots):

pointplot3d({seq(iterations(i,0.6), i=1 ..

8)},symbol=diamond,axes=BOXED,labels=[p_1,p_2,p_3]) ;
pointplot3d({seq(iterations(i,0.6), i=7 ..

12)},symbol=diamond,axes=BOXED,labels=[p_1,p _2,p_3] );
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Wir sehen, daf3 di Evolution Eigenschaften eines ¢halsens zwischen
verschiedenen Kasner Epochen zeigt (alle Punigeriauf der

2
Sektion der Sphare mitP-1  + P-Z 4+ P_F  —1inder Ebene 1+p 2+p_
3=1).
Der negative Exponent von t vergréf3ert den zuggbirSkalierungsfaktorm wenn t
gegen Null strebt. In der ersten Darstellung oledein diese Vorzeichenwechsel
zwischen den y- und z- Richtungen statt.

Das Universum schwingt in diesen Richtungen und koahiert monoton in x-
Richtung, bei Streben von t gegen Null.

In der darunter befindlichen Darstellung werdenxdieSchwingungen durch
Kontraktion in der y-Richtung unterstitzt.

Das gesamte Bild zeigt das Umschalten zwischenolgeslenen Schwingungen als
Ergebnis der logarithmischen Anndherung an die Sinlaritat.

Es ist wichtig, dal3 hier eine starke AbhangigkeitZnfangsbedingung besteht, den
diese bedingt den chaotischen Charakter dieserodiriSchwingung.

> pointplot3d({seq(iterations(i,0.601), i=
1..100)},symbol=diamond,axes=BOXED,labels=[p_1,p_2, p_
3],title="Kasner's Epoche I');
pointplot3d({seq(iterations(i,0.605), i=
1..100)},symbol=diamond,axes=BOXED,labels=[p_1,p_2, p_
3],titte="Kasner's Epoche II');

Kasner's Epoche |




Kasner's Epoche I

Abschlie3end l&f3t sich sagen, daf’ die Abweichungden Isotropie das ganze
Szenario der Evolution des Universums in der N&reSihgularitat verandert. Wir
erhalten eine chaotische Schwingungsdynamik auh&des Verhaltens nichtlinearer
Systeme.Das wirMixmaster Universum genannt.

Literatur:
http://www.osti.gov/energycitations/product.bibjgp?osti_id=5961600
http://www.citebase.org/abstract?id=oai:arXiv.osfra-ph/9412043
http://prola.aps.org/abstract/PRD/v32/i10/p2522_1
http://fastbot.de/red.php?red=12684845258625996702
+http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevD.72.084021

http://de.wikipedia.org/wiki/Einstein-Gleichungen
ttp://lwww.feliz.de/einstein.pdf

http://www.damtp.cam.ac.uk/user/gr/about/membersdipa pub_aug05.pdf
http://www.deutsches-fachbuch.de/reinschauen/d&3%8748.htm

Inflation

Das oben vorgestellte Standard homogene Modelt deg\Notwendigkeit des



Ereignishorizonts. Die Homogenitat dieses Universpsfolgt aus den kausalen
Zusammenhangen zwischen der verschiedenen Gebietwoch wird der Abstand
dieser Gebiete durch die Zeit der Expansion bestinir versuchen einmal den
maximalen Abstand der Lichtausbreitung fiir einegn8itransport innerhalb dieser

Gebiete zu berechnen. Solané’é‘2 = 0 ist, wird die zugehdrige radiale Koordinate
des Horozonts die folgende sein:

t0 bezeichnet das Alter des Universums
> r = Int(1/a(t),t=0..t0);

oder auch
r = Int(1/y(tau),tau=-t0*H0..0)/(a0*HO0);
t0

1
r:J ﬁdt
0

0

1 1
r_aOHOJ y(1) dt

-t0 HO

Im Einstein-de Sitter Modell fanden wir: Wir bereah die oben vorgestellten
Ausdricke in diesem Modell

> int( subs(y(tau)=1/4*(12*tau+8)"(2/3),1/y(tau)), ta u=-
2/3..0)/(a0*HO0):
simplify( subs(a0=1/4*(12*0+8)"(2/3),%),radical );

2

HO

und im Friedmann-Lemaitre:
b=0Omega[M]-1=Omega[K] and K=-1 (spherisches Uniuery

> int( subs(y(phi)=Omega[M]*(1-cos(2*phi))/(2*b),1/2* Omega
[M]*(2-2*cos(2*phi))/(b™(3/2))ly(phi)),phi )/a0/HO; # we
use the above obtained expressions for this model
simplify( subs(K=-1,subs(b=-K/a0"2/HO"
2,%)),radical,symbolic );
2¢
/b a0 HO

2¢

Das letzte Beispiel interessiert uns:



Wenn ¢ von 0 nach™ /2 vergréRert wird, dann korrespondiert dasdeit
Expansion des Universums bis hin zu seinem maxmibius. Im Moment das
maximal Expansiom kann ein Beobachter Photonen @egenpol des Universums
beobachten. Das entspricht der Bildung der voltligen kausalen Verknipfungen.

> plot([2*phi-sin(2*phi),2*phi],phi=0..Pi, title="Alt er
des Universums und Zeit der Photonenreise’);
Alter des Universums und feit der Photonenreise

. 0.5 1 1.5 2 25 3

phi
Dieses Bild zeigt das Alter des Friedmann-Lemadilnéversums im Vergleich der
Zeit fiir eine Photonen Ausbreitung vom entferntestankt des Universums. Fiff

<M /2 ergeben sich Gebiete, die sich nicht mitwerdinden werden. Hinter diesen
Punkten jedoch finden wir kausale VerbindungenMoment des Beginns der
Jontraktion werden die Elektronen eine komplettedeehung rund um das
Universum durchfiihren. Die verschiedenartigen Mitdeiten wurden entwickelt um
das Problem des Horizonts in den Griff zu bekomnAdrer die meisten der
popularen Modelle basieren auf dem Inflations Sdendas ebenso die globale
Krimmungsfreiheit des Universums erklart. Damit Hasizont Problem
Uberwgnden werden kann, missen wir die angenomiresuhleunigte Expansion
e o
mit > 0 annehmen. Als Ergebnis dieser Bedingumdgein wir, daf3 die
ursprungliche kausale Verbindung der Gebiete stdmekpandieren wird, als es der
Horizont tut. Wir beobachten also Licht ais den 8&dn, die zu einer friheren Zeit
der Evolution des Universums verbunden waren. Irtellapitel "Standard Modelle"
haben wir aus den Einste2in Gleichungen die Enétgialtung aus basic_2 geholt:

d
—at)
“ao =075 )

Diese Gleichung zeigt, dal? die gewohnlichen Bedigguap > 0 fur den Druck der



P

Ursprung der Gravitation sind, aber weqm<- 3 (N =0) oder® > 4T P
(p=0) dann dominiert die Zurtickbewegung und die Bspan wird sich weiter

beschleunigen. Als Quelle dieser Zuriickbewegund s skalare Inflationsfeld®
angesehen. Wir prbieren es fur dieses honmogedenaimit einem einfachen
Lagrange Ansatz:

1 9, 9,
=2 ox. axj g V(¢ ).
worin V die potentielle Energie ist. Diese bereits hiengestellte Prozedur erlaubt es
von dieem Lagrange Ansatz die Feld Gleichungerrzalien:

s w[0(a)) g
~llad| el 2y
g %% 0% +00°  —q

Im Falle einer flachen RW Metrik finden wir die Gleungen:
g: Definition der flachen RW Metrik

> coord := [t, r, theta, phi]:

g_compts := array(symmetric,sparse,1..4,1..4):
g_compts[1,1] :=-1:

g_compts[2,2] := a(t)"2:

g_compts[3,3]:= a(t) 2*r"2:

g_compts[4,4]:= a(t)*2*r"2*sin(theta)”"2:

g := create([-1,-1], eval(g_compts)):

d1g:= d1lmetric(g, coord):

g_inverse:= invert( g, 'detg’):

Cf1:= Christoffell ( d1g ):

Cf2:= Christoffel2 ( g_inverse, Cfl):

det_scal := simplify( sqrt( -det( get_compts(g) )
),radical,symbolic ):

g_det_sq := create([], det_scal): sqrt(-g)
field := create([], phi(t)): Feld

Berechnung des ersten Terms in den Feldgleichungen

cov_diff( field, coord, Cf2 ):

T := prod(g_inverse,%):
contract(T,[2,3]):

Tt := prod(g_det_sq,%):

Ttt := cov_diff( Tt, coord, Cf2 ):
get_compts(%)[1,1]/det_scal:
expand(-%):

field_eq := % + diff(\V(phi),phi) = 0;

d d
field_eq:= B[dt (p(t;(jt)( dta(t)j {3:2 cp(t>] *(dc:pv(cwj =0



Wir definieren jetzt dem Energie-Impuls Tensordie erste Einstein Gleichung:

4 L
TIJ _% L Y fx_| ()fx_| |

9., 1 (0 Y
worin " =% pie Konsequenz isP = [ 2 [at(pj +V(¢ )+
o Lo 1
[at(p] =2 [at‘P] +V(¢ ), und(for i,j=1,2,3)T‘i =% (2
(59 2 (o)
AT v(® ) >p=2 Ty ¢,

P

Die letzte Gleichung impliziert die notwendige Beglingp < - 3 , welche aus

grof3en Potentialwerten V resultiert. Die Dynamilsemes Systems wird durch
folgende gekoppelte Gleichungen bestimmit:

> basic_inf_1 := K/(a()*2)+diff(a(t),t)"2/(a(t)"2) = 813
*Pix(1/2*diff(phi(t),t)*2+V(phi));
basic_inf_2 :=field_eq;

(a0)
< a(t) 2
basic_inf 1= a(lf)2+ d;(t)z =:83ﬂ[;((?ttp(t)j +V((P)]

0

basic_inf 2= ’ (gt (P(ta)l(]t)(; a(t)j + (3:2 (P(t)] + [ipV((P)j

Die Bedeutung vom K wurde bereits erklart. Wir nemnhier einmal an K=0, d.h.
d2
5 @t)

lokale Krimmungsfreiheit. In einer langsam aufséednden Naherungdt ,

d m ¢?
dt o) e , 2 .
-->0 sowie fiir das Potential( ¢ )= erhalten wir:

> basic_inf_1_n := subs(K=0,K/(a(t)*2)+diff(a(t),t)"2 I(a
(H"2)) = 8/3*Pi*m"2*phi(t)*2/2; basic_inf 2 n := op
(1,Ihs(field_eq))+
subs(phi=phi(t),
expand(subs(V(phi)=m"2*phi*2/2,0p(3,lhs(field_eq))) ))=0;
d 2
(dt a(t)j 4

basic_inf 1 n=~— 7 =_1tm? @(t)?

at)y> 3



(00)(30

basic_inf 2 _n= a(t) +m? @(t) =0
> dsolve({basic_inf_1 n,basic_inf_2 n,phi(0)=phi0,a(0 )
=a0},{phi(t),a(t)}):
expand(%);

[_ mztz)

6
at) = Cchoﬁmafgt)’ o) =- Eﬁt e
e 3

Man erkennt. dal3 fu?‘o >>1 ein quasi-exponentieller Anstieg = Imflatides
Universums vorhanden ist.

n
% e M
at)=0 € whereH=2"13 %
2./3n

Istt~ M %o dann endet auch diese langsame Aufschaukehohglie
potentielle Energie konvertiert in kinetische Enerdas wird einen lawinenartigen
Anstieg der Bildung anderer Partikel aus dem Vakinenaus nachsich ziehen. Man
spricht von einenach-Aufheizung, hier ist der englische Begriffréheating’
gebrauchlich. Nur dieser Moment des Szenarioseist drknall ahnlich! Wie verhalt
es sich nun mit der Gréf3e des Universums nachndlation?

> a(t)=subs( {H=2*sqrt(Pi/3)*phi[0]*m,t=2*sqrt(3*Pi)/ m*phi
[01},a[0]*exp(H*1) ); )
o)

at)=a,e

Wenn zu Beginn der Inflation die Energie und dieséehnung des Univerums durch

(<F2)0 a

die Planck Dichte und Lange bestimmt wird, danrdwi{l! ~1, °

14 i 14
cm Der wahrscheinliche Wert van
(-5)

Wert der Flktuation der Hintergrundstrahlunglp ).
4n

ist bedingt durch den

-33 m? -33 411012

Als Ergebnis erhalten wira ~ 1077 e ~10™ e ! cm. Das
ist viel gro3er als unser beobachtetes Universuamails leitet sich die Aussge ab,
warum wir behaupten, daf3 das beobachtete Univekeume Krimmung aufweist und
homogen und isotrop ist. Kommen wir zurtick zur Gieing basic_inf_2. Das
Ergebnis der Wiederaufheizung aus der Schwingusgrdiationaren Feldes um das
Potential Minimum herum erzeugt neue Bosonen piégdhrDiese dampfen die



Schwingung, so dald wir einen Dampfungsterm in @Gleig basic_inf_2 erwarten
kénnen:

> reh_inf := 3*diff(phi(t),t)*H+Gamma*diff(phi(t),t)+ diff
(phi(t),"$'(t,2)) = -m"2*phi(t);
d2

reh_inf:=3 (3,[ (p(t)) H+T (c?t (p(t)] + (dtz (p(t)] =—-m? @(t)

Hierin ist H die Hubble Konstantd. die Dampfungsrate, welche durch die

Wechselwirkung zwischen Materie und Bosonen Fétthgrwird. IstH > r , dann
haben wir koharente Schwingung:

> dsolve(subs(Gamma=0,reh_inf),phi(t));

diff(%,1);

«t)=_C1 [[_32H+W)t]+ CZE[[ 7 W)t]

o gye 3 i )
+_C2(— 32H _i9 H22‘ 4’ J e[[szHW]tj

Die letzte Gleichung zeigt die Abnahme der Enebgiezunehmender Zeff ~

0

9 (pj
(at und als Ergebnis die Abnahme der Hubble Konstntgas fuhrt dann zu:
H< T , welches wiederum den Beginn des Rickwartsazéhsizeigt.

Zusammenfassung

Es wurden kosmologische Modelle und deren Aussagegestellt. Es geht hierbei
darum, einen Ansatz daflr zu finden, wie sich utsg@versum verhalt. Haben wir
einen solchen Ansatz wirklich erreicht und verseamdlann erst werden wir in der
Lage sein, die verschiedenartigen Ideen des Urgprdar Gravitation, der
Wechselwirkungen untereinander usw. zu bewertendimdheorie zur dominaten
erklaren, die es dann verdient hat.



Das liebe Freunde ist einen Nobel Preis wert!

Und bis dahin verbleibt unseren Stringsern, uns8aeifen-Quantlern, unseren
Branern etc gentigend Zeit sich weiter zu streiten.

Dauer dieser Arbeit: September 2005 bis Dezemb@é 2
Dr. Wilfried Tenten



