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1 Ubersicht

Die Allgemeine Relativitiitstheorie ist Einsteins Theorie der Gravitationskraft. Sie ist aber
viel mehr als das. Im Gegensatz zu Newtons Gravitationstheorie, welche die Bewegung
von Korpern unter dem Einfluss ihrer gegenseitigen Schwerkraft in einem festen, un-
veranderlichen, absoluten Raum und einer festen, absoluten Zeit beschreibt, handelt es
sich bei der ART auch um eine Theorie von Raum und Zeit. Diese beiden sind nicht
langer reine Kulissen, in denen die Phdnomene der Physik stattfinden, sondern in der
Einsteinschen Gravitationstheorie sind sie ein aktiver Mitspieler in diesem Stiick.

Als Theorie von Raum und Zeit, bzw. wie sich herausstellen wird, als Theorie der
Raum-Zeit, ist die ART nattirlich eine Theorie vom Universum als Ganzen. Sie ist daher
auch die Theorie, die fiir die Kosmologie, das Woher und Wohin unseres Universums
zustdndig ist. Dies ist sicherlich ein Grund fiir die Bedeutung dieser Theorie. Letztlich
spielt sich jedes physikalische Phanomen in Raum und Zeit ab, ist also den Gesetzen
der ART zu unterwerfen. Die ART ist also in diesem Sinne als universell zu betrachten.

Dies ist zwar aus physikalischer Sicht ein wesentlicher Grund, sich mit dieser Theo-
rie auseinander zu setzen. Es ist aber sicherlich nicht der einzige Grund, warum sie
eine Faszination auf viele Menschen austibt. Die ART ist die erste Theorie, die allein
aufgrund von theoretischen Uberlegungen das Licht der Welt erblickt hat und erst im
Nachhinein experimentell glinzend bestétigt wurde. Sie ist heute die am besten ex-
perimentell verifizierte physikalische Theorie ‘auf dem Markt’. Die ART ist von einer
beriickenden Asthetik, die sich dem Lernenden jedoch leider erst nach einem miihsa-
men Studium der mathematischen Grundlagen in vollem AusmafS darstellt: Es passt
alles!

Der wesentliche Schritt hin zur Speziellen Relativitdtstheorie besteht in dem revolutio-
ndren Wandel unserer Vorstellung von Raum und Zeit, den sie von uns verlangt. Nach
Einsteins Artikel tiber die Spezielle Relativitatstheorie [4] von 1905 war es Minkow-
ski, der erkannte, dass Raum und Zeit sich aufgrund der Lorentz-Transformation zu
einem vierdimensionalen ‘Objekt” verschmelzen lassen. Diese invariante Raum-Zeit lie-
fert eine vereinheitlichende Sichtweise auf Raum und Zeit. In seinen Arbeiten kommen
solche Begriffe wie Ereignis, Vierer-Vektor, Weltlinien, Lichtkegel vor; alles Vorstellungen,
die man in die ART {iibertragen kann, und die dort bis heute grundlegend fiir die For-
mulierung und Interpretation der Theorie sind.

Die ART geht jedoch wesentlich weiter. Sie schliefst in die Beschreibung von Raum und
Zeit auch Gravitationsfelder ein. Dies hat aber eine drastische Konsequenz: Gravitati-
onsfelder sind verdnderlich in Raum und Zeit. Dies bedeutet, dass eine konsistente



Beschreibung der Raum-Zeit sich nun auch von Ereignis zu Ereignis &ndern kann. Die
korrekte mathematische Beschreibung ist die Differential-Geometrie, bzw. eine spezielle
Abart davon, die Riemannsche Geometrie.

Die differentialgeometrische Beschreibung beruht auf dem Postulat, die physikalische
Raum-Zeit sei eine 4-dimensionale Mannigfaltigkeit, also ein abstraktes Objekt, des-
sen ‘Punkte’, die physikalischen Ereignisse, sich durch Angabe von vier reellen Zah-
len in einem gewissen Rahmen ein-eindeutig charakterisieren lassen. Im allgemeinen
wird man mehrere solcher Koordinatensysteme brauchen um ein solches Objekt in Génze
zu beschreiben. Die Vorstellung dabei ist die, dass dieses Objekt, die Mannigfaltigkeit,
durch eine ganze Familie von solchen, sich teilweise tiberlappenden, Koordinatensys-
temen tiberdeckt wirdE] Die grundlegenden Strukturen der Mannigfaltigkeit, ihre To-
pologie (ihre Gestalt) und ihre differentielle Struktur, d.h. die Vorschriften, wie man die
infinitesimale Anderung von Funktionen beim Ubergang zu infinitesimal benachbar-
ten Punkten zu beschreiben hat, sind bestimmt durch die Relationen, die sich auf den
Uberlappgebieten zweier sich {iberlappenden Koordinatensystemen ergeben.

Viele physikalische Grofien werden mathematisch durch Tensoren beschrieben. Dies
sind Verallgemeinerungen von Vektoren. Entsprechend der Vektoralgebra gibt es eine
Tensoralgebra, auch Tensorkalkiil genannt, die es uns gestattet mit Tensoren zu rechnen.
Dieser Kalkiil ldsst sich in nattirlicher Weise auf Mannigfaltigkeiten tibertragen. Hier
tritt nun zunédchst ein Problem auf. Dieser so definierte Tensorkalkiil gilt jeweils nur
an einem Punkt. Tensoren an verschiedenen Raum-Zeit-Punkten haben zunéachst nichts
miteinander zu tun. Will man Beziehungen zwischen zwei solchen Tensoren herstellen,
z.B. die infinitesimale Anderung eines Tensors beim Ubergang von einem Punkt zu ei-
nem infinitesimal benachbarten Punkt (also Tensoren differenzieren), dann muss man
einen Zusammenhang zwischen den Raum-Zeit-Punkten herstellen. Dies ist eine wohl-
definierte mathematische Struktur, die man durch ein Schema Fijk von 64 Funktionen
charakterisieren kann. Mit Hilfe dieser Christoffel-Symbole ldsst sich ein Begriff von Ab-
leitung von Tensoren einfiihren, der unter anderem die Eigenschaft hat, dass Tensoren
durch Ableiten wieder Tensoren ergeben. Man nennt diesen Prozess die kovariante Ab-
leitung. Diese ist notwendig, wenn man physikalische Prozesse beschreiben will, die
sich in Raum und Zeit vollziehen.

Die grundlegende Grofie der ART ist die Raum-Zeit-Metrik. In der SRT werden die me-
trischen Eigenschaften von Raum und Zeit durch die Minkowski-Metrik

3
ds? = dt? —dx? —dy? —dz? = Z Nidxtdx*
i,k=0

beschrieben. Das wesentliche an diesem Ausdruck ist die Verteilung der Vorzeichen,
die Signatur der Metrik ist (1,—1,—1,—1), es handelt sich um eine Metrik mit Lorentz-

IMan denke nur an die Oberfliche der Erdkugel, deren Punkte sich durch Angabe zweier Koordinaten
(z. B. geografische Lange und Breite) eindeutig charakterisieren lassen. Man braucht mehrere Karten,
gesammelt in einem Atlas, um die Erdoberflache vollstandig zu beschreiben.



Signatur. Diese Eigenschaft der Metrik ist es, die es uns erlaubt, von einem Raum-Zeit-
Kontinuum zu sprechen, denn sie ist verantwortlich dafiir, dass Lorentz-Transforma-
tionen in der SRT auftreten und damit solche Phianomene wie Lorentz-Kontraktion und
Zeitdilatation.

In der ART dndert sich die Geometrie von Punkt zu Punkt und daher wird aus der

konstanten Matrix
1

B —1
Mik = 1
—1
eine 4 x 4-Matrix gix, von der nur verlangt wird, dass sie quadratisch und symmetrisch
sei und Lorentz-Signatur besitze. Sie darf sich also von Punkt zu Punkt d&ndern. Aus der
Minkowski-Metrik wird also eine Lorentz-Metrik

3
ds? = Z gidxtdx¥
i,k=0
Einsteins grofie Erkenntnis war das Aquivalenzprinzip, namlich die Einsicht, dass sich
Gravitationsfelder als die Angabe einer solchen Metrik auf dem Raum-Zeit-Kontinuum
auffassen lassen und dass sich ihre Wirkung durch die Kriimmung dieser Metrik be-
schreiben lasst. Die Tatsache, dass wir ein Raum-Zeit-Kontinuum beschreiben wollen,
steckt allein in der Forderung der Lorentz-Signatur.

Wir haben es nun also mit zwei Groflen zu tun, die gegeben sein miissen, wenn wir
physikalische Prozesse in einer sich &ndernden Raum-Zeit beschreiben wollen: Zusam-
menhang und Metrik, die von vornherein nichts miteinander zu tun haben. Ein Indiz
tiir die Konsistenz der Theorie folgt nun aus der rein mathematischen Tatsache, dass es
zu einer gegebenen Metrik genau einen ausgezeichneten Zusammenhang, eine eindeu-
tige kovariante Ableitung, gibt. Das bedeutet, dass die Metrik allein die Verhéltnisse
zwischen verschiedenen Ereignissen bestimmt. Der Zusammenhang ist durch die Ei-
genschaft charakterisiert, dass die Metrik von Punkt zu Punkt im Sinne der kovarianten
Ableitung konstant bleibt.

Nun haben wir also eine Metrik auf dem Raum-Zeit-Kontinuum. Wie aber ist die Me-
trik bestimmt? Gibt es ein Naturgesetz, welches die Metrik festlegt, und welche Grofsen
beeinflufien diese Festlegung? Der Prozess zur Aufstellung dieses Gesetzes war extrem
langwierig. Einstein brauchte mehrere Versuche dazu. Das Resultat aber kann sich se-
hen lassen.

Welche Grofien konnen die Metrik, also die Struktur von Raum und Zeit, beeinflufien?
Es bleibt nur die Materie, die sich in der Raum-Zeit befindet. In der ART beschreibt diese
Materie durch einen sogenannten Energie-Impuls-Tensor T?, eine Groe, die durch die
Art der Materie bestimmt ist. Die charakteristische Eigenschaft des Energie-Impuls-
Tensors ist seine Divergenzfreiheit,

VT =0.



] Gravitation

’ Fernwirkungsprinzip ‘

Diese Eigenschaft driickt aus, dass Energie und Impuls in gewisser Weise erhalten
sind.

Es ist nun eine weitere mathematische Tatsache, dass es genau einen Tensor Gy, gibt,
den man aus der Metrik konstruieren kann, der also durch die Raum-Zeit-Struktur be-
stimmt ist und der ebenfalls notwendigerweise divergenzfrei ist. Dieser Einstein-Tensor
ist ein Maf3 fiir die Kriimmung der Raum-Zeit. Nun haben wir zwei Tensoren, von de-
nen einer durch die Raum-Zeit-Struktur, der andere durch die Materie bestimmt ist.
Beide sind divergenzfrei. Was liegt nédher, als zu postulieren, dass beide proportional
zueinander sind? Genau das hat Einstein getan und die Gleichung

postuliert. Dies ist die Einsteinsche Feldgleichung, die die Metrik der Raum-Zeit bei ge-
gebener Materieverteilung bestimmt. Diese Gleichung ist eine gewisse Verallgemeine-
rung des Newtonschen Gravitationsgesetzes in dem Sinne, dass sich dieses aus jener
in einem geeigneten Grenziibergang ergibt. Sie ist aber viel mehr, weil sich die ganze
Betrachtungsweise gegeniiber der klassischen Physik gedndert hat.

Nachdem Einstein die Prinzipien der Mechanik so gedndert hatte, dass sie mit der Max-
wellschen Theorie des Elektromagnetismus kompatibel wurde, wire es ein nattirlicher
Schritt gewesen, nun die zweite klassische Wechselwirkung, die Schwerkraft oder Gra-
vitation mit den Prinzipien der Speziellen Relativitdtstheorie zu vereinen. Die bisher
akzeptierte Gravitationstheorie Newtons war mit der neuen Theorie nicht kompatibel,
denn sie fufst auf einem Fernwirkungsprinzip: jede Storung ‘hier” macht sich unmittel-
bar, sofort, an jedem anderen Ereignis ‘dort” bemerkbar. Dies ist natiirlich mit der Exis-
tenz einer maximalen Ausbreitungsgeschwindigkeit nicht vereinbar. Man kdnnte sich
vorstellen, die Gravitationstheorie, die ja einem dhnlichen Gesetz wie dem Coulomb-
Gesetz der Elektrostatik gentigt, durch Hinzufiigen entsprechender Terme in eine der
Maxwelltheorie dhnliche Theorie umformen zu konnen.

Abgesehen davon, dass dieser Weg nicht zum Ziel fithren wiirde, es war auch nicht
der Weg, den Einstein einschlug. Zum Ausgangspunkt seiner Uberlegungen nahm er
die weithin bekannte, jedoch unverstandene Tatsache, dass ‘alle Korper gleich schnell
fallen’.
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2 Das Aquivalenzprinzip

Von Galilei wird behauptet, er habe seine Fall-Experimente am schiefen Turm von Pisa
durchgefiihrt. Ob dies tatsdchlich der Fall war, sei dahin gestellt. Wesentlich fiir uns ist
die Einsicht, zu der er durch seine Experimente gekommen ist:

In einem Gravitationsfeld fallen alle Korper gleich schnell.

Eine andere, etwas prézisere, Formulierung der gleichen Tatsache ist: Zwei Teilchen,
die am gleichen Ort zur gleichen Zeit mit der gleichen Anfangsgeschwindigkeit ausge-
stattet werden, durchlaufen die gleiche Bewegung unabhéngig von ihrer inneren Zu-
sammensetzung. Die Gravitationskraft beeinflufit alle Teilchen gleich.

Galileis Einsicht hat in der klassischen Mechanik von Newton keine tiefere Bedeutung.
Sie wird sozusagen als zusétzliches ‘Schmanker]l” mitgenommen. Es dauerte ungefahr
300 Jahre, bis ihre tiefe Bedeutung gewiirdigt wurde. Sie ist nun ein wesentlicher Teil
des Fundaments, auf dem die Einsteinsche Gravitationstheorie — und damit die ge-
samte moderne Physik — aufgebaut ist, denn es ist auf Grund dieser Einsicht, dass wir
unsere Raumzeit als eine im allgemeinen gekriimmte Mannigfaltigkeit zu beschreiben
haben. Man nennt diese Einsicht von Galilei auch das schwache Aquivalenzprinzip.

Nach Newton wird die Bewegung eines Kérpers K; unter der Wirkung der Schwerkraft
durch zwei Gesetze bestimmt. Da ist zundchst das zweite Newtonsche Gesetz der Me-
chanik, dem gemaéf die Beschleunigung des Korpers proportional ist zur einwirkenden
Kraft

F= mya.

Der Proportionalitatsfaktor ist ein Maf fiir den Widerstand, den der Korper einer Be-
schleunigung entgegensetzt, also fiir die Tragheit des Korpers. Er wird trage Masse
genannt. Die dabei wirkende Kraft wird durch das Newtonsche Gravitationsgesetz be-

stimmt
GmsM

r3

F:

)

wo M die Masse eines anderen Korpers K; ist. Der Vektor 1 ist der Verbindungsvek-
tor zwischen den beiden Korpern r = r; — ry. Die Masse m nennt man die passive
schwere Masse des Korpers, weil sie angibt, wie der Kérper auf das von M erzeugte
Gravitationsfeld reagiert.

Ubung 2.1: Man nennt M auch oft die aktive schwere Masse, weil sie die Kraft auf den Kérper
K7 verursacht. Warum sind aktive und passive Masse eines Kérpers gleich?
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schwache Aquiva-
lenzprinzip

trage Masse

passive schwere
Masse




Es gibt keinen Grund innerhalb der Newtonschen Theorie anzunehmen, dass diese bei-
den Massenbegriffe gleich sind. Es wire durchaus vorstellbar, dass die schwere Masse,
d.h. die Fahigkeit eines Korpers eine Kraft auf andere Korper zu erzeugen von seinem
Material, seiner inneren Zusammensetzung abhingen kdnnte, und dies in einer ande-
ren Art und Weise wie die trage Masse. Fiir Newton stellte dies kein Problem dar. Er
nahm die Gleichheit von trdger und schwerer Masse als gottgegeben hin. Damit wird
die Bewegungsgleichung des Korpers von m¢ = ms unabhédngig und damit erfahrt je-
der Korper unter gleichen Bedingungen die gleiche Beschleunigung, die Korper fallen
gleich schnell. Dass dies nicht selbstverstandlich ist, wird durch die Betrachtung von
geladenen Teilchen deutlich. Diese unterliegen dem Coulomb-Gesetz, welches genau
die gleiche Form wie das Gravitationsgesetz hat. Dennoch ist es hier nicht so, dass Teil-
chen unterschiedlicher Art, also moglicherweise unterschiedlicher Ladung die gleiche
Bahn durchliefen. Vielmehr wird genau dieser Unterschied z.B. in Massenspektrogra-
phen ausgenutzt.

Im Gegensatz zur Newtonschen Theorie ist die Einsteinsche Gravitationstheorie auf
dem ‘Prinzip der Gleichheit von schwerer und trager Masse’ aufgebaut. Es ist die-
ses Aquivalenzprinzip, welches zur Konsequenz hat, dass das Raumzeit-Kontinuum,
in dem wir leben, gekriimmt ist. Die ART steht und fallt mit seiner Giiltigkeit. Da-
her ist es beruhigend zu wissen, dass die experimentelle Evidenz fiir die Giiltigkeit
des schwachen Aquivalenzprinzips tiberwiltigend ist. Durch verschiedenartige Ex-
periment (Fallexperimente, Torsionswaage, usw.) konnte das schwache Aquivalenz-
prinzip bis auf eine Genauigkeit von 10~ bestitigt werden.

Wie kommt es, dass eine solch ‘unschuldige” Aussage tiber das Fallverhalten von Kor-
pern eine so tiefgreifende Konsequenz wie die Kriimmung unserer Raumzeit zur Folge
haben kann? In einem frei fallenden Fahrstuhl bewegen sich die Insassen schwerelos
umher. Astronauten werden probehalber der Schwerelosigkeit ausgesetzt, indem man
sie in ein Flugzeug steckt, das ballistische Bahnen, also Bahnen eines frei fallenden Kor-
pers, zu fliegt. Stellen wir uns schliefslich einen Astronauten auf einem ‘Raumspazier-
gang’ ausserhalb des Spaceshuttles “Atlantis” vor, die sich in einer Erdumlaufbahn be-
findet. Trotz des riesigen Planets ganz in der Nihe stiirzen weder die Atlantis noch der
Astronaut auf die Erde zu, sondern bewegen sich unbeeinflufit von Gravitationskréaften
schwerelos umbher.

Diese drei Beispiele zeigen uns, dass wir, zumindest in einem kleinen Raumzeitgebiet,
die Effekte der Gravitation ‘wegtransformieren” konnen, indem wir ein geeignetes Be-
zugssystem wiahlen. Beziiglich des Fahrstuhls bewegen sich die Insassen kriftefrei,
ebenso wie die Astronauten beziiglich des Flugzeugs und ebenso wie der Astronaut
beziiglich der “Atlantis’. Dabei fiihrt aber jedes dieser Bezugssysteme selbst eine be-
schleunigte Bewegung beztiglich der Erde aus.

IEine ausfiihrliche Beschreibung der verschiedenen Experimente, die zum Test des Aquivalenzprinzips
wie auch anderer Aspekte der Theorie findet man in dem Buch: C. Will, Theory and experiment in
gravitational physics, Cambridge University Press.
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Der Effekt von Beschleunigung und Gravitation auf einen Korper sind wegen der Gleich-
heit von schwerer und trager Masse nicht unterscheidbar und deshalb ‘gegeneinander
aufrechenbar’. Man kann Beschleunigungs- durch Gravitationseffekte erzeugen und
umgekehrt. Betrachten wir noch einmal das fallende Labor. Es fiihrt beziiglich der Erde,
welche wir fiir diese Betrachtung als ein Inertialsystem annehmen, eine beschleunigte
Bewegung durch.

Ubung 2.2: Zeigen Sie, dass in einem frei fallenden Bezugssystem die Gesetze der Newtonschen
Mechanik unverdndert gelten.

In diesem Sinne verhalt sich das frei fallende System ebenfalls wie ein Inertialsystem.
Die Gravitation wurde wegtransformiert. Einstein erhebt nun diese Tatsache zum Aqui-
valenzprinzip

Alle lokalen, frei fallenden und nicht rotierenden Laboratorien sind zur Be-
schreibung physikalischer Vorgéange vollstandig dquivalent.

Das heifst, in all diesen Laboratorien verlaufen physikalische Phdnomene genau gleich.
Stellen wir uns ein solches ‘Kabinenlabor” vor, welches sich weit weg von irgendwel-
chen Massen, kréftefrei bewegt. In diesem System gilt das erste Newtonsche Gesetz:
Ein kréftefreier Korper bewegt sich auf einer geraden Linie. Das Kabinenlabor ist also
ein Inertialsystem. Dem Aquivalenzprinzip zufolge ist dann aber jedes lokale, frei fal-
lende und nicht rotierende System ein Inertialsystem. Es handelt sich also hierbei um
ein lokales Inertialsystem.

Der Begriff des Inertialsystems wird durch das Aquivalenzprinzip zugleich erweitert
und eingeschrankt. Erweitert in dem Sinne, dass Inertialsysteme relativ zueinander be-
schleunigt sein diirfen. Und eingeschrinkt in dem Sinne, dass wir nur noch lokale In-
ertialsysteme betrachten diirfen. Denn es ist klar, dass man durch Beschleunigung ei-
nes ausgedehnten Labors die gleiche Wirkung erzeugt, wie ein homogenes Schwerefeld.
Da es aber durchaus inhomogene Schwerefelder gibt (Schwerefeld der Erde), muss die
Ausdehnung der Systeme beschriankt werden. Im Grenzfall reduziert sich ein solches
frei fallendes System auf eine Weltlinie mit drei, an jedem Ereignis angehefteten Ach-
sen, die auf infinitesimal benachbarte Ereignisse zeigen.

In Rahmen der SRT laufen kréftefreie Korper auf geraden Weltlinien. Wir hatten ge-
sehen, dass diese Linien sich lokal dadurch charakterisieren lassen, dass die Anderung
ihres Tangentenvektors an jedem Ereignis proportional zum Tangentenvektor selber ist.
Sie sind also autoparallele Kurven. Das heifst, sie weichen nicht von ihrer Richtung ab,
sie sind so gerade wie nur irgend moglich. Wenn wir nun ein Teilchen betrachten, das
sich unter dem Einfluf3 eines Schwerefeldes bewegt, also frei fillt, dann ist es beztiglich
seines (mitfallenden) Bezugssystems in Ruhe, also kréftefrei. Auf Grund des Aquiva-
lenzprinzips muss auch jetzt die Weltlinie des Teilchens eine autoparallele Kurve sein.
Damit haben wir das Bewegungsgesetz eines kréftefreien Massenpunkts gefunden

Ein frei fallendes (Test-) Teilchen bewegt sich auf einer autoparallelen Kurve.
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Gezeiten-Effekt

Die Beschrankung auf lokale Inertialsysteme ist tatsachlich notwendig. Erlauben wir
uns ndmlich, Messungen durchzufiihren, die nicht ganz lokal sind, so lassen sich gravi-
tative und Beschleunigungseffekte unterscheiden. Dazu betrachten wir eine Wolke von
kleinen Teilchen im freien Raum, die auf die Erde zufallen (vgl. Abb. . Setzen wir

Abbildung 2.1: Zum Gezeiten-Effekt

uns auf das Ruhsystem eines im Zentrum der Wolke befindlichen Teilchens, dann fal-
len wir mit der Wolke auf die Erde zu. Da es sich um eine ausgedehnte Wolke handelt,
fallen weiter entfernte Teilchen unterschiedlich schnell auf die Erde zu. Die Teilchen
‘unter uns’ fallen schneller, wihrend die tiber uns langsamer fallen. Die Teilchen ne-
ben uns fallen zwar gleich schnell, aber auf Bahnen, die nicht parallel zur unseren sind,
weil sie auch direkt auf den Erdmittelpunkt zeigen. Der Netto-Effekt dieser Bewegung
ist also der, dass sich die Teilchen in vertikaler Richtung von uns entfernen, wahrend
die Teilchen neben uns ndher kommen. Eine vormals kugelférmige Verteilung wird im
Laufe der Zeit zu einem Ellipsoid verformt. Dies ist der sogenannte Gezeiten-Effekt.

Dieser gravitative Effekt ldsst sich nicht wegtransformieren, da es sich hier um einen
Effekt eines inhomogenen Schwerefeldes handelt. Es ist aber auch gleichzeitig der ty-
pische Effekt, den ein Schwerefeld erzeugen kann.

Betrachten wir ein idealisiertes Raumzeit-Diagramm dieser Situation (vgl. Abb.[2.2) Die
Deformation eines Kreises in ein Ellipsoid erfolgt in der Raumzeit durch den freien Fall
von Teilchen. Die Weltlinien der Teilchen sind also autoparallelen Kurven. Trotzdem
ist es offensichtlich, dass es sich hierbei nicht um Geraden im tiblichen Sinne handeln
kann. Vielmehr sind die Kurven ‘’krumm’. Es muss sich um autoparallele Kurven in
einer gekriimmten Raumzeit handeln.

Ein dhnliches Ergebnis liefert die folgende Betrachtung. In einem frei fallenden Labor
(Fahrstuhl) bewege sich ein Lichtblitz senkrecht zur Fallrichtung. Gema8 dem Aquiva-
lenzprinzip handelt es sich bei diesem System um ein lokales Inertialsystem, das Licht
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Abbildung 2.2: Raumzeit-Diagramm des Gezeiten-Effekts

breitet sich demnach gradlinig aus. Das bedeutet aber, dass sich dieses Licht relativ zur
Erde auf einer Parabel bewegen muss. Wir kommen also zu dem Schluf3, dass Licht
in einem Gravitationsfeld abgelenkt wird. Dieses Argument beruht allein darauf, dass
sich Licht mit endlicher Geschwindigkeit ausbreitet, also Zeit braucht um das Labor
zu durchqueren, welches in der gleichen Zeit ein Stiick weit fallt. D.h. allein die Tatsa-
che, dass die Lichtgeschwindigkeit endlich ist, bedeutet, dass Licht ein ‘Gewicht” hat,
in dem Sinne, dass es auf die Erde zufallt.

Eine weitere Konsequenz des Aquivalenzprinzips ist die gravitative Rot- bzw. Blau-
verschiebung des Lichts im Gravitationsfeld. Wir betrachten wieder ein frei fallendes
Labor und nehmen an, dass sich in dem Moment, in dem sich das Labor in Bewegung
setzt, das Licht an der Decke des Labors angeschaltet wird und sich nach unten aus-
breitet, wo es von einem Beobachter A registriert wird. Da das Labor frei fillt, handelt
es sich um ein Inertialsystem und der Beobachter A stellt keine Frequenzverschiebung
fest. Nehmen wir nun an, dass das Labor an einem Beobachter B vorbeifillt, welcher be-
ztiglich der Erde in Ruhe ist. Von A aus betrachtet, bewegt sich B dem Licht entgegen. B
muss also aufgrund des Dopplereffekts eine Frequenzverschiebung des Lichts feststel-
len. Da sich die Frequenz fiir A nicht dndert, sieht B eine Blauverschiebung. Er schlief3t
also aus dieser Beobachtung, dass Licht im Gravitationsfeld frequenzverschoben wird, und
zwar in Richtung Blau, wenn es in das Gravitationsfeld hinein lduft, bzw. Richtung Rot,
wenn es heraus kommt.

Das bedeutet aber auch, dass die Periode des Lichts im Bereich starker Gravitationsfel-
der kleiner ist, als im Bereich schwacher Felder. Da das Licht ein periodischer Vorgang
ist, konnen wir es als eine Uhr betrachten, die mit der Lichtfrequenz ‘tickt’. Um dies
etwas genauer zu sehen, betrachten wir noch einmal zwei Beobachter A und B, die sich
relativ zueinander in Ruhe im Gravitationsfeld der Erde befinden. A habe eine Atom-
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uhr bei sich, die mit einer Frequenz v tickt, d.h. sie erzeugt Licht mit dieser Frequenz.
Der Beobachter A befinde sich ‘unterhalb’ von B, also im stidrkeren Gravitationsfeld.
Nehmen wir an, die Uhr bei A schlage N mal, d.h. sie moge einen Wellenzug mit N
Maxima aussenden. Offensichtlich dauert es eine Zeit TA = N/v, bis dieser Wellenzug
ausgesandt ist. Nun bewegt sich das Licht aus dem Gravitationsfeld heraus und wird
daher rotverschoben. Es kommt also bei B mit einer Frequenz vg = v — Av < v bei B
an und B benétigt eine Zeit Tg = N /v, bis er alle N Maxima registriert hat. Nun ist

A
N = VTA = VBTB = ’V(] — T’V)TB
Alsoist TA = (1 — %)TB < Tg, d.h. auf der Uhr von A vergeht weniger Zeit als bei B.

Die Uhr bei ‘geht nach’, die Zeit in A vergeht langsamer als bei B.

Diese qualitativen Uberlegungen zeigen uns, dass wir die physikalische Raumzeit nicht
mehr als den einfachen affinen Raum der SRT modellieren diirfen. Wir sehen, dass
der Begriff eines Inertialsystems nur noch lokalen Sinn hat. Eine gerade Linie ist nicht
notwendigerweise eine Gerade und Licht breitet sich nicht auf Geraden aus.

Wir brauchen also eine Beschreibung der Raumzeit, die es gestattet der Aquivalenz
der verschiedenen lokalen Inertialsysteme Rechnung zu tragen und die keine “a priori’
Annahmen iiber die globale Struktur der Raumzeit macht. Eine solche Theorie ist die
Theorie der Mannigfaltigkeiten und insbesondere die Differentialgeometrie, der wir
uns in dieser Vorlesung zuwenden miissen. Zunédchst aber benétigen wir einen Forma-
lismus, der es gestattet, physikalische Gesetzmafsigkeiten unabhdngig vom Bezugssys-
tem zu formulieren. Dies fiihrt uns auf die Theorie der Tensoren.
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3 Tensor-Kalkul

3.1 Multilineare Algebra und Tensoren

Eine wesentliche Voraussetzung bei der Formulierung der ART ist die Tensorrech-
nung. Alle physikalischen Grofien haben einen tensoriellen Charakter und die phy-
sikalischen Gesetzmaéfsigkeiten lassen sich infolgedessen als Tensorgleichungen for-
mulieren. Die wesentliche Eigenschaft dieser Objekte ist ihre Invarianz unter Koordi-
natentransformationen. Was dies genau heifst, wird im Laufe der Vorlesung erldutert
werden. Hier werden zunéichst die algebraischen Eigenschaften dieser Objekte disku-
tiert. Ziel dieses Abschnitts ist nicht, eine mathematisch einwandfreie und liickenlose
Darstellung zu geben, sondern vielmehr eine gewisse Gewthnung und Rechenfertig-
keit mit diesen Objekten zu erlangen.

3.1.1 Vektoren und Kovektoren

Wir betrachten einen endlich dimensionalen Vektorraum V iiber einem Korper, der be-
liebig sein kann, den wir aber der Einfachheit halber als den Korper R der reellen Zah-
len annehmen. Vektoren kann man addieren und mit Skalaren (reellen Zahlen) multi-
plizieren, also Linearkombinationen

™V +su
mitr,s € Rundu,v € Vbilden. Istdimr V = n, dann gibt es ein n-tupel (e, e2,..., en)

von linear unabhédngigen Vektoren, eine Basis, so dass sich jedes v € V als eindeutige
Linearkombination in diesen Vektoren schreiben ladsst

mn
v=vle;+vies+ - +vlen = Zvlei.
i=1

Die Skalare v' nennt man die Koordinaten des Vektors v bzgl. der Basis e;. Basen in
einem Vektorraum sind nicht eindeutig. Ist (€;)i=1., eine weitere Basis, dann muss of-
fensichtlich gelten

n
ék = Z sikei (311)
i=1
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mit n? Skalaren s'y. Da hier eine Basis auf eine andere Basis abgebildet wird, miissen
die Skalare eine reguldre n x n-Matrix bilden, d.h. det(s'y) # 0. Und fiir einen beliebi-
gen Vektor v gilt beim Basiswechsel

n n n . n n .
v = Z'Okék = ZO“ (Z Slkei) = Z <Z Slk0k> €.
k=1 k=1 i=1 i=1 \k=1
Koordinatentransformditaer gilt also die Koordinatentransformation
. n .
vi=) shok i=1..n (3.1.2)
k=1

kontravariant

zwischen den Koordinaten des Vektors v beim Wechsel der Basis. Vergleichen wir (3.1.1))
und stellen wir fest, dass sich die Basisvektoren und die auf sie bezogenen Koor-
dinaten ‘gegenldufig’ transformieren. Man nennt das Verhalten der Koordinatentrans-
formation daher auch kontravariant. Also: die Koordinaten eines Vektors in Bezug auf
eine Basis verhalten sich beim Basiswechsel kontravariant zur Transformation der Ba-
sisvektoren. Es ist wichtig, sich klar zu machen, dass es einen wesentlichen Unterschied
gibt zwischen dem Vektor v und den Koordinaten v'. Letztere haben nur einen Sinn in
Bezug auf eine Basis, die benotigt wird, um den Vektor v zu rekonstruieren. Dieser ist un-
abhéngig von der Wahl der Basis definiert. Wenn man dann an der Basis ‘dreht’, dann
miissen sich entsprechend die Koordinaten ‘drehen’, so dass der Vektor selbst ungean-
dert bleibt. Genau dies ist der Effekt des kontravarianten Transformationsverhaltens.

Stellen wir die Linearkombination ru + sv beziiglich einer Basis dar, ergibt sich

n

n n
TU+sv = rZu‘ei +s Zv‘ei = Z (rul + sv1> e;.
i=1 i1

i=1

Beziiglich einer anderen Basis ergibt sich natiirlich

TU+ SV = i (rﬁi + s@i) é;.

i=1

Dies zeigt uns zweierlei: erstens, die Linearkombination zweier Vektoren berechnet
man, indem die Koordinaten der Vektoren bzgl. einer Basis entsprechend linear kom-
biniert, und zweitens, diese Rechenvorschrift ist basisunabhingig. Dieses ist eine grundle-
gende Einsicht, die im weiteren noch ausgebaut wird.

Es gibt zwei Standpunkte, um dies zu betrachten. Vom mathematischen Standpunkt
aus ist dies eine Trivialitdt, denn der Vektor ru + sv ist unabhingig von jeder Basis de-
finiert, daher darf die Berechnung der Linearkombination nicht von der Wahl der Basis
abhédngen. Dass dies nicht der Fall ist, liegt genau an dem kontravarianten Transforma-
tionsverhalten von Basisvektoren und Vektor-Koordinaten.
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Vom konstruktiven, physikalischen Standpunkt aus betrachtet, kann man sagen: sind
zwei n-tupel ul und v? gegeben, und berechnet man ein neues n-tupel durch die Li-
nearkombination Tu' + sv!, dann erhlt diese Rechenvorschrift eine basisunabhingige
Bedeutung, sofern man verlangt, dass die n-tupel sich beim Basiswechsel kontravariant trans-
formieren. Beide Auffassungen sind legitim und werden bei der weiteren Entwicklung
der Theorie gebraucht.

Zu jedem Vektorraum V lasst sich in kanonischer Weise ein weiterer Vektorraum kon-
struieren. Eine Linearform « ist eine lineare Abbildung

a:V—= R, v a(v) = (x,v),

die also jedem Vektor v eine Zahl («,v) € R zuordnet. Mit der tiblichen Addition
und Skalarmultiplikation fiir Abbildungen nach R ausgestatteﬂ bildet die Menge aller

Linearformen auf V einen reellen Vektorraum, den (algebraischen) Dualraum V*. Die ] Dualraum

Elemente des Dualraums nennt man auch Kovektoren.
] Kovektoren

Welche Dimension hat dieser Raum? Dazu nehmen wir eine Basis (e;)i—1.n in V, beach-
tenv =) ', v'e; und konstruieren folgende Abbildungen
w'ivie <w],v> =v'

w? v <w2,v> =2

wtivies (whv) = vt

Diese sind offensichtlich linear, liegen also in V*. Insbesondere gilt die Dualitatsrelati-

on zwischen den beiden Basen | Dualittsrelation

<wi)ek>:6}<:{ (]) 1?; :

Ist ¢ eine beliebige Linearform, dann kénnen wir schreiben

(o, v) = <oc,iviei> = ivi (o, €1) = i o <wi,v> ,
i=1 i=1

i=1

wobei wir mit oy = («, e;) das Bild der Basisvektoren unter « bezeichnet haben. Wir
haben also das Resultat
n
X = Z oqwi
i=1

Hroo+sB,v) =1 {o,v) +s (e, v) fiiraller,s € R, o, € V*undv € V
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Matrixdarstellung

d.h., die w' erzeugen V*. Andererseits sind sie aber auch linear unabhingig, wie man
leicht an der folgenden Uberlegung sieht:

n n
0= Zriwi — 0= <Zriwi,ek> furallek=1:n
i=1 i=1

n
= O:Znéi:rk furallek =1:n.

i=1
Damit bilden diese Linearformen eine Basis von V*, die zu e} duale Basis?}

Wiéhlen wir eine andere Basis €y in V, dann gibt es auch eine andere, dazu duale Basis
@ Bs ist nun leicht, die folgende Beziehung zwischen den dualen Basen beim Basis-
wechsel in V herzuleiten

n n
ék = Z slkei — w' = Z SlkCOk
i=1 k=1

Jeder Kovektor & € V* hat die Darstellung

mn n mn n mn
o= Z ! = Z o (Z Sik®k> = Z (Z ocisik> .
i=T1 i=1 k=1

k=1 \i=1

Also gilt fiir das Verhalten der Koordinaten beim Basiswechsel
n .
&k = Z (Xislk. (3.1.3)
i=1

Der Vergleich mit (3.1.1) zeigt, dass sich die Koordinaten von Kovektoren gleichsinnig
zur Basis in V transformieren. Man nennt dies auch kovariantes Transformationsver-
halten (daher auch der Name ‘Ko’ (varianter)vektor).

Kann man das Spiel weiter treiben und den Dualraum des Dualraums konstruieren?
Antwort: Im Prinzip ja, aber es liefert nichts Neues. Man kann zeigen, dass der Doppel-
Dualraum (V*)* eines Vektorraums V kanonisch isomorph zu V ist.

Ubung 3.1: Man zeige, dass jeder Vektor u € V eine lineare Abbildung ¢+, : V* — R definiert.
Die Abbildung V — (V*)*, u — ¢y, ist linear und bijektiv, damit ein Isomorphismus.

3.1.2 Lineare Abbildungen

Wir betrachten eine lineare Abbildung A : V — V. Beziiglich einer Basis ldsst sich
dieser Abbildung eine Matrixdarstellung zuordnen: fiir jeden Basisvektor ey ist Aey

2Der Begriff der dualen Basis tritt in der Physik an mehreren Stellen auf; unter anderem auch als reziprokes
Gitter in der Festkorperphysik
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eine Linearkombination
mn
Aek = Z Alkei.
i=1

Die n? Skalare bilden eine n x n-Matrix, mit der man nun das Bild eines jeden Vektors
berechnen kann, sofern man seine Koordinaten u* bzgl. der Basis ey kennt:

n n n n n
Au = Z ukAek = Z uk (Z Aikei> = Z (Z Aikuk> e;.
k=1 k=1 i=1 k=1

i=1

D.h. die Koordinaten v* des Bildvektors v = Au bzgl. einer Basis ey sind gegeben
durch
. n .
vt = Z Alkuk,
k=1

also durch Matrixmultiplikation der Matrixdarstellung von A mit den Koordinaten des
Vektors bzgl. der Basis ey. Bei Basiswechsel gilt natiirlich

n
ot= > Ahak
k=1

d.h., wir haben wieder das gleiche Resultat wie oben: die Regel, wie die Bilder unter Abbil-
dung zu berechnen sind, ist unabhiingig von der Wahl der Basis. Haben wir also das Bild ei-
nes Vektors unter einer Abbildung zu bestimmen, so wahlen wir eine Basis, bestimmen
die Koordinatendarstellungen von Vektor und Abbildung bzgl. dieser Basis, fiithren die
Matrixmultiplikation durch und erhalten so die Koordinaten des Bildvektors.

3.1.3 Tensoren

Zum Schluss betrachten wir multilineare Abbildungen T : (V*)" x V¥ — R, sogenann-
te Multilinearformen oder Tensoren. Ein (r, s)-Tensor ist also eine reellwertige Abbil-
dung mit r + s Argumenten, von denen r bzw. s Stiick in V* bzw. V liegen,

T(',...,&",vi,...,vs) €R
und die in jedem Argument linear ist. Die Anzahl der Argumente nennt man auch
Tensorstufe. Der Tensor heifst r-fach kontravariant und s-fach kovariant, wenn r bzw.

s seiner Argumente aus V* bzw. V sind.

Ganz analog zu einer gewohnlichen linearen Abbildung, ldsst sich auch einem (r,s)-
Tensor eine Koordinatendarstellung zuordnen. Wir wéhlen eine Basis e; in V, ihre dua-
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le Basis w'in V* und schreiben

n n
1 1 i k
oc:Zochw‘, v1:Zv]‘ek1,
= k=1
n
2 2 i k
0% :Zocizwz, vz:szzekz,
=1 ko=1

n n
T T i, k.
X = E ocirw T Vg = E VTS eks.

ir=1 ks=1

Einsetzen in T und Ausnutzen der Multilinearitéit ergibt nach etwas Rechnerei

1 T
T(a', ..., " v1,...,Vs)
n
— 1,2 T ki, ke ks Ti1iz...1 3.1.4
- Z Xy &F, - GV VYR VST "k ks - ( )
i i =1
Ki,... ke=1

wobei wir die n{™$ Skalare Th2-try | durch Auswerten der Abbildung T auf
allen moglichen Kombinationen von Basisvektoren erhalten

1.1 — i i i
Th® Tk1k2...ks — T(w ])wz»'”)w r)ek]\ekz)“-)eks)'

Wir haben wieder als Rechenvorschrift zu interpretieren: wollen wir das Bild
der Abbildung berechnen, dann wéahlen wir wieder eine Basis in V, die zugehorige
duale Basis in V*, berechnen die Koordinatendarstellung von T und erhalten das Bild
schlieSlich durch Ausfiihren der linglichen Summen. Wieder ist wichtig festzuhalten,
dass diese Rechenvorschrift nicht von der Wahl der Basis abhiingt.

Beispiele

e Jeder Kovektor o € V* ist ein (0, 1)-Tensor, also von 1. Stufe und einfach kovari-
ant.

e Ein Vektor u € V ist ein (1,0)-Tensor also 1. Stufe und einfach kontravariant,
denn er definiert eine Abbildung V* — R, o — («, V).

Kronecker-Tensor ‘ e Der (1,1)-Kronecker-Tensor 5 ist definiert durch die Abbildung V* xV — R,

(o, u) = (&, u).
Ubung 3.2: Wie sieht die Koordinatendarstellung bzgl. einer Basis aus? Und wie bzgl.
einer beliebig anderen Basis?

e Jede lineare Abbildung V — V lasst sich als Tensor 2. Stufe, einfach ko- und
einfach kontravariant auffassen.
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Ubung 3.3: Wie sieht die entsprechende Multilinearform aus. Was ergibt sich fiir die
Identitatsabbildung?
Ubung 3.4: Man zeige, dass V* x V isomorph zur Menge aller linearen Abbildungen
V — Vist.
Ubung 3.5: Wie erklirt sich die Bezeichnung r-fach kontravariant und s-fach kovariant fiir
einen (1, s)-Tensor?

Mit Tensoren kann man rechnen. Es gibt folgende Rechenoperationen:

(i) Linearkombination von (r, s)-Tensoren T und S mit Skalaren p und q:

(pT+qS)((X],...,CXr,u],...,US)
Z:pT(OC1,...,O(T,U],...,us)+qS(CX],...,er,u],...,us).

(i1) Auferes oder Tensor-Produkt von zwei beliebigen Tensoren: ist Ty bzw. T, ein
(r1,81)-bzw. (12, s2)-Tensor, dann ist Ty ® T, ein (17 + 12, s1 + s2)-Tensor, definiert
durch die Vorschrift

T] ®T2((X‘|,...,OCT]+7'Z,U],...,US]+SZ)

= T](O(‘],...,O(r],U],...,US] )TZ((XT‘]-FIV")OCT1+T2)uS]+1)"'»uS]+Sz)

(iil) Verjungung oder Kontraktion eines (r,s)-Tensors T, r,s > 1, definiert durch

i ~ ~
GjT(oq,...,oci,...,ocr,uh...,uj,...,us)
n
— k
.—ZT((X],...,(J) ,...,O(r,U],...,ek,...,us)
k=1

d.h. die Verjiingung {iiber die 1, j Stellen entsteht dadurch, dass man als j-tes Ar-
gument einen Basisvektor und als i-tes Argument den entsprechenden dualen
Basisvektor verwendet und dann tiber alle Basisvektoren summiert.

(iv) Schliefilich gibt es noch die Operation der Argumentvertauschung: Ist T ein
(r, s)-Tensor, dann ist durch

Tty ey Oy ey Gy ee ey Wy ) = Ty Oy e e ey Oy ey U, )

ein weiterer (r,s)-Tensor definiert, der aus T durch Vertauschen der Argumente
«; und «; entsteht. Entsprechendes gilt fiir das Vertauschen der Argumente aus
V.

Es ist tiblich die Skalare, also den Korper iiber dem V definiert ist (hier also R) mit den
(0,0)-Tensoren gleichzusetzen. Die (1, s)-Tensoren bilden unter (i) einen Vektorraum.

Ubung 3.6: Welche Dimension besitzt dieser Vektorraum?

Die Menge aller Tensoren bildet unter (i) und (ii) eine Algebra, die Tensoralgebra
tiber V. Diese Tensoralgebra kann iiber jedem Vektorraum konstruiert werden.
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Einsteinsche Sum-
menkonvention

Es ist offensichtlich, dass die Struktur eines Tensors etwas kompliziert ist. Die Anga-
be eines Symbols, z.B. T alleine, geniigt nicht, um die Stufe oder die Anzahl von ko-
und kontravarianten Argumenten anzugeben, geschweige denn, um damit rechnen zu
konnen. Andererseits ist das explizite Rechnen mit diesen Grofsen ebenfalls aufwen-
dig. Auch wenn das Ergebnis basisunabhédngig ist, mufs man bei solchen Rechnungen
immer eine Basis spezifizieren, bzgl. der man die Rechnungen ausfiihrt. Wir werden
daher eine Notation verwenden, die beiden Bediirfnissen Rechnung tragt: expliziter
als die rein mathematische Notation und nicht ganz so explizit wie beim konkreten
Rechnen.

Index-Notation Wir stellen einen (r, s)-Tensor als ein Symbol
TP a

mit r oberen und s unteren Indizes. Die Indizes sind vom vorderen Teil des Alphabets
genommen (a, b, ...). Die Bezeichnung der Indizes ist irrelevant. Wichtig ist nur ihre
Stellung relativ zu den anderen Indizes. So bezeichnet z.B. T%°, einen Tensor gleichen
Typs wie T4,

Ein Vektor wird als v dargestellt, ein Kovektor als «q. Die duale Paarung («,u) geht
tiber in die Darstellung oqau® und ist so zu interpretieren: wenn wir eine Basis und
duale Basis wahlten, « und u bzgl. diesen Basen darstellten, dann miissten wir die
duale Paarung iiber
n
Z OCiLLi
i=1

berechnen. Die Index-Notation x,u® ist also eine symbolische Erinnerung daran, wie
die Ausdriicke im konkreten Fall zu berechnen waren. Man beachte, dass die Summen-
zeichen weggelassen werden. Dies ist nicht tragisch, wenn man verabredet, dass tiber
gleiche Indizes, die einmal oben und einmal unten erscheinen, summiert werden soll.
Dies ist die Einsteinsche Summenkonvention. Die Indizes haben keine ‘konkrete” Be-
deutung in dem Sinne, dass sie als Platzhalter stiinden fiir die Zahlen 1 : n. Sie haben
vielmehr eine ‘buchhalterische Bedeutung’, denn ihre Stellung deklariert den Typ des
Objekts. Sie haben eine dhnliche Funktion wie der Pfeil in T oder die Druckerschwirze
in u, nur dass sie noch mehr Information tragen.

Eine lineare Abbildung A : V — V, also einen (1, 1)-Tensor, stellen wir in der Form
A%
dar, das Bild eines Vektors u® unter dieser Abbildung wird dann
A%pub. (3.1.5)

Insbesondere hat die Identitdts-Abbildung, also der Kronecker-Tensor, die Darstellung
0% und es gilt fiir jeden Vektor u®

5% ul =u
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Schliefslich betrachten wir noch die Rechenoperationen fiir Tensoren mithilfe dieser No-
tation. Die Linearkombination zweier (v, s)-Tensoren T%?. 4 und U%-P. 4 wird

.pTa...bcmd_{_ qua...bcmd.
Das dufiere Produkt zweier beliebiger Tensoren wird

aj...a aj...a
(TH% gy b, U %y p)

a...a a...a ay...a
= SOt e = T T o U My b

So ist z.B. das duflere Produkt zweier Vektoren u® und v® gegeben durch den (2,0)-
Tensor
T = b,

Die Kontraktion schreibt sich in dieser Notation extrem einfach

i. ..b | Ta..e.. b
G} :T¢ c..d— TG c..e..d

wobei der Index e an der i-ten Stelle oben und der j-ten Stelle unten steht. Ein Beispiel
fur eine solche Kontraktion ist die Spurbildung bei einer linearen Abbildung Spurbildung

tr: A% — A%,

Insbesondere gilt fiir die Identitdt ¢, = n = dimp V. Eine weitere Rechenoperation,
die sich durch Kombination von dufSerem Produkt und Kontraktion erreichen lisst, ist
die Uberschiebung oder Transvektion eines Tensors T%?. 4 mit einem Vektor u?, Uberschiebung
ausgedriickt in Index-Notation (vgl. (3.1.5))

a...b a a...b e
(T c.d U ) =T c..e..dU .

Die Auswertung eines Tensors Te-b. 4auf seinen Argumenten wird allgemein so dar-

gestellt (vgl. (3.1.4))

a...b 1 T, C d
TP a%g...qpuy... ug.

Damit erklart sich auch die Operation der Argumentvertauschung in Index-Notation,
z.B.
T/a...b...C...emf _ Tq,,,c___b___emf

und entsprechend fiir die unteren Indizes. Beispielsweise haben wir
T'(u,v) = THu? = Tyqu™P = T(v,u).

Da wir logischerweise nur Argumente gleichen Typs also Vektoren bzw. Kovektoren
vertauschen konnen, konnen wir auch nur obere Indizes mit oberen vertauschen und
untere Indizes mit unteren.

Zwei wichtige Operationen sind die Symmetrisierung und die Antisymmetrisierung ] Symmetrisierung ‘

’ Antisymmetrisierung‘
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symmetrischer Ten-
sor

antisymmetrischer
Tensor

total (an-
ti)symmetrisch

eines Tensors. Als Beispiel betrachten wir einen (0,2)-Tensor Tqp,. Wir konnen immer
schreiben
Tav = % (Tab + Tba) + % (Tab - Tba) = Sab + Aab-

Die beiden Summanden Sy, und A gy haben Symmetrie-Eigenschaften
Sab = Sba» Aab = *Aba'

Der Tensor Sy ist ein symmetrischer Tensor, wihrend A 41, ein antisymmetrischer
Tensor ist. Sie entstehen aus Tq, durch Symmetrisierung bzw. Antisymmetrisierung.
La. wird ein (0, s)-Tensor symmetrisiert durch die Vorschrift

1
T(11 ... = T(a1...(13] = g ZT‘ln(l)-"aﬂ(s)'
7T

Dabei ist 7t eine Permutation der Zahlen 1,2, ..., s. Die Antisymmetrisierung eines Ten-
sors wird durch

1
Ta1...as = T[Cl] ..ag] — a Z(_])T[Taﬂ(”...aﬂ(s))

7T

erreicht. Dabei ist (—1)™ das ‘Signum’ der Permutation 7, also

(—1)™ = +1 mist eine gerade Permutation
| =1 misteine ungerade Permutation

Konkret ist z. B. die (Anti-) Symmetrisierung eines (0, 3)-Tensors gegeben durch

1
V( abc) = g (Vabc + Vbca + Vcab + Vbac + Vcba + Vacb)

1
V[abc] = g (Vabc + Vbca + Vcab - Vbac - Vcba - Vacb) .

Ein Tensor T, p heifst total (anti)symmetrisch falls T, ., = T ) bzw. To b = Tiq._y)
gilt. Alle oben genannten Operationen lassen sich natiirlich auch fiir obere Indizes durchfiih-
remn.

Symmetrie-Eigenschaften von Tensoren sind wichtige Hilfsmittel, die beim Rechnen
mit Tensoren oft grofle Vereinfachungen mit sich bringen. Als Beispiel seien genannt:

1. (Anti-)Symmetrisierung ist ein Projektor, d.h. zweimalige Anwendung dndert nichts
am Ergebnis. Ist z.B. Tqpcde = Ugbede), dann ist

Tiabedd = Ufiabede) = Ujabede) = Tabede-

2. Andererseits schlieffen sich Symmetrisierung und Anti-Symmetrisierung gegen-
seitig aus. Im obigen Beispiel gilt
Tiabeae) = Uffavbcae)) = 0.

Symmetrisierung und anschlieffende Anti-Symmetrisierung (und umgekehrt) er-
geben Null.

Ubung 3.7: Zeigen Sie diese Eigenschaft.
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3. Fir einen symmetrischen (0, 2)-Tensor S, und einen antisymmetrischen (2, 0)-
Tensor AP gilt identisch
APS = 0.

Ubung 3.8: Zeigen Sie diese Eigenschaft.
4. Fir einen Tensor Vpe mit Vape = Vgipe Und Vape = Vg gilt identisch

Vabe = 0.
Ubung 3.9: Zeigen Sie diese Eigenschaft.

3.2 Anwendung: Euklidische Geometrie, Vektorrechnung

Als kurze Anwendung des entwickelten Tensor-Kalkiils betrachten wir nun die Eukli-
dische Geometrie, ohne jedoch zu sehr in die Tiefe zu gehen. Das Ziel ist es, bekannte
geometrische Strukturen mit den Augen eines ‘“Tensorikers’ zu betrachten und erste
Rechnungen zu machen.

Wir betrachten wie bisher einen (endlich dimensionalen) Vektorraum V tiiber R, der
nun aber zusitzlich mit einem inneren Produkt, auch oft Metrik genannt, ausgestattet
sei, also einen Hilbertraum. Das innere Produkt ist eine Abbildung

VxV =R, (u,v) = (u|v)
mit den Eigenschaften
1. (- | -) ist bilinear.
2. (- | -) ist symmetrisch: fiir alleu, v € V ist

(ulv)y=(wlu).
3. (- | -) ist positiv definit:
(ulu) >0, fiir alle u # 0.

Die hier wesentliche Eigenschaft ist zunédchst die erste. Das innere Produkt ist eine Bili-
nearform auf V und damit natiirlich ein (0, 2)-Tensor, den wir mit

Jab

bezeichnen. Die zweite Eigenschaft charakterisiert diesen Tensor als symmetrisch, al-
so

Jab = gba = I(ab) = FabuV’ = gapvuP.
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Senken von Indizes \

Die dritte Eigenschaft schliefllich schreibt sich in Index-Notation
gapuu® >0, fir alle u® # 0.

Wesentlich an dieser Eigenschaft ist fiir uns nicht die Positivitdt, sondern die daraus
resultierende Regularitit der Bilinearform:

(ul)=0 & u=0.

Diese Regularitit erlaubt es ndmlich V mit V* bzw. Vektoren und Kovektoren zu iden-
tifizieren. Jeder Vektor u € V definiert eine Linearform, also eine lineare Abbildung
VYV — Rvia

vi= (ulv).
Die so vermittelte Abbildung V. — V*, u +— (u|-) ist injektiv und daher bijektiv. Sie

ist also ein kanonischer Isomorphismus, der es erlaubt Vektoren und Kovektoren, die
ein-eindeutig aufeinander abgebildet werden, zu identifizieren.

Bemerkung Ist auf einem (endlich dimensionalen) Vektorraum V eine regulire Bilinear-
form definiert, dann sind V und V* isomorph. Man muss daher nicht zwischen Vektoren und
Kovektoren unterscheiden.

In Index-Notation stellt sich dieser Sachverhalt so dar. Die Bilinearform g, definiert
die Abbildung V — V*
u® i gapu’ = Ug

Die Index-Stellung an U, signalisiert automatisch, dass es sich hierbei um einen Ko-
vektor handelt. Die Tatsache, dass die Abbildung u® — U, bijektiv ist, erlaubt es uns,
das Bild von u® unter dieser Abbildung mit u, zu bezeichnen, denn es kann keine
Mehrdeutigkeit geben. Wir haben also

a
JabU = Up,

was zu der Rechenregel Anlaf8 gibt: Die Metrik wird zum Senken von Indizes verwendet.
Die Umkehrabbildung V* — V ordnet jedem Kovektor «y, den eindeutig definierten
Vektor «® zu, der dadurch definiert ist, dass fiir alle Vektoren v®

apv® = gapxv®
gilt. Sie hat also die Index-Notation G° und es gilt

u® = Gabgbcuc — 6guc

fiir beliebige Vektoren u®. Es ist also G%gpe = 8¢ und wir erhalten damit die weitere
Beziehung

Gabgacgbd = gacég = 0Ocd,
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iante  Me-

on Indizes

d.h., werden die Indizes von G P mit der Metrik gesenkt, erhalten wir gerade die Metrik
zuriick. Man nennt daher oft G°* die kontravariante Metrik und bezeichnet sie mit g®.

Ubung 3.10: Zeigen Sie, dass g®® = g¥¢ gilt.
Die kontravariante Metrik kann zum Heben von Indizes verwendet werden.

Wollen wir mit der Metrik explizit rechnen, miissen wir eine Basis einfiihren. Die Me-
trik erlaubt es uns, eine besondere Klasse von Basen zu betrachten, die Orthonormal-
basen. Eine Orthonormalbasis (ONB) ist ein n-tupel von Vektoren (ef,e$, ..., es) mit

der Eigenschaft
1 furi=k
eleb —
Jabfifi {o fiir i £k

Die Matrix- oder Koordinatendarstellung des Tensors gqy bzgl. einer ONB ist daher

10
0 1
(gi)ik=1m = |0 0

— O O

die Einheitsmatrix. Beziiglich einer beliebigen Basis ist dies offensichtlich nicht der Fall.
Die Matrix ist jedoch immer notwendigerweise symmetrisch und reguldr (ihre Deter-
minante ist von Null verschieden).

Soweit zur Metrik. Es gibt noch einen weiteren Tensor, der auf einem n-dimensionalen
Vektorraum V definiert werden kann. Je n Vektoren uy, ..., u, spannen ein Parallelepi-
ped auf. Dessen Volumen 7V ist eine reelle Zahl. Die Abbildung, die jedem n-tupel von
Vektoren, das Volumen des von ihnen aufgespannten Parallelepipeds zuordnet, ist li-
near. Es handelt sich also wieder um einen Tensor, und zwar n-fach kovariant. Er heifst
Volumenform und wir bezeichnen ihn mit

€ab...c»

Damitist V = eab___cuﬁlulzj ...u&. Sind in diesem Ausdruck zwei der Vektoren einander

gleich, dann ist das aufgespannte Parallelepiped entartet, sein Volumen V = 0. Es ist

also

a b c d
€a.boc.dUy...Ui...Ug...ug =0

falls fiir i # k die Vektoren u{* = uy gleich sind.

Ubung 3.11: Zeigen Sie, dass der Tensor ¢ gy, ¢ fotal antisymmetrisch ist
€ab...c = €lab...c]-

Man kann zeigen, dass je zwei total antisymmetrische (0,n)-Tensoren auf einem n-
dimensionalen Vektorraum einander proportional sein miissen. Um die Volumenform
eindeutig festlegen zu konnen, miissen wir daher nur angeben, welchen Wert sie fiir

29

] Orthonormalbasis

] Volumenform




eine Basis annimmt. Wir setzen also das Volumen eines n-dimensionalen Einheitswiir-
fels, also desjenigen Parallelepipeds, das von einer ONB aufgespannt wird gleich 1. Es
gilt also fiir eine ONB

a,b [¢
€ab...c€1€3 ... = &€12.n = 1)

und daher
+1 falls (i1,12,...,1n) eine gerade Permutation ist,
€i11p..in = § —1 falls (i1,12,...,1in) eine ungerade Permutation ist,
0 sonst

Ubung 3.12: Was ergibt sich fiir eine beliebige Basis?

Zum Schluf spezialisieren wir uns auf den 3-dimensionalen Fall. Wir haben dann eine
Metrik gqp und einen total antisymmetrischen (0, 3)-Tensor ¢ o vorliegen. Sei (ef, e, e$)
eine ONB und (w}, wZ, w3) die dazu duale Basis (warum ist w} = gqpe? fir i =
1,2,3?) Aus dieser dualen Basis konstruieren wir einen total antisymmetrischen (0, 3)-
Tensor
Qape == wﬂaw%wé.

Da solche Tensoren proportional zueinander sind, mufs es eine reelle Zahl c geben, so
dass Qgpe = Cegbe gilt. Wir bestimmen diese Zahl, indem wir die beiden Formen auf
einer Basis auswerten. Dazu verwenden wir natiirlich am geschicktesten die vorgege-

bene ONB. Es ist

1
1,23 2.3 1 3,..1..2
Qabe = 3 (wawbwc+ WaWpEWe + WaWpWe
2..1..3 3.2 1 1.3 2
— WaWpWe — WaWpW, — wawbwc> ,
so dass
1
a,b_c
Qabce] 6263 = =

und wegen eabce$e‘2°e§ =1 folgtc = % und damit

1,2 3
Eabe = OW [ WHWY.

Wir konnen nun auch einen total antisymmetrischen (3, 0)-Tensor £9b¢ einfithren, in-
dem wir die Indizes an ¢ qp mit der Metrik heben. Mit einer ganz analogen Uberlegung
wie oben bekommen wir das Resultat

abe _ g la b
e =6e; eje;.

Wir interessieren uns jetzt fiir den (3, 3)-Tensor

def
Eabcf .
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Dieser muss proportional sein zu dem (3, 3)-Tensor
IR

denn beide Tensoren sind total antisymmetrisch jeweils in ihren oberen und unteren
Indizes. Es gibt also wieder eine reelle Zahl c, so dass

Eapce e = cé[féf)ég

gilt. Um die Zahl ¢ zu bestimmen, benutzen wir wieder die ONB. Da 626{1 = e{i fir
i=1,2,3 gilt erhalten wir

d d ¢
gdef — gdefe 1 efebe§ = cois 6%6? efedes = ce[1 egeg =z gdef,
also ist ¢ = 6. Wozu ist die Identit

Eabce 4 = 65 55¢

nun gut? Zunichst einmal erhalten wir daraus noch einmal drei weitere Identitdten
durch sukzessive Kontraktion iiber die Indizes

Eqvee %¢F = 6861 — 51 6¢, (3.2.1)
Eabee @0 =26, (3.2.2)
€abet ¢ = 6. (3.2.3)

Ubung 3.13: Leiten Sie diese Relationen her.

Es seien zwei Vektoren u®, v¢ gegeben, dann kénnen wir den Kovektor
Eabct Ve
bilden und danach durch Heben des Index einen Vektor w® konstruieren
w® = g% gpeutve.

Damit haben wir je zwei Vektoren auf antisymmetrische bilineare Weise einen weiteren
Vektor zugeordnet. Es handelt sich hierbei also um ein Vektorprodukt.

Ubung 3.14: Uberzeugen Sie sich davon, dass dies genau das iibliche Kreuzprodukt ist, Kreuzprodukt

WwW=uxmw.

b

Im Ubrigen ist fiir beliebige Vektoren u¢, v°, w¢

b

Eabct VW = (W u x V).
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Bekanntlich gibt es zwischen innerem Produkt und Kreuzprodukt einige Identititen:

ux (vxw)=vu|w)—wulv) (3.2.4)
uxviwxt)y=(ulw)v|t)—(ult)(v|w), (3.2.5)
(uxv)x(wxt)=u|lwxt)hv—(viwxt)u (3.2.6)

Um (3.2.6) zu beweisen, formulieren wir die linke Seite in Index-Notation
€%be (sbdeudve) <5°fhwfth> = udvewfth (eabcsbdeecfh)
und verarbeiten das dreifache Produkt der ¢’s weiter. Wir erhalten mit Hilfe von (3.2.1))

a b c a b c abc bca
€ bc€ de€ fh = (E bcé de) € fh = (E Ebde) Ecfh = <€ Ebde) €cfh

= (03de —0gd¢) ecth = Eafnde — €efndg
Setzen wir dies wieder oben ein, so ergibt sich
UNEWHN (e gmd® — eemnd?) = (eamudwith) ve — (eemvewith) u®
e d

und damit die rechte Seite von (3.2.6).

Ubung 3.15: Beweisen Sie die tibrigen Identititen.
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4 Lorentz-Geometrie und
Minkowski-Raum

In diesem Kapitel wird ein kurzer Abriss der Speziellen Relativitdtstheorie gegeben.
Das Ziel ist es, den geometrischen Rahmen zu présentieren, in dem sich die lokale
Physik abspielt, d.h., wenn man gravitative Wechselwirkungen ignoriert. Da dies im
Hinblick auf die spitere allgemeine Theorie geschieht, ist der Zugang geometrisch, die
physikalische Motivation tritt in den Hintergrund. Zu diesem Aspekt sei auf die ein-
schlagige Literatur Verwieserﬂ

4.1 Die relativistische Raumzeit

Gemifd dem Galileischen Relativitatsprinzip lauft die Physik in jedem Inertialsystem
gleich ab. Hat man einmal verabredet, was man unter dem Begriff ‘Inertialsystem’ ver-
stehen will, dann folgt aus dem Relativitdtsprinzip, wie sich die Raumzeit mathema-
tisch beschreiben léisstﬂ Beobachten wir z.B. in einem Inertialsystem eine gleichformige
Bewegung, dann ist diese in jedem Inertialsystem gleichférmig. Eine solche Bewegung
wird durch eine lineare Beziehung zwischen den inertialen Raum- und Zeitkoordina-
ten charakterisiert. Beim Ubergang von einem Inertialsystem zum anderen muf diese
Eigenschaft erhalten bleiben. Daher kann es sich bei der Transformation zwischen zwei
Inertialsystemen nur um eine affine Abbildung handeln. Dies bedeutet:

Die speziell-relativistische Raumzeit ist ein affiner Raum.

Darunter ist folgendes zu verstehen. Die Raumzeit M ist eine Menge von Ereignis-
sen, Raumzeitpunkten wie “hier-jetzt’, die durch die Angabe von vier reellen Zahlen
(£0,&1 &2 £3), den Koordinaten, charakterisiert werden konnen. Die affine Struktur
entsteht durch die Angabe einer Abbildung M x M — V in einen Vektorraum V, die je
zwei Ereignissen P, Q € M einen Vektor vec(P, Q) zuordnet und die Eigenschaft besitzt,
dass fiir je drei Ereignisse O,P,Q € M

vec(O,P)+vec(P,Q) =vec(0,Q)

1vgl. auch das Skript zur Vorlesung ‘Spezielle Relativitatstheorie’, erhiltlich iiber die URL http: //www .
tat.physik.uni-tuebingen.de/~Jjoergt

2Zur logischen Herleitung der mathematischen Struktur der Raumzeit sei das Buch von H. Weyl Raum—
Zeit-Materie warmstens empfohlen.
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http://www.tat.physik.uni-tuebingen.de/~joergf
http://www.tat.physik.uni-tuebingen.de/~joergf

gilt. Dann gilt vec(P,P) = 0 und vec(P,Q) = —vec(Q, P). Wir konnen uns den Vek-
’ Translation ‘ tor vec(PQ) als Translation vorstellen, die das Ereignis P in das Ereignis Q verschiebt

(rdumlich und/oder zeitlich). Wahlen wir uns ein Ereignis O, den Ursprung ein fiir
’Ursprung ‘ allemal aus, dann bekommen wir eine Abbildung, die jedem Ereignis P den Vektor

vec(OP) zuordnet und wir fordern, dass diese Abbildung bijektiv sei. Der Vektor vec(OP)
| Ortsvektor | wird dann als Ortsvektor von P bzgl. des Ursprungs O bezeichnet.

Ereignisse in der Raumzeit lassen sich demnach eindeutig charakterisieren, indem man
ihren Ortsvektor bzgl. eines Ursprungs angibt. Man beachte jedoch, dass diese Be-
schreibung von der Wahl des Ursprungs abhangt. Andert man den Ursprung, so d&ndert
sich auch der Ortsvektor. GewissermafSen haben wir fiir jede Wahl eines Ursprungs-
Ereignisses den Raum der Ortsvektoren bzgl. dieses Ursprungs zu betrachten. Die Struk-
tur der Raumzeit der speziellen Relativitdtstheorie ist gerade so, dass diese "lokalen’
Vektorrdume identisch sind. Es sind gerade die Translationen, die die lokalen Vektor-
raume aufeinander abbilden.

Das zweite von Einstein aufgestellte Prinzip formuliert die ‘Konstanz der Lichtgeschwin-
digkeit’: Die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichts im Vakuum ist unabiingig vom Bewe-
gungszustand der Quelle. Aus diesem Prinzip ergibt sich eine geometrische Konsequenz
fiir den Vektorraum V:

Lorentz-Metrik Der Vektorraum V triigt eine Lorentz-Metrik.

Dadurch wird dem der Raumzeit zugeordneten Vektorraum und damit der Raum-
zeit selber eine wesentliche Struktur aufgepragt. Man nennt die so definierte Raumzeit
die Minkowski-Raumzeit M und den ihr zugeordneten Vektorraum, den Minkowski-
Vektorraum.

Minkowski-
Raumzeit

Es gibt also auf V einen symmetrischen (0, 2)-Tensor 14 mit der Eigenschaft, dass seine
Matrixdarstellung (1) «_o.3 Pzgl. einer beliebigen Basis, welche immer eine symme-
trische Matrix ist, auf die Normalform

gebracht werden kann. Die Lorentz-Signatur (1,—1,—1,—1) ist charakteristisch fiir die
Metrik, in dem Sinne, dass sie unabhiingig von der gewiihlten Basis ist (Sylvestersches
Tragheitstheorem). Eine Basis, bzgl. der die Matrixdarstellung genau diese Normalform
Inertialsystem besitzt, heifst (Pseudo-) ONB, (lokales) Inertialsystem oder (lokales) Bezugssystem.

Die so definierte Bilinearform ist reguldr und wir konnen daher V und V* identifizieren,
also in der Index-Schreibweise Indizes mit der Metrik senken und mit der kontravari-
anten Metrik heben.
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Die unterschiedlichen Vorzeichen in der Signatur haben schwerwiegende Konsequen-
zen: es gibt unterschiedliche Klassen von Vektoren: wir konnen fiir jeden Vektor u®
sein Betragsquadrat 1., u®u® bilden. Nun ist dieses Betragsquadrat kein echtes Qua-
drat, denn diese Zahl kann positiv wie negativ sein. Wir nennen daher einen beliebigen
Vektor v zeitartig, raumartig, bzw. lichtartig, wenn ngpv a,b positiv, negativ oder Null
ist. Eine weitere Unterteilung ergibt sich fiir kausale Vektoren, also zeit- und lichtar-
tige Vektoren. Wir wahlen einen beliebigen zeitartigen Vektor t fest aus und nennen
jeden kausalen Vektor u® zukunftsweisend, wenn Napt®u®l >0 gilt. Entsprechend de-
finieren wir als vergangenheitsweisend jene kausalen Vektoren fiir die nqpt*u® < 0.
Dadurch haben wir eine Zeit-Orientierung fiir kausale Vektoren festgelegt.

Ubung 4.1: Zeigen Sie, dass diese Zeit-Orientierung unabéngig von der Wahl des Referenzvek-
tors t% ist in dem Sinne, dass die Zeit-Orientierung bzgl. eines anderen zeitartigen Vektors, der
bzgl. t¢ Zukunffcsgeric'htet ist, mit der Zei.t.—Or.ientierun%)bzgl. ’Fa ijbereinstimmt. . '
Ubung 4.2: Zeigen Sie, dass Vektoren, fiir die nqpt“u” = 0 ist, notwendigerweise raumartig
sind.

Es gibt also fiinf unterschiedliche Klassen von Vektoren. Wie teilen sich diese den gan-
zen Vektorraum auf? Zur Beantwortung dieser Frage wahlen wir eine ONB und be-
rechnen das Skalarprodukt eines Vektors v® =v%§ +v'e® +v2e$ +v3e$. Es folgt

nav® = (1) = (v) = () - ()

Fiir lichtartige Vektoren gilt dann

VWO = :I:\/(\ﬂ)2 +(v2)2 + (v3)?

Diese Vektoren bilden also einen (Doppel-) Kegel, den Nullkegel. Der erste Basisvektor
eg ist zeitartig, so dass wir ihn zur Festlegung der Zeit-Orientierung benutzen kénnen.
Dann sind kausale Vektoren zukunftsweisend, wenn v° > 0 ist. Der Nullkegel zerfllt
in zwei Halbkegel, den Zukunftskegel mit Vektoren fiir die v’ > 0 und den Vergan-
genheitskegel, wo v° < 0 gilt.

Der Nullkegel teilt den Vektorraum V in drei disjunkte Gebiete, das jeweilige Innere der
beiden Halbkegel und deren gemeinsames Aufleres. Der erste Basisvektor selbst liegt
im Inneren des Zukunftskegels, welches daher genau die zukunftsweisenden, zeitar-
tigen Vektoren umfasst. Das Innere des Vergangenheitskegels besteht dann aus den
vergangenheitsweisenden, zeitartigen Vektoren und das Aufiengebiet des Nullkegels
schliefllich besteht aus allen raumartigen Vektoren.

In der Euklidischen Geometrie spielt die Drehgruppe eine herausragende Rolle, die
darin begriindet ist, dass diese Gruppe die Metrik invariant ldsst. In analoger Weise
konnen wir hier nach der Invarianzgruppe der Metrik fragen. Wir interessieren uns
also fiir Abbildungen S : V — V, die (i) linear sind und (ii) die Metrik invariant lassen.
Die Linearitit erlaubt es uns, S als (1, 1)-Tensor SS9, zu schreiben. Wir suchen nun also
Abbildungen v® — 9¢ = S4,v® mit

Nap?*1° = napveu®
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tur beliebige Vektoren u® und v Setzen wir hier die Ausdrticke fiir die Bildvektoren
ein, ergibt sich
Ned = NabS%S%a

als Bedingung an die Abbildung S. Beztiglich einer ONB mufs die Matrixdarstellung
S = (Sik)i,k:o;g, also die Gleichung

3
M= Y MmSiS™,  1,k=0:3

1,m=0
erfiillen. In Matrizenschreibweise lautet diese GleichungE]
n =S"qS.

Diese Relation bestimmt die Matrixdarstellung der gesuchten Abbildungen. Offensicht-
lich ist (detS)? = 1, die Abbildungen also alle umkehrbar. Es wird damit folglich ei-
ne Gruppe definiert. Diese Gruppe heifst Lorentz-Gruppe. Sie spielt im Rahmen der
Lorentz-Geometrie die gleiche Rolle wie die Drehgruppe in der euklidischen Geome-
trie.

Die Elemente der Lorentz-Gruppe, die Lorentz-Transformationen haben offensicht-
lich die Eigenschaft, eine ONB, also ein lokales Bezugssystem, in ein anderes solches
abzubilden. Darin liegt die physikalische Bedeutung der Lorentz-Gruppe. Sie bildet (im
Rahmen der Speziellen Relativitdtstheorie) Inertialsysteme auf Inertialsysteme ab.

4.2 Physikalische Interpretation

Wie teilt sich diese Struktur im Minkowski-Vektorraum nun der Minkowski-Raumzeit
selbst mit? Zu je zwei Ereignissen P und Q in M gibt es genau einen Vektor in V. Das
Betragsquadrat A(P, Q) dieses Vektors heisst invariantes Abstandsquadrat von P und
Q. Man beachte, dass dies eine Verallgemeinerung des iiblichen Abstandsbegriffs ist,
da das invariante Abstandsquadrat positiv, negativ aber auch Null werden kann. Der
Vektor zwischen P und Q fillt in genau eine der fiinf verschiedenen Klassen. Man nennt
daher die Ereignisse P und Q zeitartig, raumartig oder lichtartig getrennt, wenn ihr
Verbindungsvektor zeit-, raum- oder lichtartig ist. Entsprechend sagt man ‘P geht Q’
voraus, bzw. ‘Q folgt P’, wenn der Vektor von P nach Q zukunftsgerichtet ist.

Wihlen wir uns ein Ereignis O als Ursprung, dann lassen sich alle anderen Ereignisse P
als Ortsvektoren bzgl. O darstellen. Von besonderem Interesse sind die Ereignisse, die
von O lichtartig getrennt sind. Sie bilden einen Kegel mit Vertex in O, den Lichtkegeﬁ
von O. Die zeitartig von O getrennten Ereignisse liegen im Inneren des Lichtkegels,

3Dies ist zu vergleichen mit der definierenden Relation StS = 1 fiir die Drehgruppe im Eukildischen
Vektorraum.
4Man beachte, der Nullkegel besteht aus Vektoren, der Lichtkegel aus Ereignissen.

36



die raumartig getrennten Ereignisse im Aufleren. Da wir jedes Ereignis als Ursprung
nehmen diirfen, befindet sich somit an jedem Ereignis der Raumzeit ein Lichtkegel.

Wie ist dieser Kegel nun physikalisch zu interpretieren? Die giangige Vorstellung ist die
eines Lichtsignals, ausgehend von einer punktférmigen Quelle, welches im Ereignis P
‘gezlindet” wird. Von P ausgehend breitet sich eine Wellenfront aus und tiberstreicht
eine Menge von Raumzeitpunkten, je ‘weiter weg’ umso ‘spiter’, weil sich das Signal
nicht unendlich schnell fortpflanzt, sondern eine endliche Ausbreitungsgeschwindig-
keit besitzt. Die Ereignisse ‘Empfang des Lichtsignals’ bilden also einen Kegel, den wir
mit dem Lichtkegel von P identifizieren. Der Lichtkegel besteht also aus genau den Er-
eignissen, die von P aus mit Lichtsignalen erreichbar sind. Hier ist es nicht wesentlich,
dass es sich um Licht als Medium handelt. Von Bedeutung ist lediglich, dass es eine
maximale Geschwindigkeit gibt, mit der sich physikalische Signale ausbreiten konnen.
Licht hat nun gerade die Eigenschaft sich (im Vakuum) mit dieser Maximalgeschwin-
digkeit auszubreiten. Andere Signale (Schall, geworfene Steine,...) ausgehend von P
breiten sich langsamer aus. Die jeweiligen Ereignisse Q ‘Signal empfangen’ folgen dem
Ereignis P nach (Kausalitét!). Sie sind von P zeitlich getrennt, liegen also im Inneren des
Zukunftskegels von P. Sie bilden die kausale Zukunft des Ereignisses P. Umgekehrt,
liegen alle Ereignisse, von denen aus man Signale senden kann, die in P ankommen, im
Vergangenheitskegel von P. Sie bilden die kausale Vergangenheit von P.

Ein sich bewegendes Teilchen iiberstreicht wahrend seiner Bewegung verschiedene
Raumzeitpunkte, die zusammen eine Linie y bilden, die Weltlinie des Teilchens. Je zwei
Ereignisse auf der Weltlinie sind zeitartig voneinander getrennt, denn sie werden durch
ein Signal, ndmlich das Teilchen selbst, miteinander verbunden. Ihr Verbindungsvek-
tor ist daher zeitartig. Betrachten wir zu einem Ereignis O auf der Weltlinie eine Folge
von spédteren Ereignissen Q) mit O = Q, dann bilden deren Ortsvektoren bzgl. O eine
Folge von zukunftsweisenden, zeitartigen Vektoren vec(OQx) = q%(A). Falls die Linie
glatt genug ist (was wir immer annehmen), dann ist auch der Grenziibergang

1
lim —q“(A
A—=0 7\q (A)
definiert und zukunftsweisend zeit- oder lichtartig. Eine Weltlinie y ist daher immer
eine kausale Kurve, in dem Sinne, dass ihr Tangentenvektor in jedem Ereignis zu-
kunftsweisend zeit- oder lichtartig ist.

Dies ist die Interpretation, die man einer Weltlinie unabhidngig von der Art und Weise,
wie die Kurve durchlaufen wird, also als Menge von Ereignissen, zusprechen kann. Sie
beruht auf der Existenz des Nullkegels, der durch die Metrik festgelegt ist. Der inva-
riante Abstand definiert aber nicht nur den Kegel, sondern zusatzlich auch eine Skala.
Es gibt viele Parametrisierungen fiir die gleiche Weltlinie, es ist jedoch eine darunter
ausgezeichnet. Hier kommt noch einmal die Metrik ins Spiel.

Zwei zeitlich getrennte Ereignisse P und Q haben positives invariantes Abstandsqua-
drat A(P, Q) und wir nennen t(P, Q) = +/A(P, Q) das invariante Zeitintervall zwischen
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den beiden Ereignissen. Sind nun O und Q, Ereignisse auf einer Weltlinie wie oben,
dann konnen wir zu jedem Wert des Parameters A die Zahl t(A) := (O, Qx) bilden.
Wir betrachten nun die Verhdltnisse t(A) : A, die angeben, wie sich das invariante Zei-
tintervall zwischen O und Q) zum jeweiligen Parameterwert A verhilt. Im Grenzfall
bilden wir N d
T T
LMy T al”
Dieser Grenzwert bedeutet, dass der Parameter A im Ereignis O mit dem invarianten
Zeitintervall im Verhiltnis  steht. Ist { = 1, dann laufen die beiden Parameter Tt und A
momentan synchron, d.h. A misst momentan die invariante Zeitdauer zwischen O und
einem infinitesimal benachbarten Ereignis auf der Weltlinie. Gilt ¢ = 1 auf der ganzen
Eigenzeit Weltlinie, dann nennt man den Parameter A Eigenzeit. Die Vorstellung ist dabei die,
dass auf der Weltlinie eine Uhr mitlduft, deren Zeitmessung als Parameter verwendet
wird. Man verwendet tiblicherweise die Bezeichnung 7 fiir die Eigenzeit einer Weltli-
nie.

Ist eine Weltlinie mit der Eigenzeit T parametrisiert, so folgt leicht, dass ihr Tangenten-
vektor u® zu jedem Zeitpunkt normiert ist

Uu® = Ngpuub = 1.

Ubung 4.3: Zeigen Sie, dass der Tangentenvektor einer mit Eigenzeit parametrisierten Weltlinie
normiert ist.

’ 4-Geschwindigkeit ‘ Der so definierte Tangentenvektor heisst (momentane) 4-Geschwindigkeit und dement-
sprechend ist die Ableitung der 4-Geschwindigkeit nach der Eigenzeit, also ihre mo-
’ 4-Beschleunigung ‘ mentane Anderung, die 4-Beschleunigung b®. Es gilt also

b =u“.
Die Normierungsbedingung an die 4-Geschwindigkeit hat zur Folge, dass

— d a b) _ a-b
O—a (nabu u ) = 2Ngpuu’.
Die 4-Beschleunigung steht also immer senkrecht auf der 4-Geschwindigkeit, ist daher

immer ein raumartiger Vektor.

Die gesamte Eigenzeitdauer T(P, Q), die zwischen zwei Ereignissen P und Q entlang
einer Weltlinie vy vergeht, bekommt man durch Integration entlang der Weltlinie

T(P,Q) = Ld’t.

Dies ist ganz in Analogie zur Definition der Bogenlédnge entlang einer Kurve im eukli-
dischen Raum. Ebenso wie dort die Bogenldnge von der Kurve zwischen zwei Punkten
abhéngig ist, so ist auch hier die Eigenzeit zwischen zwei Ereignissen davon abhédngig,
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wie die Ereignisse verbunden werden. Im euklidischen Fall ist die gerade Linie zwi-
schen zwei Punkten dadurch ausgezeichnet, dass ihre Lange minimal ist, alle anderen
Kurven zwischen den gleichen Punkten sind ldnger, sie machen einen ‘Umweg’. Im
Fall von Weltlinien in der Minkowski-Raumzeit ist die gerade Verbindungslinie zwi-
schen zwei Ereignissen ebenfalls ausgezeichnet, jedoch dadurch dass alle “Umzeiten’,
also Weltlinien zwischen den gleichen Punkten, kleiner sind als die Eigenzeit entlang
der geraden Linie (das ist die Lange ihres Verbindungsvektors). Dies ist eine Form des
Effekts der Zeit-Dilatation (vgl. unten) und stellt eine Auflésung des Zwillingsparado-
xons dar. Die Tatsache folgt aus der folgenden

Ubung 4.4: Zeigen Sie die ‘umgekehrte’ Dreicksungleichung: sind u® und v zwei zukunft-

gerichtete, zeitartige Vektoren dann ist auch w® = u® 4+ v® zukunftgerichtet, zeitartig, und es
gilt

VWawe > Vuqul 4 vava.

Eine Theorie ist nur dann eine ‘gute’, physikalische Theorie, wenn sie eine Verbindung
zum Experiment herstelliﬂ Sie muss darlegen, welche Grofien messbar sind und er-
klaren, unter welchen Umstdnden ein Experimentator welche Daten misst. Im vorlie-
genden Fall der Speziellen Relativitatstheorie dreht es sich um Raumzeit-Phanomene
und wir miissen uns daher zunichst einmal Gedanken machen, wie ein Experimen-
tator diese beschreiben wird. Dazu benétigen wir den Begriff eines Beobachters und
seines Bezugssystems.

Wir stellen uns also einen Physiker vor, der in seinem Labor Raumzeitphdnomene, also
Bewegungen, beobachtet. Um die Bewegung zu beschreiben, braucht er eine Uhr und
einen Mafistab. Zusatzlich wird er einen Ursprungsort und drei Richtungen festlegen,
die senkrecht aufeinander sind. Dies soll dazu dienen, jeden Ort im Labor eindeutig
durch die Angabe von drei Zahlen (z.B. den Abstand des Orts von der Ebene durch den
Ursprung senkrecht zu den jeweiligen Richtungen, oder die Lange der Projektionen des
Ortsvektors auf die jeweiligen Richtungen) zu charakterisieren®, Die Bewegung kann
dann dadurch ‘katalogisiert” werden, dass man ab einem gewissen Zeitpunkt zu jedem
folgenden Zeitpunkt (der mit der Uhr gemessen wird) die drei Koordinaten des Orts
der Bewegung registriert.

Wir sehen also hier die notwendigen ‘messtechnischen” Zutaten, die zu einer Bewe-
gungsbeschreibung notwendig sind: ein Ursprungsereignis, hier das Ereignis ‘Uhr wird
im rdumlichen Ursprung gestartet’, drei riumliche Richtungen, die wir der Einfachheit
halber senkrecht zueinander wahlen, eine zeitliche Richtung, gegeben durch den Gang
der Uhr und je einen raumlichen und zeitlichen Einheitsmafistab.

Im Rahmen der Speziellen (ebenso wie der Allgemeinen) Relativitdtstheorie werden
diese physikalischen Begriffe zum mathematischen Begriff des lokalen Bezugssystems
vereint. Ein lokales Bezugssystem besteht aus einem Ursprungsereignis O in der

Swas den heutigen ‘theories of everything’, wie z.B. der String-Theorie total abgeht.

®Es ist hier nicht notwendig, dass die Richtungen senkrecht aufeinander gewéhlt werden. Dies fithrt nur
auf eine rechnerische Vereinfachung. Wesentlich ist, dass man weiss, wann zwei Richtungen senkrecht
aufeinander sind.

39

| Zeit-Dilatation

lokales Bezugssys-

tem




Beobachter \

inertiale Beobachter \

Inertialsystem

Minkowski-Raumzeit und einem Quadrupel von Einheitsvektoren, einer zeitartig, die
anderen raumartig, die im Sinne der Minkowski-Metrik ngp senkrecht aufeinander
sind. Zur Wahl der Einheiten verabreden wir, die Einheitsldnge und -zeit dadurch zu
verkniipfen, dass wir als Einheitslinge die Lange derjenigen Strecke zu nehmen, die
das Licht innerhalb einer Zeiteinheit zuriicklegt.

Auch fiir einen Experimentator vergeht die Zeit. Er und sein Labor bewegen sich durch
die Raumzeit. Insbesondere bilden die Raumzeitereignisse, die der raumliche Ursprung
durchlduft, eine Weltlinie. An jedem Ereignis dieser Weltlinie befinden sich die drei
Raumachsen des Labors und bilden zusammen mit der Zeitrichtung ein lokales Be-
zugssystem. Die Zeitrichtung ist durch den Gang einer Uhr gegeben, die sich im rdum-
lichen Ursprung befindet. Zu jedem Ereignis auf der Weltlinie ist sie daher durch einen
Tangentenvektor an die Weltlinie gegeben. Weil die Uhr ihre Eigenzeit anzeigt, ist der
Tangentenvektor normiert. Wir kommen so zum Begriff Beobachter. Dies ist eine Welt-
linie, durch Eigenzeit parametrisiert, an der sich zu jedem Ereignis ein lokales Bezugs-
system befindet, dessen zeitliche Achse die 4-Geschwindigkeit der Weltlinie ist.

Man beachte, dass wir hier keine Einschrankungen weder an die Form der Weltlinie
noch an die Orientierung der Achsen in aufeinander folgenden Ereignissen machen.
Physikalisch bedeutet dies, dass wir es zulassen, dass sich das Labor beschleunigt be-
wegen und auch seine Orientierung dndern darf.

Eine ausgezeichnete Klasse von Beobachtern sind daher diejenigen, die sich nicht be-
schleunigt bewegen und deren Achsen nicht rotieren. Dies sind inertiale Beobachter.
Im Rahmen der SRT ist ein solcher Beobachter dadurch charakterisiert, dass die Welltli-
nie eine zeitartige Gerade ist und dass man die rdumlichen Achsen von einem Ereignis
zum ndchsten durch eine zeitliche Translation entlang der 4-Geschwindigkeit u® auf-
einander abbilden kann. Dadurch sind alle lokalen Bezugssysteme entlang der Welt-
linie des Beobachters festgelegt, wenn man es an einem Punkt der Weltlinie festlegt.
Mithilfe von rdumlichen und zeitlichen Translationen lassen sich zu einer gegebenen
solchen Weltlinie beliebig viele parallele Weltlinien generieren (Beobachter ‘weiter drii-
ben’), so dass schliefilich durch jedes Raumzeit-Ereignis eine Weltlinie lduft und insbe-
sondere an jedem Ereignis ein lokales Bezugssystem sitzt. Wahlen wir daher an einem
Ereignis einmal ein lokales Bezugssystem, dann kénnen wir an jedem anderen Ereignis
ein dazu paralleles Bezugssystem festlegen. Durch diese Auswahl eines lokalen Be-
zugssystems an einem Ereignis wird an jedem anderen Ereignis ‘das gleiche” Bezugs-
system festgelegt und damit ein globales System definiert, ein Inertialsystem.

Die spezielle Relativitdtstheorie wird vornehmlich bzgl. solcher Inertialsysteme formu-
liert. Der Name ‘Relativitdtstheorie’ macht klar, dass es in dieser Theorie um die rela-
tive Beziehung zwischen Beobachtern geht. Der Zusatz ‘speziell” bedeutet, dass es sich
zundchst nur um eine eingeschrankte Klasse von Beobachtern handelt, die inertialen
Beobachter. Diese Einschriankung wird in der allgemeinen Theorie aufgehoben. Diese
Theorie ist nicht etwa subjektiv, also beobachterabhéngig. Vielmehr wird innerhalb der
Theorie eine objektive Struktur eingefiihrt, die Raumzeit, und dann diese Struktur und
die physikalischen Phianomene, die sich innerhalb dieser Struktur objektiv vollziehen
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unter dem subjektiven Blickwinkel verschiedener Beobachter beschrieben und inter-
pretiert. Die objektive, beobachterunabhéngige Existenz dieser Struktur hat zur Folge,
dass man bestimmen kann, was ein Beobachter misst, wenn man weif3, was ein anderer
Beobachter misst. Beobachterabhéngig ist nur die Beschreibung und Interpretation der
Phanomene, nicht jedoch das Phdnomen an sich.

Bemerkung Wie ist das Prinzip von der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit in die-
sem geometrischen Rahmen verwirklicht? Die Unabhéngigkeit der Ausbreitungsge-
schwindigkeit des Lichts von der Quelle bedeutet, dass der Lichtkegel, der vom Er-
eignis der Lichtemission ausgeht, allein durch das Licht und sein Medium, in dem es
sich ausbreitet (hier das Vakuum, also die reine Raumzeitstruktur) bestimmt ist. Das
bedeutet insbesondere, dass der Lichtkegel eines Ereignisses nur durch das Ereignis
selbst bestimmt ist und nicht etwa durch einen Beobachter (der auf der Lichtquelle
sitzt) beeinflufst wird. Wéare dies so, dann gébe es am gleichen Ereignis u.U. fiir je-
den Beobachter einen anderen Lichtkegel. Der Lichtkegel wére abhédngig von der 4-Ge-
schwindigkeit der Beobachter. Dies fiihrt dann nicht zur Lorentz-Geometrie, sondern
zu einer sog. Finsler-Geometrie. Die sich daraus ergebenden Effekte sind (bisher) nicht
beobachtet.

Wie haben wir uns die Raum- und Zeitmessung eines Beobachters vorzustellen? Dies
ist in idealisierter Form recht einfach und geht schon aus der Beschreibung des Be-
zugssystems hervor. Nehmen wir an, wir wollen ein Ereignis P bzgl. des Ursprungs O
unseres Bezugssystems charakterisieren, dann miissen wir angeben, ‘wo” und ‘wann’
es stattfindet. Wir miissen also separate Raum- und Zeitmessungen durchfiihren. Ein
Beobachter zerlegt die Raumzeit in Raum und Zeit. Mathematisch bedeutet dies, dass der
Ortsvektor p® des Ereignisses P in einen raumlichen und einen zeitlichen Anteil zerlegt
wird
P =AtTu®+x9,

dabei ist ux® = 0, also x® raumartig. Auf diese Weise wird jeder Ortsvektor eindeutig
in einen Anteil parallel zur 4-Geschwindigkeit u® und einen Anteil senkrecht dazu
zerlegt. Die Grole Al = /—1qpxxP ist die Linge des rdumlichen Anteils, also die
raumliche Distanz, die der Beobachter den beiden Ereignissen P und O zumisst. Und
analog dazu ist die ‘Lange” At des zeitlichen Anteils gerade die Eigenzeit, die fiir den
Beobachter zwischen O und P verstreicht. Es gilt offensichtlich

AT =uq.p®.

Fiir Vektoren mit At = 0, also solche, die senkrecht auf u® stehen, gibt es keine Eigen-
zeitdifferenz, die zugehorigen Ereignisse sind demnach gleichzeitig mit O. Man nennt
daher den Unterraum von V bzw. die Hyperebene durch O senkrecht zu u® auch den
Raum der Gleichzeitigkeit bzgl. u®.

Verschiedene Beobachter haben verschiedene 4-Geschwindigkeiten. Daher ist die Zer-
legung der Vektoren in Raum- und Zeitanteil verschieden. Insbesondere sind die Réau-
me der Gleichzeitigkeit verschieden. Das bedeutet, dass verschiedene Beobachter eine
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verschiedene Wahrnehmung haben hinsichtlich der Gleichzeitigkeit zweier Ereignis-
se.

Wir betrachten nun die Welt durch die “Augen’ zweier inertialer Beobachter, ‘Alice” und
‘Bob” (vgl. Abb.[4.T). Wir nehmen an, dass die beiden das gleiche Ursprungsereignis O
wihlen. Die beiden Weltlinien sind Geraden durch O mit jeweiligen Tangentenvektoren

Abbildung 4.1: Zur Zeit-Dilatation

ug und ug. Alice trage mit sich eine Uhr, die sie nach einer Eigenzeit von Ata abliest.
Dies definiert ein Ereignis P in der Raumzeit M und wir fragen nun, wie dieser Vorgang
von Bob beobachtet und interpretiert wird. Da sich Alice bzgl. Bob bewegt, ist auch die
Uhr, die sie tragt bewegt. Um die Bewegung der Uhr beschreiben zu kénnen, brauchen
wir den Ortsvektor p® von P. Offensichtlich ist

pY =Ataugi.
Bob spaltet nun diesen Vektor in Raum- und Zeitanteile auf und erhalt
p® = Atgug + x,

wobei x¢ # 0 ist. Fiir Bob ist die Uhr in gleichférmiger Bewegung. Sie hat zwischen
O und P nach seiner Messung innerhalb der Zeit Atg die Strecke x“ zuriickgelegt. Er

Relativgeschwindigk%i‘ermittelt daher ihre Geschwindigkeit, die Relativgeschwindigkeit zwischen ihr und

ihm, zu
X a

- AT B '
Das bedeutet insbesondere, dass fiir Bob die zwischen O und P verstrichene Zeit eine
andere ist als fiir Alice

va

ATE =Nabp U = YATA,

Lorentz-Faktor \ wobei vy = nabuﬁug der Lorentz-Faktor zwischen den beiden 4-Geschwindigkeiten
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ist. Da es sich um 4-Geschwindigkeiten handelt, also zeitartige, zukunftgerichtete Ein-
heitsvektoren folgt aufgrund der umgekehrten Dreicksungleichungy > 1. Wir erhalten
daher

ATtg > ATa

und damit den bekannten Effekt der Zeit-Dilatation: Die bewegte Uhr geht langsamer
(denn sie zeigt eine kiirzere Zeit an). Man beachte, dass es sich hierbei um einen voll-
kommen symmetrischen Effekt handelt. Man tiberzeugt sich leicht, dass auch Alice eine
von Bob mitgenommene Uhr als langsamer als ihre eigene beurteilt.

Kehren wir zu Bobs Raum-Zeit-Zerlegung des Ortsvektors p® zuriick
p® = Atauix = Atgug +x* = Atg (ug +v9),
woraus sich fiir Alices 4-Geschwindigkeit der Ausdruck
uR =y (ug +v°)

ergibt. Aus der Normierungsbedingung folgt 1 = y2(1 +v4v?). Da v¢ ein raumartiger
Vektor ist, gilt 0 > vy = —v?2, so dass sich der Lorentz-Faktor aus der Geschwindig-
keit der bewegten Uhr nach der bekannten Formel

1
Y= V1—v2

berechnen lasst.

Wir betrachten einen ausgedehnten Korper, der sich gleichformig durch die Raumzeit
bewegt. Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass der Korper nur in einer Dimen-
sion eine nennenswerte Ausdehnung besitzt und in den anderen beiden Dimensionen
vernachlédssigbar ‘diinn’ sei. Jeder Punkt auf diesem “Stab’, insbesondere Anfangs- und
Endpunkte, beschreibt eine Gerade in der Raumzeit. Nehmen wir ferner an, Alice be-
wege sich mit dem Stab, der dann also in ihrem Bezugssystem ruht (vgl. Abb.[4.2). Will
Alice die Ausdehnung des Stabes messen, muss sie die rdumliche Distanz zwischen
Anfangs- und Endpunkt des Stabes bestimmen. Sie nimmt also zwei Ereignisse, je ei-
nes auf der jeweiligen Weltlinie, die fiir sie gleichzeitig stattfinden, also z.B. O und P.
Der Vektor p® zwischen O und P ist raumartig und seine Lange ist die Lange des Stabes,

wenn Alice ihn misst:
Ala = /1P p®.

Wenn Bob die Lange des Stabes misst, geht er genauso vor: er bestimmt das Ereignis
Q auf der Endlinie des Stabes, welches mit O fiir ihn gleichzeitig ist und berechnet die
Lange des Ortsvektors q.

Mathematisch betrachtet miissen wir, um die von einem Beobachter gemessene Lange
des Stabes zu bestimmen, folgendermafien vorgehen. Wir wéhlen O als Ursprung und
haben nun ein Ereignis auf der Endlinie des Stabes zu bestimmen, das fiir den Beobach-
ter gleichzeitig mit O stattfindet. Das heifit, wir miissen einen Ortsvektor bestimmen,
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Lorentz-Kontraktion \

Abbildung 4.2: Zur Lorentz-Kontraktion

der senkrecht auf der 4-Geschwindigkeit u® des Beobachters ist und auf ein Ereignis
auf der Endlinie zeigt. Im vorliegenden Fall ist die Endlinie eine Gerade, deren Tangen-
tenvektor die 4-Geschwindigkeit u§ von Alice ist, da der Stab in ihrem System ruht. Sie
besteht aus allen Ereignissen, deren Ortsvektor x¢ die Form

x4 =s%+ Al

tiir beliebige reelle Zahlen A hat. Dabei ist s der Ortsvektor zu einem beliebigen Ereig-
nis auf der Linie. Wir konnen also insbesondere hier den Ortsvektor zu P einsetzen.

Wollen wir nun die von Bob gemessene Lange des Stabs bestimmen, benétigen wir den
Ortsvektor g zum Ereignis Q auf der Endlinie, das mit O gleichzeitig ist. Dieser erfiillt
die Gleichung

0 =nabd aug .
Einsetzen der Parameterdarstellung fiir die Endlinie ergibt

4o = po— chu%u%

und damit die Relation zwischen den gemessenen Langen:

C 2
(Alp)? = (ALa)? — (p“B)
Y
Es gilt also immer Alg < Ala, d.h. der bewegte Mafistab ist kiirzer. Dies ist der bekannte
Effekt der Lorentz-Kontraktion.

In dem speziellen Fall, in dem sich die Beobachter ‘entlang des Stabes’ bewegen, wenn
also der Stab in der zwei-dimensionalen Ebene liegt, die von den beiden 4-Geschwin-
digkeiten aufgespannt wird, ldsst sich diese Formel noch etwas vereinfachen.
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Ubung 4.5: Zeigen Sie, dass sich die bekanntere Formel
Alg = lAl
B v A

ergibt.

Man beachte: die Zeit-Dilatation und die Lorentz-Kontraktion sind beobachterabhiangi-
ge Effekte. Sie kommen dadurch zustande, dass verschiedene Beobachter unterschied-
liche ‘Blickwinkel” auf das gleiche objektive Raumzeit-Phanomen (z.B. Ablesen einer
Uhr, Stab in der Raumzeit) haben.

Auch in der Beschreibung von Bewegung gibt es beobachterabhingige Unterschiede.
Insbesondere ist die Geschwindigkeit mit der sich eine Bewegung vollzieht beobach-
terabhédngig. Die geometrische Formulierung der RT gestattet auch hier eine einfache
geometrische Analyse der Zusammenhinge, die hier aber zu weit fithren wiirde. Am
Ende dieser Analyse steht die wohlbekannte Formel fiir die ‘Addition von Geschwin-

digkeiten’, das Additionstheorem fiir Geschwindigkeiten. ] Additionstheorem

Aus den Betrachtungen in diesem Kapitel wollen wir folgende Einsichten mitnehmen:

1. Die Menge aller Ereignisse lasst sich mit hoher Genauigkeit als ein 4-dimensionales
Kontinuum beschreiben. Jeder Raumzeitpunkt, jedes Ereignis, wird durch die
Angabe von vier reellen Zahlen charakterisiert.

2. Dieser Ereignismenge werden durch eine Lorentz-Metrik Raumzeiteigenschaften
aufgepragt: an jedem Ereignis gibt es einen Lichtkegel, und eine Einheitszeit (und
damit -ldnge). Die Metrik definiert einen invarianten Abstandsbegriff.

3. Ineinem lokalen Inertialsystem hat die Matrixdarstellung der Metrik die Standard-

Form
+1

4. Ein kréftefreier Korper bewegt sich auf einer geraden Weltlinie.

Diese Eigenschaften haben alle lokalen Charakter in dem Sinne, dass sie sich nur an die
Struktur an einem einzigen (aber beliebigen) Ereignis wenden. Dies ist fiir die letzte
Eigenschaft nicht ganz offensichtlich, aber doch nachvollziehbar. Denn wie kann man
sich eine gerade Linie vorstellen? Doch so, dass es eine Linie ist, die von ihrer Richtung
nicht abweicht. D.h., aus einer Richtung an einem Ereignis angekommen, setzt sie ih-
ren Weg in der gleichen Richtung fort. Die Anderung ihres Tangentenvektors an diesem
Ereignis ist demnach proportional zum Tangentenvektor selber. Eine gerade Linie ist
also auch durch ihre Eigenschaften an einem einzigen Ereignis zu charakterisieren.

Die Beschrankung auf lokale Eigenschaften vermeidet den Begriff eines globalen Iner-
tialsystems. Wir hatten schon gesehen, dass dessen Definition fragwiirdig ist und die
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Existenz eines globalen Inertialsystems letztlich postuliert werden muss. Im Rahmen
einer Gravitationstheorie kann dieses Postulat nicht mehr aufrecht erhalten werden.
Damit fallt auch die Minkowski-Raumzeit als allgemein giiltiges Modell fiir die Raum-
zeit weg, denn erst das Postulat der Existenz eines Inertialsystems zusammen mit dem
Relativitatsprinzip fiithrte uns auf dieses Modell eines affinen Raums.
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5 Die gekrimmte Raumzeit

5.1 Die Raumzeit als Mannigfaltigkeit

[Schild’s Begriindung fiir die Kriimmung der Raumzeit allein aus Pound-Rebka] Wir
hatten gesehen, dass die Raumzeit der SRT ein affiner Raum ist. Das heifdt, sie besteht
aus Ereignissen mit jeweils daran angeheftetem Vektorraum von Ortsvektoren. Je zwei
dieser Vektorraume, die sich an verschiedenen Ereignissen befinden, lassen sich durch
eine Parallelverschiebung miteinander identifizieren. Wesentlich bei dieser Identifika-
tion ist dabei die folgende Tatsache. Wir betrachten vier Ereignisse O, P, P’ und O’
mit den jeweiligen Vektorrdaumen (vgl. Abb. Nun verschieben wir einen Vektor

P’ o)

O

Abbildung 5.1: Parallelverschiebung ist wegunabhingig

im Vektorraum bei O zuerst nach P und dann nach O’. Anschlieend verschieben wir
denselben Vektor bei O zuerst nach P/ und dann nach O’. Wir erhalten das gleiche Re-
sultat. Das bedeutet, dass es bei der Parallelverschiebung von O nach O’ nicht auf die
Zwischenstationen ankommt, sondern nur auf Anfangs- und Endereignis.

Ubung 5.1: Zeigen Sie, dass diese Eigenschaft aus den Grundeigenschaften fiir affine Réume
folgt.

In diesem Sinne sind alle Vektorraume der speziell-relativistischen Raumzeit “parallel’
zueinander. Die Raumzeit ist flach.

Auf einer gekriimmten Fldche ist Parallelverschiebung eines Vektors nicht mehr not-
wendigerweise unabhidngig vom Weg. Wir betrachten dazu als Beispiel eine Kugelo-
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berfliche (vgl. Abb.[5.2|Offensichtlich ist die Parallelverschiebung eines Vektors auf der

Abbildung 5.2: Parallelverschiebung auf der Kugel

Kugel ausgehend vom Nordpol zu einem Punkt auf dem Aquator nicht mehr unabhén-
gig davon, wie man die Punkte verbindet. Vielmehr scheint der Unterschied zwischen
den Vektoren, die auf verschiedenen Wegen erreicht werden umso grofier zu sein, je
grofler die Flache des Dreiecks ist, das durch die Wege umfasst wird.

5.1.1 Mannigfaltigkeiten

Bevor wir jedoch zu den Konsequenzen aus dieser Nichteindeutigkeit des Parallel-
transports kommen, miissen wir uns zuerst klar werden, wie wir uns den Vektorraum
vorzustellen haben, der an einem Punkt einer gekriimmten Fldche sitzt. Die intuitive
Idee dabei ist diejenige, dass dieser Vektorraum einer Tangentialebene an eine Flache
im euklidischen Raum entsprechen sollte, also eine ‘Approximation erster Ordnung’
der Flache sein sollte (vgl. Abb Jedoch kann die Situation, die in dieser Abbildung

Abbildung 5.3: Tangentialebene an eine Flache

dargestellt ist, nicht zufrieden stellen, denn offensichtlich erstreckt sich die Tangential-
ebene ‘auflerhalb” der Flache in den umgebenden Raum. Wollen wir jedoch z.B. unser
Universum als eine gekriimmte Fldche beschreiben, so fragt sich, wohinein sich die Tan-
gentialebene erstrecken wollte? Dieses Bild hat also direkt iibernommen keinen Sinn.
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Vielmehr miissen wir versuchen, mithilfe von intrinsischen Mitteln die Eigenschaften
von Tangentialvektoren zu beschreiben. Es geht also darum, Eigenschaften der Orts-
vektoren bzw. von Tangentialvektoren an eine Flache im euklidischen Raum zu finden,
die allein durch intrinsische Eigenschaften charakterisiert werden kénnen.

Betrachten wir also ein konkretes Beispiel, eine Flache M im dreidimensionalen eu-
klidischen Raum z.B. eine Kugeloberfldche. Zunéchst brauchen wir eine Moglichkeit,
verschiedene Punkte auf der Fliache zu unterscheiden. Dies geschieht durch eine Zu-
ordnung von je zwei Zahlen (x'[P], x2[P]) zu einem Punkt P. Ist diese Zuordnung so,
dass je zwei verschiedenen Punkten verschiedene Zahlenpaare zugeordnet werden, so
spricht man von einem Koordinatensystem bzw. einer Karte fiir die Flache M. Eine
Karte ist also eine Abbildung von M in den R?. Das Beispiel der Kugel zeigt uns, dass
es im allgemeinen nicht moglich ist, die gesamte Kugel durch eine einzige Karte zu
tiberdecken. Vielmehr braucht man einen Atlas, eine Ansammlung von Karten, um die
gesamte Kugel zu erfassen.

Nun muss natiirlich gewéhrleistet sein, dass man Punkte, die in verschiedenen Kar-
ten vorkommen, eineindeutig wiederfinden kann. Das heifst, jedem Punkt P in einem
solchen Uberlappgebiet zweier Karten kann man zwei Zahlenpaare (x'[P], x*[P]) und
(y'[P], y2[P]) zuordnen. Damit erhilt man eine Abbildung zwischen den Koordinaten-
paaren von Punkten im Uberlappgebiet

d:(x", %) =P (Y yd).

Diese Ubergangsabbildung zwischen zwei Karten ist eine Abbildung zwischen Teil-
mengen des R?, eine so genannte Koordinatentransformation. Fiir eine Kugeloberfla-
che findet man immer Karten derart, dass die Ubergangsabbildung differenzierbar ist.
Man findet also die Glattheitseigenschaften einer Fliche in den Koordinatentransfor-
mationen zwischen verschiedenen Koordinatensystemen wieder.

Bei der Definition einer n-dimensionalen differenzierbaren Mannigfaltigkeit dreht man
den SpiefS um. Ein topologischer Raum M ist eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit,
wenn jeder seiner Punkte in einer n-dimensionalen Karte liegt, d.h., wenn M vollstan-
dig mit Karten {iberdeckt werden kann, so dass jedem Punkt mindestens ein n-Tupel
von Koordinaten zugeordnet werden kann. Zudem fordert man, dass die Ubergangsab-
bildungen zwischen je zwei Karten differenzierbar sein sollen. Man kann also zu jeder
Koordinatentransformation

die zugehdorige Jacobi-Matrix

Do(x) = <2}j;)i,k_1:n = ((I)ik) {,k=1mn

berechnen. Es ist tiblich, anzunehmen, dass diese Abbildungen beliebig oft differen-
zierbar sind.
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5.1.2 Der Tangentialraum

Wir betrachten wieder eine Fliche M im dreidimensionalen Raum (Abb.[5.4) und wih-

Abbildung 5.4: Umgebung eines Punktes auf M

len eine dreidimensionale Umgebung U eines Punktes von M. Nehmen wir an, in dieser
Umgebung U sei eine reell-wertige Funktion f gegeben. Diese ordnet jedem Punkt in
U also insbesondere jedem Punkt in U N M einen Zahlenwert zu. Wir interessieren uns
jetzt fiir die Anderung von f entlang einer Kurve y(A) in M durch den Punkt P = y(0)
auf M.

Wir bezeichnen mit (x,y, z) die kartesischen Koordinaten im dreidimensionalen Raum.
Dann konnen wir die Kurve in der Parameterform

x=x(A), y=y), z=z(})

angeben, und die Werte von f auf dieser Kurve sind durch f(y(A)) = f(x(A),y(A), z(A))
gegeben. Wir berechnen die momentane Anderung von f entlang v bei P:

d of .. of .. of ..
S [y o= S (PIR(O)+ S P)9(0) + 2 (P)2(0
x(0)
— (HPg 5 [s00)). 61D
x Y z 2(0)
X

Wir stellen fest, dass die Anderung linear vom Tangentialvektor X an die Kurve bei
P abhédngt. Schneiden wir die Flache entlang der Kurve auf, dann erhalten wir die
Abb. 5.5, welche diese Tatsache noch einmal grafisch ausdriickt: die Anderung der

Abbildung 5.5: Umgebung eines Punktes auf M

Funktionswerte von f entlang der Kurve sind in erster Ordnung d.h. bis auf Terme der
Ordnung A? gleich der Anderung der Funktionswerte entlang der Geraden durch P in
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Richtung des Tangentialvektors X. Sie hdngt daher nicht von der gesamten Kurve ab,
sondern nur von deren Tangentialvektor am Punkt P.

Andererseits handelt es sich bei der momentanen Anderung von f entlang y bei P um
eine intrinsische Eigenschaft, die ohne Bezugnahme auf den umgebenden dreidimensio-
nalen Raum berechnet werden kann. Um dies zu sehen, nehmen wir an, dass eine Um-
gebung von P durch Koordinaten (x',x2) tiberdeckt werden kann. Dann kénnen wir
die Kurve in der Form

x'=x"N), *xZ=x*\)

darstellen und die Funktion f besitzt eine Koordinatendarstellung in der Form f (x1,x2).
Fiir die momentane Anderung von f entlang y bei P ergibt sich nun ganz analog

d of . of .
L) |y o= S PO + 2 (PIs(0)
[ of of x1(0) (5.1.2)
~ (5P e (Galg) )
X

Offensichtlich stehen in dieser Formel keine Grofsen mehr, die sich auf einen umgeben-
den Raum beziehen; sie ist vollkommen intrinsisch.

Was sagen uns jetzt die Formeln (5.1.T) und (5.1.2)? Zunéchst sehen wir wieder, dass
die momentane Anderung einer Funktion f entlang einer Kurve nur von deren Tan-
gentialvektor abhdangt. Denn wenn wir eine zweite Kurve durch P betrachten, deren
Tangentialvektor bei P mit X {ibereinstimmt, dann erhalten wir die gleiche Anderung.
Bei gegebener Funktion f liefert uns ein Tangentialvektor bei P mittels dieser Formeln
immer die momentane Anderung der Funktion bei P und diese héngt in linearer Wei-
se vom Tangentialvektor ab. Ein Tangentialvektor X vermittelt eine Abbildung, die jeder
Funktion f eine Zahl zuordnet

z L of
Rif o R(f) =) X—(P),
i=1

oxt

wobei X' = x}(0). Diese Abbildung hat folgende Eigenschaften:

(i) Sieist linear in der Funktion f, d.h. fiir beliebige reelle Zahlen alpha, $ und Funk-
tionen f, g ist

X(of + Bg) = aX(f) + BX(g)
(ii) Sie erfiillt die Produktregel, d.h. fiir zwei Funktionen f und g gilt
X(fg) = X(f)g + R(g)

Ubung 5.2: Zeigen Sie, dass aus diesen Eigenschaften X(c) = 0 folgt fiir beliebige konstante
Funktionen c.

Eine solche Abbildung nennt man Derivation von Funktionen. Wir finden also in unse-

51

] Derivation




’ Tangentialvektor
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rem konkreten Fall, dass jeder Tangentialvektor bei P eine Derivation von Funktionen,
die in der Ndhe von P definiert sind, liefert. Solche Derivationen kann man (notwen-
digerweise) linear kombinieren, indem man (aX + BY)f = alphaX(f) + BY(f) setzt.
Dies entspricht genau der Anderung von f entlang dem Tangentialvektor oX + Y. Die
Derivationen bilden also einen Vektorraum.

Soweit zum konkreten Fall. Wollen wir nun im allgemeinen Fall Tangentialvektoren an
eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit einfiihren, so kann dies ganz einfach geschehen.
Nun kénnen wir zwar nicht mehr sagen, ein Tangentialvektor vermittle eine Derivati-
on, denn wir haben den Tangentialvektor im Sinne eines Vektors in einem umgebenden
Raum nicht mehr zur Verfiigung. Jedoch kdnnen wir jetzt einfach definieren:

Definition 5.1. Ein Tangentialvektoran M im Punkt P ist eine Derivation von Funktionen,
die in der Nithe von P definiert sind.

Die so definierten Tangentialvektoren bilden einen Vektorraum, den Tangentialraum TpM an
M im Punkt P.

Wie grofs ist die Dimension dieses Tangentialraums? Dazu miissen wir uns eine Basis

verschaffen. Es sei (x')i~1.n ein Koordinatensystem um P. Es liegt nahe, dass die Abbil-
dungen

i

: (P)
P

9 of
oxt oxt

Derivationen sind. Wir wollen zeigen, dass diese partiellen Ableitungen nach den Ko-

ordinaten eine Basis des Tangentialraums bei P sind. Es ist zu zeigen, dass sich jede
Derivation X als Linearkombination

* 9
X:Zaiaxi

i=1

P

darstellen lasst. Dazu nehmen wir der Einfachheit halber an, dass P die Koordinaten

x! = x2 = ... = x™ = 0 besitzt. Auerdem beachten wir, dass jede Funktion in der

Néhe von P die Darstellung
n .
f(x!,...,x™) = f(0) —I—legi(x],...,x“)
i=1

besitzt.

Ubung 5.3: Man zeige, wie diese Darstellung aus der Anwendung des Taylorschen Approxi-
mationssatzes folgt.

Dabei sind die g; Funktionen in der Nédhe von P, fiir die

of

= +(P) = ,(0)
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gilt. Somit ergibt sich mit den Rechenregeln (i) und (ii)

X(f) = Z ZX ax‘

also die gewiinschte Darstellung fiir f (denn X(x!) ist eine reelle Zahl). Nun bleibt noch
nachzupriifen, dass die Koordinatenableitungen linear unabhédngig sind.

Ubung 5.4: Zeigen Sie dies, indem Sie eine beliebige Linearkombination sukzessive auf die
Koordinatenfunktionen x* anwenden.

Damit ergibt sich also das folgende Ergebnis

Lemma 5.1. Der Tangentialraum an eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit M in einem Punkt
P hat die Dimension n.

Die Basis der partiellen Ableitungsoperatoren nennt man Koordinatenbasis oder auch
natiirliche Basis.

Damit sind wir nun also so weit wie in der SRT: an jedem Punkt der Mannigfaltigkeit
sitzt ein n-dimensionaler Vektorraum. Im Gegensatz zur Raumzeit-Mannigfaltigkeit
der SRT ist es hier nicht offensichtlich, wie man zwei solche Vektorraume miteinander
in Verbindung bringen sollte. Die dazu geeignete Struktur wird in Kiirze vorgestellt.
Zuerst miissen wir uns noch tiber die Tensoren Gedanken machen, die auf dem Tan-
gentialraum definiert sind.

5.2 Tensorfelder

An jedem Punkt einer Mannigfaltigkeit M sitzt ein n-dimensionaler Vektorraum V =
TpM. Ebenso wie im Kapitel 3| lassen sich nun Tensoren definieren. Der erste Schritt
besteht in der Einfithrung des zu V dualen Raums V*. Dieser besteht aus linearen Ab-
bildungen, die jedem Tangentialvektor in TpM in linearer Weise eine Zahl zuordnen.
Wir kennen solche Abbildungen: mit jeder Funktion f ist die Abbildung, die jedem
Tangentialvektor X die momentane Anderung von f in dessen Richtung, also die Rich-
tungsableitung von f in Richtung X zuordnet, also

dfp: X — X(f ZXI ax‘ ),

linear in X. Es handelt sich also um einen Kovektor. Man schreibt haufig

X(f) = (dfp, X Z X'(P

ax1

und nennt df das totale Differential von f (am Punkt P).
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Koordinatendiffe-
rentiale

Ebenso wie die Koordinaten eine Basis im Tangentialraum definieren, so vermitteln sie
auch eine Basis im Kotangentialraum, dem Dualraum Ty;M von TpM. Da jede Koor-
dinate x' selbst als Abbildung betrachtet werden kann, die jedem Punkt P seine i-te
Koordinate zuordnet, kénnen wir die Koordinatendifferentiale dx' bilden. Diese erge-

ben gerade n Stiick.
. .
(o) =

gilt, d.h., die Koordinatendifferentiale bilden die zur Basis der Koordinatenableitungen duale
Basis.

Ubung 5.5: Man zeige, dass

Damit kann man nun das totale Differential jeder Funktion f, die in der Ndhe von P
definiert ist, in der Form

dfP = Z ai dX}:

i=1
schreiben.

Ubung 5.6: Zeigen Sie, dass die Koeffizienten gerade durch die partiellen Ableitungen von f
nach den Koordinaten gegeben sind:

of
aj = %(P)
Nehmen wir nun an der betrachtete Punkt liege in einem Uberlappgebiet zweier Karten
mit Koordinaten (x!)i—1.n bzw. (Y*)x—1.n mit der Koordinatentransformation y = ¢(x).
Dann gibt es im Tangentialraum TpM zwei ausgezeichnete Basen, die Koordinaten-
ableitungen (9/ 0xYp)iz1.n und die (3/0y*|p)r—1.n. Wie lautet die Basistransformation
zwischen diesen Basen? Dazu betrachten wir eine beliebige Funktion f in der Nahe
von P. Wir kénnen diese Funktion sowohl bzgl. der x-Koordinaten als auch bzgl. der
y-Koordinaten darstellen und erhalten damit notwendigerweise die Gleichung

in einer Umgebung von P, welches die Koordinaten xo bzw. yo besitzen moge. Daraus
folgt die Gleichung

n

of of a0k
@(Xo) = Z @(UO)W(XO)*

so dass wir die Basistransformation in der Form
> 2

= i O R
p = Ox oy

Das heifst, die Matrix, die die Basistransformation vermittelt, ist durch die Jacobi-Matrix
der Koordinatentransformation gegeben.

(5.2.1)

) b )
- ) ;CP i(xo) 3 R
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Die Basistransformation fiir die jeweiligen dualen Basen geschieht nun zwangsldufig
mit der Inversen der Jacobi-Matrix (vgl. Gl. (3.1.3). Es ist aber auch hier einfach zu se-
hen, wie sich dieses Transformationsverhalten ergibt. Wir betrachten die Koordinaten-
differentiale dy% = d$¥ und erhalten fiir diese Differentiale bzgl. der Basis der dx}

n n

3 (X0) dxp =3 d¥ilxo) dx,

i=1 i=1

dyk =

also genau das Transformationsverhalten einer dualen Basis.

Wir betrachten wir einen Tangentialvektor X am Punkt P, den wir bzgl. der beiden
Basen darstellen konnen

T = )
X = § Xt— | = § Rk~
i k
i=1 ox* [p k=1 ™ [p
Aus dem Transformationsverhalten der Basisvektoren erhalten wir nun das Transfor-
mationsverhalten der Komponenten von X

K=Y oNilxo) X,

i=1

Dies ist genau das kontravariante Transformationsverhalten, das wir fiir Vektoren aus
V in Kap. 3| kennengelernt hatten.

Ubung 5.7: Zeigen Sie, dass sich die Komponenten eines totalen Differentials df in kovarianter
Weise bei einer Koordinatentransformation dndern.

Damit sind unsere Tangentialvektoren als kontravariante Vektoren, (1, 0)-Tensoren, iden-
tifiziert, wahrend Differentiale kovariante Vektoren, (0, 1)-Tensoren, sind. Genauso wie
in Kap. 3| konnen wir nun auch hohere Tensoren am Punkt P als eine multilineare Ab-
bildung von entsprechend vielen Kopien von TpM und T;M nach R definieren. Wir
sprechen also von einem (1, s)-Tensor T am Punkt P als einer Abbildung

T:TIM X -+« X TpM X TpM X - - - X TpM — R,

T Stiick s Stiick

die linear in jedem Faktor ist. Die Koordinatendarstellung dieses Tensors bzgl. einer
Basis ergibt sich in gewohnter Weise, indem man die Abbildung auf allen moglichen
Kombinationen von Basis- und dualen Basisvektoren auswertet. Dies ergibt einen Satz
von Zahlen

o=y, 56 (P,

deren Transformationsverhalten bei Basiswechsel durch die Zahlen (r, s) eindeutig cha-
rakterisiert ist, vgl. Kap.

Nun koénnen wir uns vorstellen, dass an jedem Punkt P der Mannigfaltigkeit M ein
(v, s)-Tensor ausgewdhlt wird. Wir sprechen dann von einem (r, s)-Tensorfeld, wel-
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ches auf M definiert wird. Ein solches Feld von Tensoren heifst differenzierbar, wenn die
Koordinatendarstellung des Tensors bzgl. einer natiirlichen Basis, also das Schema

Tl] 12~~~1r].] )2]3 (X)

in Abhédngigkeit von den Koordinaten x* differenzierbare Funktionen sind.
Ubung 5.8: Warum ist diese Definition koordinatenunabhéngig?

Ein Tensorfeld ist demnach nichts anderes als die Auswahl eines Tensors im Tangenti-
alraum an jedem Punkt der Mannigfaltigkeit.

Einige Beispiele:

(1) Mit einer Funktion f auf M ist an jedem Punkt P das totale Differential dfp definiert.
Die Zuordnung P — dfp definiert ein (0, 1)-Tensorfeld, auch 1-Form genannt.

(2) Ein (1,0)-Tensorfeld, also eine Abbildung X, die jedem Punkt P € M einen Tangen-
tialvektor Xp € TPM zuordnet, nennt man auch Vektorfeld.

(3) Injedem Tangentialraum TpM gibt es die Identitdtsabbildung, den Kronecker-Tensor
dp. Die Zuordnung P +— bp definiert ein (1, 1)-Tensorfeld.

(4) Eine Abbildung g, die jedem Punkt P € M ein inneres Produkt 1 in TpM zuordnet,
definiert ein (0, 2)-Tensorfeld, auch Metrik genannt.

Analog zum Kapitel[8|werden wir die Tensoren in TpM und die Tensorfelder auf M mit
abstrakten Indizes bezeichnen, um ihren algebraischen Charakter, ihr Transformations-
verhalten, sichtbar zu machen und besser rechnen zu kénnen. So bezeichnet z. B. X¢ je
nach Kontext ein Vektorfeld oder einen Vektor an einem Punkt P. Ebenso sind w,, T4,
S% und op eine 1-Form (Kovektor), ein (2, 0)-Tensor(feld), ein (1, 1)-Tensor(feld) bzw.
der (das) Kronecker-Tensor(feld).

5.3 Der affine Zusammenhang

Wir haben nun unsere Mannigfaltigkeiten mit Koordinaten, Tangentialvektorraumen
und Tensorfeldern ausgestattet. Was uns noch fehlt, ist etwas, was den Translationen
in der SRT entspricht. Diese waren das Hilfsmittel, wenn es darum ging, zwei Ortsvek-
toren, die an verschiedenen Punkten angeheftet waren, miteinander in Beziehung zu
setzen. Sie gestatteten uns, Vektoren von einem Punkt zu einem anderen zu transpor-
tieren.

Wir hatten gesehen, dass die Existenz der Translationen zur Folge hatte, dass die Vek-
torrdume der Ortsvektoren alle kanonisch miteinander identifiziert werden konnten.
Das Beispiel der Kugel hat uns gezeigt, dass dies fiir gekriimmte Mannigfaltigkeiten
nicht mehr der Fall sein kann. Wir benétigen demnach etwas anderes, was aber die
gleiche Funktion wie die Translationen hat, das Vergleichen von Vektoren an verschie-
denen Punkten.
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5.3.1 Motivation

Im Sinne des angesprochenen Vorgehens miissen wir also nun die Wirkung der Trans-
lationen lokalisieren. Wie haben wir uns dies vorzustellen? Zunichst sind die Transla-
tionen im Minkowski-Raum zwischen Ereignissen wirksam, die beliebig weit vonein-
ander entfernt sein konnen. Aufserdem wirken sie entlang einer Geraden. Wir kommen
von diesen beiden Eigenschaften weg, indem wir uns zuerst die beiden Punkte, an de-
nen wir Vektoren vergleichen wollen, durch eine Kurve verbunden denken. Dann stel-
len wir uns vor, dass wir die Kurve in lauter kleine Teilkurven unterteilen. Wenn wir
wissen, wie sich Vektoren zwischen den Endpunkten der einzelnen Teilstiicke d&ndern,
dann konnen wir auch Vektoren an Anfangs- und Endpunkt der Kurve vergleichen.
Im Grenzfall unendlich vieler, unendlich kurzer Teilstiicke werden wir also vor die
Aufgabe gestellt, Vektoren an Punkten zu vergleichen, die nur eine infinitesimal von-
einander entfernt sind, also deren Anderung entlang infinitesimaler Kurvenstiicke zu
bestimmen. Das heifit, wir miissen einen Ableitungsbegriff fiir Vektorfelder (und, daraus
abgeleitet, auch fiir Tensorfelder) einfiihren.

Wie ist das zu bewerkstelligen? Sei also P = y(A) der Startpunkt der Kurve y(A) und es
sei Py = y(A) ein Punkt auf der Kurve. Ein benachbarter Punkt auf der Kurve ist von
der Form

Y(A) 2 y(0) +V(0)A+ O(A2).

Das heift, von P aus eine Distanz A in Richtung des Tangentialvektors y¥(0) an die Kurve
verschoben.

Ein Vektorfeld X, das in der Umgebung von P definiert ist, &ndert sich dann entlang
des infinitesimalen Kurvenstiicks gemaf3

X(Py) &~ X(P) 4 ,dX“ - y(0) A+ O(A?)

wobei hier durch die Apostrophe angedeutet sein soll, dass nicht klar ist, welche Bedeu-
tung der Term haben sollte. Aber offensichtlich ist, dass die Anderung von X entlang
der Kurve im Grenzfall gegeben ist durch einen Ausdruck der Form

. X(PA) _X(P) . 7
%13% X = ,dX"-y(0).

Wir erwarten, dass dieser Ausdruck, als infinitesimale Anderung eines Vektorfeldes bei
P wieder einen Tangentialvektor bei P liefert. Auflerdem kénnen wir beliebige Kurven
durch P betrachten und die momentane Anderung von X entlang dieser Kurven be-
rechnen. Das bedeutet, wir konnen fiir v(0) jeden beliebigen Tangentialvektor V bei P
einsetzten. Das wiederum bedeutet, dass das Objekt ,,dX” jedem Tangentialvektor bei
P wieder einen solchen zuordnet. Es muss sich also um eine Abbildung von TpM in
sich und daher um einen (1, 1)-Tensor handeln.
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Wie konnen wir ein solches Objekt definieren? Eine erste Idee kénnte darin bestehen,
ein Koordinatensystem (x')i—1., um einen Punkt P herum einzufiihren, und das Vek-
torfeld X in der dadurch bereitgestellten nattirliche Basis auszudrﬁckerﬂ

Dies liefert uns n Funktionen X(x). Nun konnen wir die n? Funktionen

oxt

ek (5.3.1)

bilden. Betrachten wir ein Vektorfeld entlang einer Kurve y(A) mit Koordinatendarstel-
lung x'()), dann ergibt sich fiir die momentane Anderung der Funktionen X' bei P

dX*(y(A)
dA

Xt

(0) = w(X(O))Xk(O),
1

also tatsdchlich ein Ausdruck, der einem Tangentialvektor n Komponentenfunktionen
zuordnet. Aber sind diese n Funktionen auch wirklich Komponenten eines Tensorfel-
des? Oder anders ausgedriickt, sind die n? Funktionen tatsdchlich die Kompo-
nenten eines (1, 1)-Tensorfeldes?

Ubung 5.9: Zeigen Sie, dass sich die n? Funktionen (5.3.1) bei Koordinatenwechsel y* = ¢*(x1)
wie folgt transformieren

0 1 0°d* 1 x 0X
— ¢ = - X —.

Offensichtlich konnen diese Funktionen nicht die Komponenten eines (1, 1)-Tensorfel-
des sein, denn sie transformieren sich in einer inhomogenen Weise.

Bemerkung. Zur Klarstellung: Wir konnen natiirlich immer in der Karte der Koordi-
naten (x!) durch die Funktionen (5.3.1) ein (1, 1)-Tensorfeld T definieren, indem wir

setzen
n .
oxt 0
T= § dx* .
= oxk X @ oxt

Dadurch ist offensichtlich ein Tensorfeld im Bereich der x*-Koordinaten definiert. Beim
Ubergang zu einer anderen Koordinatenbasis lassen sich in iiblicher Weise die Ten-
sorkomponenten in der anderen Basis berechnen. Diese n? Funktionen stimmen aber
nicht mit denen {iberein, die man bekommt, wenn man die partiellen Ableitungen der
Komponenten Xk des Vektorfeldes nach den Koordinaten (y*) berechnet.

IMan beachte, dass hier das Argument weggelassen ist, um anzudeuten, dass es sich um ein Vektorfeld
handelt, das in einer Umgebung von P definiert ist.
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5.3.2 Die kovariante Ableitung

Man kann nun aufgrund dieses Transformationsverhaltens versuchen, eine befriedi-
gende Definition fiir die Ableitung eines Vektorfeldes zu finden, indem man nach We-
gen sucht, den inhomogenen ersten Term zum Verschwinden zu bringen. Wir wollen
uns hier diesen Weg sparen (vgl. dazu Anhang [A) und gleich zum Endergebnis kom-
men.

Wir suchen also einen Ableitungsoperator V, der einem Vektorfeld X ein (1, 1)-Ten-
sorfeld VX zuordnet, die so genannte kovariante Ableitung von X. Wir fordern von
diesem Ableitungsoperator die folgenden Eigenschaften

(i) V istadditiv: fiir je zwei Vektorfelder X und Y gilt
V(X+Y) =VX+VY

(ii) V gentigt der Produktregel: fiir jedes Vektorfeld X und jede Funktion f gilt
V(fX) =df @ X+ fVX

Damit (ii) tatsdchlich als Produktregel interpretiert werden kann, setzt man noch per
Definition die Wirkung des Ableitungsoperators auf Funktionen fest als

VT :=df.

Bemerkung. Der Ableitungsoperator V ordnet jedem Vektorfeld ein (1, 1)-Tensorfeld
zu, ist aber selbst kein (1,2)-Tensorfeld. Ein solches Tensorfeld, sagen wir D, wiirde
zwar ebenfalls jedem Vektorfeld ein (1, 1)-Tensorfeld zuordnen, jedoch so, dass das Bild
von X am Punkt P nur vom Wert von X am Punkt P abhéngig ist. Das Tensorfeld D
wiirde also die Gleichung D(fX) = fD(X) erfiillen und nicht die Produktregel (ii).
Die Erklarung dafiir ist, dass der Ableitungsoperator eine Ableitung darstellen soll, und
deshalb eine momentane Anderung liefert, d.h. eine Differenz des Vektorfeldes X an
zwei infinitesimal benachbarten Punkten.

Der Ableitungsoperator wird in Index-Notation mit V o bezeichnet. Die kovariante Ab-
leitung eines Vektorfeldes X* wird dem entsprechend mit VX bezeichnet. Die Pro-
duktregel lautet dann

Val(fX?) = Vaf XP+ £ Vo XP

woraus auch hervorgeht, dass wir das totale Differential einer Funktion in Index-Nota-
tion mit V .f bezeichnen. Fiir jeden Tangentialvektor T ist die duale Paarung

(dfp, T) = TOV of = Vf

die Richtungsableitung von f in Richtung des Tangentialvektors T. Das motiviert die
Bezeichnung Richtungsableitung des Vektorfelds X in Richtung des Tangentialvektors T
far

TV X? = VX
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Zusammenhangs-
koeffizienten

Christoffel-Symbole |

Es seien nun (ej, ey,...,en) n Vektorfelder, die in einer Umgebung von P an jedem
Punkt linear unabhédngig sind, also in jedem Tangentialraum eine Basis bilden. Dies
konnen z.B. die Vektoren einer natiirlichen Basis sein. Wir interessieren uns fiir die
Wirkung von V auf diese Vektoren. Wir betrachten also die Richtungsableitungen

Vej ek

fiir je zwei Basisvektoren. Dies ist an jedem Punkt ein Vektor, kann also beztiglich der
Basis dargestellt werden. So ergibt sich die Darstellung

Veex = ew

Dadurch werden n® Funktionen Fjik in der Umgebung von P definiert. Man nennt sie
die Zusammenhangskoeffizienten von V beziiglich der Basis (e, ez, ..., en). Im Fall
einer nattirlichen Basis redet man auch von den Christoffel-Symbolen (2. Art).

Wenn wir diese Koeffizienten kennen, dann ist ein Leichtes, die kovariante Ableitung
fur beliebige Vektorfelder zu berechnen. Sind z.B. in einer Umgebung von P Koordina-
ten (x")i=1:n gegeben, dann kénnen wir jedes Vektorfeld in dieser Umgebung beziiglich
der natiirlichen Basis 9; := 9/0x" darstellen. Ist z.B. das Vektorfeld X = Y ' ; X*3; und
der Tangentialvektor T = Y ' ; T'd; am Punkt P gegeben, dann berechnen wir nach
den Regeln (i) und (ii)

ViX = Vr (i xiai> - i vr(x'y)
i=1

i=1

(VTX‘> i+ ; Xt (V1dy)

Tfl\’]: TTI\’]: TTI\/]: TLM?‘

n
(Tkakxi) i+ Y X\TH(Vo,0y)

1 i,k=1

_ (Tkakw) di + Z XiTk (Z )
1 i,k=1

- [Tk <akxi+ > x1> N
1 m=1

Aus dieser Rechnung ergeben sich unter anderem auch die Komponenten von VX in
einer natiirlichen Basis zu

n
aXt+ > hX.
m=1

Wir sehen, dass der erste Bestandteil dieser Komponenten die partiellen Ableitungen
der Komponenten von X sind, die wir oben in Betracht gezogen hatten. Der Zusatzterm
jedoch enthilt die Zusammenhangskoeffizienten. Nun sind die partiellen Ableitungen
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nicht die Komponenten eines Tensorfeldes, der gesamte Ausdruck aber schon. Das be-
deutet also, dass auch der zweite Term fiir sich genommen keinen Tensor darstellen
kann.

Ubung 5.10: Man bestimme das Transformationsverhalten der Zusammenhangskoeffizienten
unter Basiswechsel und zeige, wie sich die storenden Terme, die von den partiellen Ableitungen
herriihren, gerade gegen diejenigen, die bei der Transformation der I'’s entstehen, kompensie-
ren.

Nun konnen wir zwar Vektorfelder ableiten, aber wie sollen wir andere Tensorfelder
differenzieren? Ein Standardverfahren erlaubt uns, die Definition der kovarianten Ab-
leitung auf beliebige Tensorfelder auszudehnen, wenn sie schon fiir Funktionen und
Vektorfelder definiert ist.

Wir illustrieren das Verfahren am Beispiel von kovarianten Vektorfeldern (1-Formen).
Wir betrachten ein Vektorfeld X¢ und eine 1-Form w4 auf M. Dann ist (w, X) = w X
eine Funktion auf M. Wir koénnen also ihre kovariante Ableitung, d.h., ihr totales Diffe-
rential berechnen. Nun nehmen wir an, die kovariante Ableitung sei auch fiir 1-Formen
definiert, und erfiille die Produktregel, so dass

Va (wbxb) — (Vawp) X + wp (vaxb)

und damit auch
(Vawp) XP =V, (wab) — Wp (VaXb)

gilt. Auf rechten Seite dieser Gleichung wirkt der Ableitungsoperator nur auf Groflen,
auf denen seine Wirkung bekannt ist, wiahrend er auf der linken Seite auf die 1-Form
wirkt. Wir konnen also diese Gleichung als Definition der kovarianten Ableitung eines
(0, 1)-Tensorfelds betrachten. Diese Definition hat dann zur Folge, dass der Ableitungs-
operator die oben angegebene Produktregel erfiillt.

Um zu zeigen, wie sich diese Definition auswirkt, berechnen wir die Komponenten
der kovarianten Ableitung einer 1-Form w in einer Koordinatenbasis 9; wie oben. Die
1-Form selbst wird dargestellt durch

n
w = Z w;dx'.
i=1

Die Komponenten von V w4, erhalten wir, indem wir diesen (0, 2)-Tensor auf die Ba-
sisvektoren anwenden, also berechnen wir

a{lvawbaﬁ = <Vaiw, 6k> = Vai <(U, 6k> — <w, Vaiak>
=0i (w, 0x) — <W,Z rilkel>
1=1

n
1
1=1
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Man vergleiche diesen Ausdruck mit demjenigen fiir die Komponenten der kovarian-
ten Ableitung eines Vektorfeldes.

Schliefilich kann man die kovariante Ableitung auf beliebige Tensorfelder ausdehnen,
indem man fordert, dass der Ableitungsoperator additiv sei und beziiglich des Tensor-
produkts die Produktregel erfiille. Es gilt dann also

VuUV)=VUV+Ue VV.
in Index-Notation sieht dies so aus
Ve (UpVg:) = (Vely) Vg +Ug (VeVg:) .

Unter Benutzung dieser Rechenregeln kann man nun die Komponenten der kovarian-
ten Ableitung fiir beliebige Tensorfelder berechnen. Als Beispiel sei hier nur die Formel
fiir ein (1,2)-Tensorfeld T, angegeben. Wir bezeichnen die Komponenten von VT,
mit T;‘k;1 und erhalten

Ubung 5.11: Verifizieren Sie diese Formel.

Zum Schluss dieses Abschnitts miissen wir uns fragen, ob es auf einer beliebigen n-
dimensionalen Mannigfaltigkeit {iberhaupt einen Ableitungoperator gibt. Diese Frage
lasst sich positiv beantworten: Es gibt immer einen Ableitungsoperator. Aber damit
nicht genug, denn es gibt sogar beliebig viele.

Ist mit V auch V ein Ableitungsoperator, dann gilt
Vf—Vf=0
tiir jede Funktion f. Aufierdem ist durch
(@0,X,Y) = (@, VxY = Vx¥) = C(w,X,Y)

eine Abbildung definiert, die an jedem Punkt P dem Paar (wp, Xp) eine Zahl zuordnet.
Sie ist offensichtlich linear in wp und Xp. Ist sie auch linear in Yp? Dies ist nicht ganz of-
tensichtlich, weil hier Ableitungen von Y vorkommen. Wir betrachten also den Ausdruck
C(w, X, fY) und verwenden die Rechenregeln fiir Ableitungsoperatoren. Dies ergibt

Clw, X, fY) = <w,©x(fv) _ Vx(fY)>

- <w,X(f)Y+f@XY—X(f)Y—vaY>
=fC(w, X,Y).
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An jedem Punkt P gilt also C(w, X, fY)p = f(P)C(w, X, Y)p. Damit ist C(w, X, Y)p auch
linear in Y, d.h. es definiert ein (1, 2)-Tensorfeld C.°.. Wir erhalten also die Gleichung

VaXP = Vo XP + Cule XE.

Hier ist C,°. durch die Differenz der Ableitungsoperatoren bestimmt. Aber wir kénnen
umgekehrt feststellen, dass fiir einen beliebigen Tensor C «°c durch obige Gleichung ein
weiterer Ableitungsoperator definiert wird.

Ubung 5.12: Zeigen Sie, dass der Ableitungsoperator @, der dadurch definiert wird, die Re-
chenregeln fiir Ableitungsoperatoren erfiillt.

Man hat also im Allgemeinen die Qual der Wahl eines Ableitungsoperators. Wir wer-
den spater sehen, dass sich durch Einfithrung einer Metrik auf M diese Wahl drastisch
reduziert: es gibt dann ndmlich nur noch einen geeigneten Ableitungsoperator.

5.3.3 Parallel-Transport

Wie 16st nun der Ableitungsoperator das Problem des Vergleichs von Vektoren? Zu-
ndchst betrachten wir die Situation der infinitesimalen Anderung eines Vektorfeldes
X entlang einer Kurve y(A) mit Tangentialvektor T¢ durch P € M. Dann ist die kova-
riante Ableitung von X entlang der Kurve bei P gegeben durch den Vektor VX, der
in Index-Notation als
TVaXP,

geschrieben wird. D.h. man berechnet ihn, indem man V oXP mit T tiberschiebt. Wenn
wir also den Ableitungsoperator V 4, also seine Zusammenhangskoeffizienten F]-i , ken-
nen, dann konnen wir diesen Vektor berechnen. Der Ableitungsoperator definiert also,
welche infinitesimale Anderung das Vektorfeld X entlang der Kurve bei P erfahrt.

Betrachten wir nun eine Kurve 'y zwischen zwei verschiedenen Punkten P und Q auf
M. Auf dieser Kurve sei ein Vektorfeld X gegeben. An jedem Punkt der Kurve kénnen
wir demnach die infinitesimale Anderung von X entlang des dortigen Tangentialvek-
tors T berechnen. Dies liefert uns ein weiteres Vektorfeld VX auf y. Man trifft nun die
folgende

Definition 5.2. Ein Vektorfeld X heisst parallel entlang einer Kurve 'y zwischen zwei Punkten
P und Q, wenn an jedem Punkt der Kurve

TV XP =0

gilt. Man bezeichnet das Vektorfeld auch als parallel von P nach Q verschoben.
Diese Sprechweise kommt daher, dass man entlang der Kurve von P nach Q bei gege-
benem Vektor Xp am Punkt P ein eindeutiges Vektorfeld X auf der Kurve finden kann,

welches parallel ist und bei P mit Xp tibereinstimmt. Man kann also dieses Vektorfeld
als die Zwischenstadien betrachten, die der Vektor Xp durchliuft, wenn man ihn so
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von P nach Q bringt, dass er keine infinitesimale Anderung erfahrt, also immer kon-
stant bleibt. Dieser sogenannte Paralleltransport ist im Allgemeinen von der Kurve |Paralleltra

abhingig, vgl. Abb.

Abbildung 5.6: Der Paralleltransport eines Vektors ist wegabhidngig

Bemerkung. Ebenso wie man von parallelen Vektorfeldern spricht, kann man auch par-
allele Tensorfelder betrachten. Das sind Tensorfelder Ug, definiert entlang einer Kur-
ve, deren infinitesimale Anderung an jedem Kurvenpunkt verschwindet. Fiir sie gilt
also die Gleichung

Viu=0=TV Ug =0.

Ubung 5.13: Man zeige, dass die Gleichung TV 4Z" = 0 in Koordinaten die Darstellung

ZHN+ ) Tl (A ZEA) =0
j k=1

besitzt. Dabei sind die ZHA) = ZH(x(N)) die Komponenten des Vektorfelds Z auf der Kurve mit
Darstellung x'(A).

Ein besonderes Vektorfeld, welches entlang jeder Kurve definiert ist, ist das Tangenten-
vektorfeld, das an jedem Punkt der Kurve den Tangentialvektor der Kurve spezifiziert.
Wenn man nun verlangt, dass dieses Vektorfeld parallel sein soll, so ist dies nicht nur
eine Bedingung an das Vektorfeld, sondern viel mehr noch an die Kurve selbst. Man
nennt eine Kurve, deren Tangentialvektor parallel entlang der Kurve selbst verschoben

Autoparallele ist, eine Autoparallele. Die Kurve ist daher so beschaffen, dass der Tangentialvektor

immer parallel zu sich selbst verschoben wir Eine Autoparallele y mit Tangential-
vektorfeld T gentigt folglich der Gleichung

TV TP =0=V{T=0.

2Der Begriff Autoparallele wird manchmal etwas weiter gefasst. Ist die infinitesimale Anderung des Tan-
gentialvektors der Kurve proportional zum Tangentialvektor, dann &ndert sich seine Richtung nicht.
Deshalb werden auch Kurven deren Tangentialvektorfeld die Gleichung V1T o T erfiillt, auch als
Autoparallele bezeichnet.
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Ubung 5.14: Zeigen Sie, dass die Koordinatendarstellung x'(\) einer Autoparallelen der Glei-
chung

KA + T (W) (A)(A) =0
gentigt.
Eine autoparallele Kurve ist die Verallgemeinerung einer Geraden auf einer gekriimm-
ten Mannigfaltigkeit, eine Kurve deren Tangentialvektor nie die Richtung &dndert.

5.4 Krimmung

Der Paralleltransport eines Vektors vom Punkt P zum Punkt Q ist im Allgemeinen weg-
abhangig. Das heisst (vgl. Abb. , der Paralleltransport eines Vektors X von P iiber P’

Abbildung 5.7: Zur Nichtkommutativitdt der kovarianten Ableitung

zu Q wird im Allgemeinen ein anderes Ergebnis liefern, als der Paralleltransport tiber
P”. Wie kann man den Unterschied dieser Vektoren fassen?

Im Sinne des tiblichen Vorgehens werden wir versuchen, die Situation zu lokalisieren,
das heisst, sie durch infinitesimale Anderungen zu beschreiben. Stellen wir uns vor,
der Punkt Q (und damit die Punkte P/ und P”) riickt immer niher auf den Punkt P zu.
Dann kénnen wir uns anschaulich leicht davon tiberzeugen, dass der Unterschied des
Paralleltransports von X herriihrt von der Vertauschung der kovarianten Ableitungen
in Richtung T bzw. U. Dies motiviert die Untersuchung von

ViVuX—VuViX

bzw., wenn wir die Betrachtung fiir alle moglichen Kurvenpaare durchfiihren, des Kom-
mutators der kovarianten Ableitungen

Agp =VaVp—VpVa

Wir untersuchen zuerst die Wirkung dieses Operators auf eine Funktion f. Offensicht-
lich erhalten wir das (0, 2)-Tensorfeld Aq,f. Wir betrachten die Wirkung des Kommu-
tators auf einem Produkt von Funktionen. Es ist leicht zu verifizieren, dass

Aab(fg) = (Aabf) g+ f (Aabg)
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Torsion

gilt. Das bedeutet aber, dass fiir beliebige Vektoren X und Y® gilt, dass
T(X,Y) = XYPA 4

eine Derivation auf Funktionen ist, also einen Tangentialvektor definiert. Das heisst, es
gibt ein (1, 2)-Tensorfeld T4y, fiir das

T(X,Y) = TapXeY®

gilt. Dieses Tensorfeld nennt man die Torsion des Zusammenhangs bzw. des Ablei-
tungsoperators. Es gilt also die Gleichung

VaVuf = VpVaf = TpVf

tiir beliebige Funktionen f. Der Torsionstensor misst also die Nichtkommutativitat der
kovarianten Ableitung in ihrer Wirkung auf Funktionen. Nun hatten wir ja gesehen, dass
wir viele Moglichkeiten bei der Auswahl eines Ableitungsoperators V4 haben. Diese
Freiheit in der Wahl des Zusammenhangs kann man nun einschrianken, indem man
verlangt, dass der Zusammenhang torsionsfrei sei.

Ubung 5.15: Man beweise, dass es immer moglich ist, ausgehend von einem beliebigen Ablei-

tungsoperator V 4 einen torsionsfreien Ableitungsoperator V4 einzufiihren.
Ubung 5.16: Bestimmen Sie die Tensorkomponenten des Torsionstensors T,1,¢ und zeigen Sie

damit, dass die Koeffizienten F;‘k eines torsionsfreien Zusammenhangs symmetrisch sind
i _ri
ik = N

Wir kdonnen und werden uns also in Zukunft auf torsionsfreie Zusammenhinge be-
schrianken, also immer annehmen, dass

VaVpf = Vi Vf
gilt.

Betrachten wir nun die Wirkung von Agy, auf Vektorfelder X4. Wir untersuchen den
Ausdruck
AgpX4.

Es sieht zundchst so aus, als ob dieser Ausdruck von der zweiten Ableitung des Vek-
torfeldes abhingen wiirde. Wir zeigen nun aber, dass dies nicht so ist, sondern dass er
tatsdchlich nur vom Wert von X selber abhéngig ist. Dazu betrachten wir

Aao (fXd) — (Agyf) X+ f (AabXd) —f (Aabxd) .
Das heisst, die Abbildung

(X,Y,Z) — R(Y,Z)X = (X4, Y%, ZP) 5 YOZPA X4
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ichung

die den drei Vektorfeldern wieder ein Vektorfeld zuordnet, liefert an jedem Punkt P der
Mannigfaltigkeit eine multilineare lineare Abbildung Rp : TpM x TpM x TpM — TpM,
also einen (1, 3)-Tensor in TpM. Insgesamt wird daher ein (1, 3)-Tensorfeld

Rabcd
definiert. Fiir dieses Tensorfeld gilt die Ricci-Gleichung
(vavb - vaa) Xd = Rabcd-xC

Das Tensorfeld Rgpc9 ist der sogenannte Riemann-Tensor. Er misst die Nichtkommu-
tativitat der kovarianten Ableitung in ihrer Wirkung auf Vektoren und ist damit auch
ein Maf3 fiir die Nichtkommutativitdt des Paralleltransports entlang verschiedener We-

ge.

Die Eigenschaften des Riemann-Tensors folgen sofort aus seiner Definition.

(i) Zunéachst gilt offensichtlich die Symmetrie-Eigenschaft

R(1bcd = Rbcu:d — R(ab)cd =0.

(ii) Der Riemann-Tensor erfiillt die zyklische Identitat, auch erste Bianchi-Identitat
genannt:
R[abdd =0 & Rabcd + Rbcad + Rcabd =0.

(iii) Der Riemann-Tensor erfiillt die (zweite) Bianchi-ldentitat

d

v[eRab]c =0
Ubung 5.17: Zeigen Sie, dass der Kommutator Agy der kovarianten Ableitungen angewandt
auf ein Tesorprodukt die Produktregel erfiillt, so dass also

Apa (UpVa) = (Apqlpr) Vai + Upl (ApgVar) -

gilt.
Ubung 5.18: Zeigen Sie die zyklische Identitét fiir den Riemann-Tensor, indem Sie die total
antisymmetrisierte dreifache kovariante Ableitung einer Funktion f

ViaVuVgf

auf zwei verschiedene Arten auswerten.
Ubung 5.19: Zeigen Sie auf dhnliche Weise die zweite Bianchi-Identitdt, indem Sie die gleiche
total antisymmetrisierte dreifache kovariante Ableitung eines Vektorfeldes X

ViaVeV X4

auf zwei verschiedene Arten auswerten.

Der Riemann-Tensor lasst sich einmal kontrahieren zum Ricci-Tensor

e
Rab - Raeb .

67

] Riemann-Tensor

| zyklische Identitét |

| Bianchi-ldentitat

|

Ricci-Tensor




] Metrik

] Lorentz-Metrik

5.5 Riemannsche Geometrie

Die Beschrankung auf torsionsfreie Zusammenhéange 1afst immer noch eine riesige Aus-
wahl an Ableitungsoperatoren offen. Um sie weiter einschranken zu kdnnen, erinnern
wir uns an die Parallelverschiebung im euklidischen Raum. Neben vielen anderen, hat
sie die Eigenschaft, dass sie Strecken und Winkel invariant ldsst. So gehen zum Beispiel
Dreiecke durch Parallelverschiebung in kongruente Dreiecke {iiber. Strecken und Win-
kel werden durch eine Metrik definiert, im euklidischen Raum also eine positiv definite
Bilinearform. Im Rahmen der SRT hatten wir die Raumzeit-Metrik ebenfalls als sym-
metrische Bilinearform kennen gelernt, die zwar nicht positiv definit, aber doch nicht
entartet war. Die entsprechende Verallgemeinerung auf Mannigfaltigkeiten ist die

Definition 5.3. Eine Metrik g auf einer Mannigfaltigkeit M ist ein symmetrisches, regulires
(0, 2)-Tensorfeld. Ist insbesondere M vier-dimensional und hat g die Signatur (+,—,—,—), so
sprechen wir von einer Lorentz-Metrik.

Eine solche Metrik erzeugt an jedem Punkt P der Mannigfaltigkeit eine nicht entarte-
te, symmetrische Bilinearform im Tangentialraum der Mannigfaltigkeit in P. Dies ist
in genauer Analogie zum euklidischen Raum bzw. Minkowski-Raum zu sehen, wo die
Metrik ebenfalls eine Bilinearform fiir die Vektoren an jedem Punkt war. Die Tatsache,
dass sich die Metrik nicht von Punkt zu Punkt dndert, liegt daran, dass die Parallelver-
schiebung, die uns von Punkt zu Punkt bringt, eben diese Metrik invariant lasst.

Dies motiviert uns, die kovariante Ableitung der Metrik fiir einen gegebenen torsions-
freien Ableitungsoperator zu betrachten. Dies ist das Tensorfeld

Aabc = vagbc-

Wir fragen nun: Ist es moglich, einen anderen torsionsfreien Ableitungsoperator V zu
finden, so dass die Metrik fiir diesen Ableitungsoperator konstant ist, so dass also

Vagbe =0
gilt. Offensichtlich muss dann fiir die Differenz der Operatoren die Gleichung
0= vagbc = Vagbe — Ca“bec — Cacbe = Aave — Cach — Cane

gelten. Wenn sich diese Gleichung fiir beliebige Aqpc nach Cgpe auflosen ldsst, dann
haben wir gezeigt, dass man Ableitungsoperatoren finden kann, fiir die die Metrik ko-
variant konstant ist. Zur Losung der Gleichung schreiben wir sie dreimal mit zyklisch
vertauschten Indizes auf

Aabc = Cabc + Cacb>
- ‘ Abca = Cbca + Cbac>
+ ‘ Acab = Ccab + Ccab
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und erhalten nach Subtraktion der zweiten und Addition der dritten Zeile die Glei-
chung

Aabc + Acab - Abca = (Cabc + cha) + (Cacb - Cbca) + (Ccab - Cbac)

Beachten wir nun, dass Cqpc = Ccpa gilt, da wir torsionsfreie Ableitungsoperatoren
betrachten, so folgt
Cabc = % (Aabc + Acab - Abca) .

Diese Gleichung bedeutet, dass sich der Differenztensor durch die Forderung, dass die
Metrik bzgl. des neuen Zusammenhangs konstant sei, eindeutig aus Agp. berechnen
lasst. Daraus folgt schliefilich der

Satz 5.2. Ist auf einer Mannigfaltigkeit eine Metrik definiert, so gibt es genau einen torsi-
onsfreien Zusammenhang, so dass die Metrik kovariant konstant ist. Dieser heifit Levi-Civita
Zusammenhang der Metrik oder auch metrischer Zusammenhang.

Man sagt auch, Metrik und Ableitungsoperator seien kompatibel. Dieser Satz erleich-
tert uns die Wahl eines Ableitungsoperators ungemein. Haben wir eine Metrik gegeben
so wie im Falle der ART, dann ist uns damit auch ein eindeutiger Zusammenhang ge-
geben.

Da die Metrik den Zusammenhang eindeutig bestimmt, muss es moglich sein, die Zu-
sammenhangskoeffizienten aus den Koeffizienten der Metrik zu berechnen. Sei uns al-
so eine Metrik gqp gegeben. In einer Karte mit den Koordinaten x' sind die metrischen
Koeffizienten gegeben durch die Funktionen

gik = gabddP = g(ds, dx),
so dass die Metrik sich in der Form

g= Z gik(x)dx' ® dx*®
ik

darstellen lasst. Mit Hilfe von (A.3.4) bestimmen wir die kovariante Ableitung von g
und erhalten, nachdem wir die Komponenten zu Null gesetzt haben, die Gleichun-
gen

a .

% = Nai + Tk
wobei wir zur Abkiirzung liye = ), 9iml |} setzen. Zur Bestimmung der Iy schreiben
wir diese Gleichung dreimal mit zyklischer Indexpermutation auf

004

axlf = Nai + M
9911

o Mik + Nat
gy

axt = T+ Nk
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Christoffel-Symbole

und subtrahieren die dritte von der Summe der ersten beiden. Dies ergibt mit Beach-
tung von I = I} wegen der Torsionsfreiheit

0gik , gkl Ogu

2Mai = ox! oxt  oxk’

Daraus ergeben sich schlie8lich nach Multiplikation mit der zu gy inversen Matrix g
die Zusammenhangskoeffizienten des Levi-Civita Zusammenhangs

i i (9951 , 09K 00k
_ 1 1 ) )
k=32 9" <axk+ ot )

1

Die so aus der Metrik bestimmten Zusammenhangskoeffizienten nennt man auch die
Christoffel-Symbole (2. Art)]

Der Riemann-Tensor des metrischen Zusammenhangs besitzt zusdtzlich zu den schon
bekannten Eigenschaften noch eine weitere Symmetrie die sich aus der Konstanz der
Metrik ergibt. Es gilt namlich

0=(VaVb—VuVa) gca = —Rabc ded — Raba“dee = Rabed + Rabdc

d.h., das Tensorfeld Rgpcq, welches aus dem Riemann-Tensor durch Senken des letz-
ten Index gewonnen wird ist antisymmetrisch in den hinteren Indizes. Zusétzlich be-
sitzt dieses Tensorfeld aber auch die Symmetrien des Riemann-Tensors Rjqpcq = 0 und
Rabea = —Rpaca-

Ubung 5.20: Leiten Sie aus diesen Symmetrien die sog. Paarsymmetrie

Rabcd = Rcdab

her.

3Die Christoffel-Symbole 1. Art sind die oben eingefiihrten T};y, die man aus den Christoffel-Symbolen
durch Kontraktion mit der Metrik bekommt.
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6 Die Feldgleichungen der Gravitation

6.1 Motivation

Wir wiederholen noch einmal die Folgerungen aus unserer Diskussion der SRT und
des Aquivalenzprinzips aus Kap. 4/und

1. Die Raumzeit wird als eine 4-dimensionale Mannigfaltigkeit M beschrieben.
2. Sie tragt eine Lorentz-Metrik, also ein (0, 2)-Tensorfeld g qp mit Signatur (+, —, —, —).
3. Kriftefreie Korper bewegen sich auf Geodiiten.

Ein paar Worte zur Erlduterung: Punkt 1. ist leicht einzusehen. Wir konnen Ereignisse
eindeutig charakterisieren durch die Angabe von vier reellen Zahlen. Also gibt es eine
Abbildung, die jedem Ereignis vier Zahlen zuordnet. Wir sind weiterhin in der Wahl
dieser vier Zahlen nicht eingeschrankt. Wir konnen also einer Menge von Ereignissen
mehrere ‘Zahlensitze” — Koordinaten — zuordnen. Offensichtlich miissen sich diese Ko-
ordinaten eineindeutig ineinander transformieren lassen damit die ganze Beschreibung
sinnvoll bleibt. Nehmen wir nun noch ein paar technische Forderungen mit (Stetigkeit,
Differenzierbarkeit), dann sind wir sofort bei einer Mannigfaltigkeit.

In der SRT hatten wir gesehen, dass sich an jedem Ereignis P ein Nullkegel definieren
lasst und dass auch ein Begriff von Einheitsldnge oder -dauer existiert. Dies war immer
in Bezug auf Vektoren an dem betrachten Ereignis P geschehen. Wir hatten gesehen,
dass diese Eigenschaften dazu fiihrten, eine Raumzeit-Metrik nqp einzufiihren, die es
gestattet ein invariantes Skalarprodukt zwischen je zwei Vektoren zu berechnen.

Um diese Eigenschaften einer Raumzeit in den allgemeineren Kontext zu tibernehmen,
beachten wir die Tatsache, dass an jedem Punkt unserer Raumzeit-Mannigfaltigkeit ein
Tangentialraum existiert, also ein 4-dimensionaler Vektorraum. Fordert man nun, dass
all diese Eigenschaften aus der SRTﬂim Tangentialraum eines jeden Punktes gelten, dann
hat man ein (0, 2)-Tensorfeld wie unter Punkt 2. eingefiihrt.

Nun sitzt zwar an jedem Ereignis zunéchst eine ‘andere” Metrik, weil ja die Tangenti-
alrdaume an verschiedenen Punkten nichts miteinander zu tun haben. Hier kommt aber

Dass man hier die Eigenschaften der SRT lokalisiert, liegt daran, dass diese Theorie experimentell sehr
gut gesichert ist. Man kann ebenso die Newtonsche Raumzeit lokalisieren. Dann treten an die Stelle
der Nullkegel die ‘Flachen der Gleichzeitigkeit’. Ein analoges Vorgehen wie im weiteren dargestellt
fiihrt auf eine Verallgemeinerung der Newtonschen Gravitationstheorie.
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jetzt ein Zusammenhang zu Hilfe. Wir hatten gesehen, dass es zu einer gegebenen Me-
trik genau einen Zusammenhang, den metrischen Zusammenhang gibt. Dieser ist uns al-
so mit der Existenz der Metrik auch sofort in die Hdande gelegt. Dieser Zusammenhang
hat die erfreuliche Eigenschaft, dass die kovariante Ableitung der Metrik verschwin-
det. Das bedeutet, dass die Metrik bei Paralleltransport konstant bleibt. Daher sitzt in
einem gewissen Sinn in jedem Ereignis ‘die gleiche Metrik’.

An jedem Ereignis P lasst sich eine Basis im Tangentialraum TpM finden, bzgl. der die
Metrik die Diagonalform

+1

1
—1

besitzt oder, anders ausgedriickt, es gibt an jedem Ereignis eine ONB. Diese besteht aus
einem zeitartigen Einheitsvektor und drei auf einander senkrechten raumartigen Ein-
heitsvektoren. Dies ist gerade ein lokales Bezugssystem, ein lokales Inertialsystem.

Kréftefreie Korper laufen auf Geodéten, also den geraden Linien in der Raum-Zeit. Ins-
besondere sind Korper, die im Gravitationsfeld der Erde frei fallen, kriftefrei. Wie ist
es zu erkldren, dass wir trotzdem den Eindruck haben, diese Korper seien beschleu-
nigt? Offensichtlich liegt dies daran, dass wir selbst beschleunigt sind. Die Erdoberfla-
che tibt eine Kraft auf uns aus, die uns auf der Oberflache festhilt und damit vom ‘Pfad
der Kraftefreiheit’, der geradlinigen Bewegung in Richtung Erdmittelpunkt, abhilt. Die
Beschleunigung, die wir einem fallenden Stein zumessen, ist tatsdchlich unsere eigene
Beschleunigung, die uns auf der Erdoberfldche ‘in Ruhe” hilt. Wir sehen also, was tat-
sdchlich wesentlich ist, ist die Relation zwischen der Weltlinie des Steins und unserer
eigenen.

Genauso verhilt es sich in dem Beispiel eines auf die Erde zufallenden Schwarms von
Korpern (vgl. Fig. [2.1). Jeder dieser Korper fallt auf einer Geodéten; jeder dieser Kor-
per kann durch Transformation ins lokal mitbewegte Inertialsystem zur Ruhe gebracht
werden. Trotzdem fiihren die restlichen Korper eine beschleunigte Bewegung in Be-
zug auf den ausgewdhlten Korper aus. Der Eindruck der Beschleunigung kommt also
nicht durch Betrachtung eines einzelnen Korpers, einer einzelnen Weltlinie, zustande,
sondern nur durch Betrachtung mehrerer Weltlinien. Deren Bewegung relativ zueinander
erzeugt den Eindruck der Beschleunigung.

Die geraden Linien, die Geoditen, sind in Bezug auf den Zusammenhang definiert.
Dieser wiederum liegt fest, wenn die Metrik gegeben ist. Wenn also die Raum-Zeit-
Metrik fest liegt, dann auch die Geodéten. Das heifst, die Metrik bestimmt das Verhalten
der freien Korper. Um dies noch etwas genauer zu fassen, betrachten wir zunéchst noch
einmal die Bewegung eines Korpers im Gravitationsfeld der Newtonschen Theorie.
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In kartesischen Koordinaten ist die Bewegung eines Korpers im Gravitationspotential
¢ durch die Bewegungsgleichung

d?xt B _a(b(x(t))

dt2 oxt
gegeben. In dieser Gleichung sind die Orts- und die Zeitkoordinate nicht gleich behan-
delt, die ersteren sind abhédngige Variablen, die Zeitkoordinate ist der Kurvenparame-
ter. Fiihren wir der Gerechtigkeit halber einen anderen Parameter A entlang der Kurve

ein, so ergeben sich nacheinander

dxt _ dxtdt

dx - dt dN’
X dx(dr) T dxidit | ap(x(t) (dt)* dxtd%t
dAz  dt2 \ dA dt dA2 oxt dA dt daZ’

Wir wiahlen nun den Parameter so, dass % = 0 ist. Dann haben wir die Bewegungs-
gleichung in der Form (der Punkt bedeutet Ableitung nach A)

0=1=0,
Xt Mfz =0.
oxt

Man vergleiche dies mit der Geoddtengleichung in einem Koordinatensystem
)4 ) Thxt=0,  1=0:3.
Kl

Die Ahnlichkeit ist offensichtlich. Setzen wir jetzt noch die Christoffel-Symbole fiir den
metrischen Zusammenhang ein, so ergibt sich

im [ 001 00k oK1 \ . k. )

1 kol .

x1+229”“<ax?+ o gem ) XX 0 =053
klm

Der Vergleich der beiden Gleichungssysteme zeigt also, dass das Gravitationsfeld mit
den Zusammenhangskoeffizienten in Beziehung gesetzt werden muss, wahrend die
Koeffizienten gix der Metrik mit dem Gravitationspotential eingestuft werden miissen.
Wiéhrend die Newtonsche Theorie mit einer einzigen Funktion ¢ auskommt, sind es in
der ART zehn Potentiale. Die Newtonsche Theorie ist eine skalare Theorie, die ART eine
tensorielle Theorie.

Mit diesem Ergebnis ist offensichtlich, dass die Metrik bestimmt, wie Bewegungen in
der Raum-Zeit ablaufen. Wie aber wird die Metrik bestimmt? Es sollte nicht so sein,
dass uns die Raum-Zeit a priori gegeben ist, dass sie eine Kulisse darstellt, in der sich die
Physik abspielt, ohne dass die Raum-Zeit selbst daran beteiligt wire. Dies wére analog
zur Existenz eines absoluten Raumes und einer absoluten Zeit. Wir miissen demnach
Gesetzmaifligkeiten auffinden, denen sich die Geometrie der Raum-Zeit unterwirft.
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Die Raum-Zeit sagt der Materie, wie sie sich bewegt. Wer
aber sagt der Raum-Zeit, wie sie sich kriimmen muss? Dies
kann nur die Materie selbst sein. Um zu sehen, welcher Art
die Gesetze sein miissen, die wir aufzustellen haben, be-
trachten wir wieder den Schwarm von freien Kérpern im
Gravitationsfelc.l und zwar zunichst wieder in der New- Abbildung 6.1:
tonschen Theorie.

Sei x'(t, s) eine 1-parametrige Schar von Teilchen, die alle

zur Zeit t = 0 auf einer gegebenen Kurve loslaufen (vgl. Abb. [6.1). Die Startpunkte
werden durch den Parameter s gegeben, welcher demnach die ganze Kurve festlegt.
Die Kurven t = const. sind die Punkte, die auf den Bahnen nach der gegebenen Zeit
t erreicht werden. Die Menge aller dieser Bahnen bildet eine 2-dimensionale Flache S,
auf der jeder Punkt eindeutig durch die Werte der beiden Parameter s (auf welcher
Bahn liegt der Punkt?) und t (zu welcher Zeit wird er erreicht?) charakterisiert werden
kann.

Sei nun zi(t, s) = x(t, s) — xi(t, 0) der Abstand zwischen der ‘zentralen’ Bahn mit s = 0
und einer benachbarten Bahn. Dann erfiillt dieser Abstand die Gleichung

) 0 0
#69) = ( S 0x(t.0 42l 5) - T xe0)). 611)
Fiir kleine Werte von s ist dies
51 2 k
74, s) ~ 241, O)—I—s%—(t 0)+O(s :—sZ a,?l;;k ))aais(t,O)JrO(sz).

Nach Vertauschen der Ableitungen 0/9s und 9/0t und der Definition

ozt

Z'(t) = Bs

(t,0)
erhalten wir schliefilich in 1. Ordnung die Gleichung

71 az(b k
k

Wie haben wir dieses Ergebnis zu interpretieren? Beginnen wir mit (6.1.1), wo die Inter-
pretation noch klar ist. Diese Gleichung regelt den Abstand der Teilchen auf der Bahn
s = 0 und der Bahn mit Wert s zu jedem Zeitpunkt t. Dieser Abstand hdngt ab von der
Differenz der Gravitationsfelder auf den beiden Bahnen. Die zweite Ableitung des Ab-
standes ist die Beschleunigung, mit der ein Beobachter, der auf s = 0 sitzt, das Teilchen
s auf sich zu kommen sieht.

Die beiden Teilchenbahnen kénnen weit auseinander liegen. Fiir sehr nahe verlaufende
Nachbarbahnen gilt die Gleichung bis zur 1.0rdnung in s approximativ. Wir erkennen,
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dass das Verhalten solcher Bahnen durch das Verhalten des Vektors Zi(t, 0) entlang der
zentralen Bahn bestimmt wird und dieses wiederum ergibt sich durch Differenzieren
nach s bei s = 0. Offensichtlich ist Z(t,s) = 9x'(t,s)/ds ein Vektorfeld auf der Fliche
S, welches an jedem Punkt einer Bahn in Richtung auf die ‘infinitesimal benachbar-
te’ Bahn zeigt. Man nennt dieses Vektorfeld auch Jacobi-Feld oder Verbindungsvek-
tor.

Eine wichtige Eigenschaft eines Verbindungsvektors ergibt sich aus der Betrachtung

von
0 i aZ i aZ i aui
20 _ 0 0 (6.1.3)
ot 0sot  0tos 0s

Dies bedeutet, dass die zwei Ableitungen 0/9s und 0/0t vertauschen und weil oxt/0s =
Z'und ox'/0t = xt = Utist, folgt, dass das Verbindungsvektorfeld Z und das Tangen-
tialvektorfeld U miteinander kommutieren.

Die Gleichung (6.1.2)) fiir den Verbindungsvektor ist linear

Jt=— Z ORWAS
k

Sein Verhalten wird also bestimmt durch die Matrix @i, = 0ix$, die Hesse-Matrix des
Gravitationspotentials. Diese Matrix ist ein Mafs fiir die Inhomogenitit des Gravitations-
felds und damit verantwortlich fiir die Relativbeschleunigung zwischen verschiedenen
frei fallenden Teilchen.

Um zu sehen, wie sich frei fallende Teilchen in einer relativistischen Raum-Zeit relativ
zueinander bewegen, betrachten wir nun einen Schwarm von Geodéten. Wieder zeigt
Abb.[6.Tdas wesentliche. Wir interpretieren die Linien nun als eine 1-parametrige Schar
von Geodaéten, die eine Fldche S erzeugen, auf der jedes Raum-Zeit Ereignis durch die
Parameter t und s eindeutig gekennzeichnet werden kann. Die zugehorigen Vektorfel-

der
0 0

9 U= -~
0s’ ot

kommutieren. Es gilt also [Z, U] = 0. Die Kurven mit konstantem s sind Geodaten, ihr
Tangentialvektor erfiillt also die Gleichung

/=

UV, uP =o.
Auflerdem gilt wegen der Kommutativitit der Vektorfelder
UV Z% = 29V, UP.

Schreiben wir diese Gleichung in einem Koordinatensystem x' auf, dann bekommen
wir das genaue Analogon zu (6.1.3). Um ein Analogon zu (6.1.2) zu bekommen, be-
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stimmen wir die zweite kovariante Ableitung von Z¢ entlang U“:

UV, (UPVyz?) = uev, (2°v,ul)
= (USVaZ®) VUl + USZPV VU = (Z9VUP) VUl 4 UZPY VU
= 29V, (UPVU?) = Z9UPY VU + UZPV VU
—UZ° (VaVpld = VpVal?) = (UURGe?) 20
In dieser Rechnung wurde die Geodétengleichung, die Kommutativitat der beiden Vek-

torfelder und die Ricci-Identitit benutzt.

Schreiben wir formal Z° := UV 4Z°, dann haben wir
74— (uauCRabcd) zb,

Der Verbindungsvektor zwischen Geoditen geniigt also einer ganz dhnlichen Glei-
chung wie der Verbindungsvektor zwischen Teilchenbahnen. An die Stelle der Hesse-
Matrix des Gravitationspotentials tritt hier der (1, 1)-Tensor

@ = UUR aq",

der aus dem Riemann-Tensor und dem Tangentialvektorfeld an die Geoddtenschar
konstruiert wird. Senken wir den oberen Index mit der Metrik, so tritt eine weitere Ana-
logie zutage. Wegen der Paarsymmetrie des Riemann-Tensors ist ndmlich @ 4, = @y,
also ist dieser Tensor ebenso wie die Hesse-Matrix symmetrisch. Der Riemann-Tensor
charakterisiert also die Inhomogenitit des Gravitationsfeldes in enger Analogie zur
Hesse-Matrix des Gravitationspotentials der Newtonschen Theorie.

Das Gravitationspotential gentigt der Poisson-Gleichung
Ad =4nGp.

Das Potential wird also ‘erzeugt” durch die Massendichte p. Nun ist

9%
Ab = Z dxioxt Z P
1 1

die Kontraktion (Spur) der Hesse-Matrix. Treiben wir die Analogie zum Hohepunkt,
dann erwarten wir also fiir die Gleichung, die das Gravitationspotential in der ART —
die Metrik — festlegt, eine Gleichung in der die Spur des Tensors @ 4, eine Rolle spielt
und in der die Quelle durch die Energie (Aquivalenz von Masse und Energie!) der vor-
handenen Materie gegeben ist. Wir konnen auch nicht erwarten, dass wir mit einer
Gleichung auskommen werden. Da ja das Gravitationsfeld der ART zehn Potentiale be-
sitzt, erwarten wir auch zehn Gleichungen.
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Die Spur des (1, 1)-Tensors @, ist
D% = UURqq™
Wir erwarten also eine Gleichung der Form
USURqq® ~ 47tGp
wobei hier = als “so etwas wie” zu lesen ist.

Nun ist die linke Seite abhdngig von dem beliebig gewahlten Schwarm von Geodéten.
Nehmen wir an, solche Schwarme verhalten sich in jeder Raumrichtung gleich, dann
ist U ein beliebiger zeitartiger Vektor, den wir dann auf der linken Seite weglassen
konnen.

Da die linke Seite von U® abhédngig ist, sollte dies die rechte Seite verniinftigerweise
auch sein und zwar mit der gleichen Abhdngigkeit von U® wie die linke Seite. Wir
erwarten also nicht fiir jedes U® das gleiche p, sondern vielmehr, dass sich die rechte
Seite in der Form

p = TapUUP

schreiben ldsst und dass demnach die Gleichungen der Gravitationstheorie die Form

Rab ~ 47TGTab

haben sollten, wobei wir hier noch den Ricci-Tensor R, = Rqcp € als Spur des Riemann- ] Ricci-Tensor

Tensors eingefiihrt haben. Der Ricci-Tensor ist symmetrisch, wie sich aus der Paarsym-
metrie des Riemann-Tensors ergibt. Er hat zehn unabhingige Komponenten, also er-
halten wir zehn einzelne Gleichungen. Auf der rechten Seite steht ebenfalls ein (0, 2)-
Tensor, von dem wir auch annehmen konnen, dass er symmetrisch ist. Dieser Tensor
hat mit der Energie der Materie zu tun. Man nennt ihn Energie-Impulstensor.

6.2 Der Energie-Impulstensor

Jede Materieform nimmt ein Raum-Zeit-Volumen ein. ‘Massenpunkt” oder ‘Punktla-
dung’ sind Idealisierungen, die nicht wirklich in der Natur vorkommen. (In der ART
stellt sich sogar heraus, dass Massenpunkte mit der Theorie gar nicht vertréaglich sind).
Materie kann daher nur als ein Kontinuum beschrieben werden.

Es gibt viele verschiedene Arten von Materie. Zwar setzt sich jede Materieverteilung
letzten Endes aus Elementarteilchen zusammen, so dass es geniigen wiirde, sich auf
deren Beschreibung zu beschrdnken. Jedoch ist es hoffnungslos, die Eigenschaften ei-
ner Fliissigkeit aus denen der sie konstituierenden Elementarteilchen ableiten zu wol-
len. Ausserdem miisste man dann ein giiltiges Modell fiir alle Elementarteilchen besit-
zen, was es derzeit noch nicht gibt. Daher werden phinomenologische Materiemodelle
benutzt, mit denen man Fliissigkeiten, Gase, Plasmen usw. beschreibt.
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Die Beschreibung dieser phdnomenologischen Materiemodelle kann beliebig kompli-
ziert werden, wie schon ein Blick auf die verschiedenen Gase zeigt, wo es mehrere
Freiheitsgrade wie Rotations- und Vibrationsbewegung der einzelnen Molekiile geben
kann. Festkorper konnen elastische Figenschaften haben, d.h., sie konnen deformiert
werden und auf diese Weise Energie und Impuls austauschen. All diesen Beschreibun-
gen ist aber eines gemeinsam: sie gestatten uns, die Energie- und Impulseigenschaften
der Materie zu quantifizieren. Es sind diese Eigenschaften einer Materieverteilung, die
fiir uns hier relevant sind. In der SRT werden Energie und Impuls zu einem Vierer-
Vektor, dem Energie-Impuls-Vektor, verkniipft, so dass die Energie beobachterabhan-
gig wird. Mit einer Beschreibung des Energieinhalts einer Materieverteilung ist also
immer auch eine Beschreibung des Impulsinhalts verbunden. Um Energie und Impuls
voneinander zu trennen, muss ein Beobachter angegeben werden.

Da es sich bei einer Materieverteilung um ein ausgedehntes Kontinuum handelt, ist es
sinnlos zu einem gegebenen einzelnen Ereignis die Energie oder den Impuls bestimmen
zu wollen. Vielmehr ist es nur sinnvoll, von Energie- und Impulsdichte an einem Ereig-
nis zu reden. Die gesamte Energie ergibt sich dann durch Integration tiber ein rdumli-
ches Volumen. Um also die Energie eines Systems zu bestimmen sind zwei Spezifikatio-
nen pro Ereignis notwendig, erstens ein Beobachter, also ein zeitartiger Einheitsvektor
und zweitens ein raumliches Volumen tiber welches integriert werden soll. Dieses Volu-
men konnen wir uns an jedem Ereignis vorstellen als drei raumliche Einheitsvektoren,
oder dquivalent dazu als ein zeitartiger Vektor, der auf den drei rdumlichen Vektoren
senkrecht steht. Wir kommen also zu dem Schlufi, dass die Energiedichte an jedem Exr-
eignis von zwei Vektoren abhidngt und dass die Energie sich dann durch Integration
der Energiedichte ergibt.

Diese Betrachtung macht plausibel, dass der Energieinhalt einer Materieverteilung durch
einen (0,2)-Tensor Tgp, den Energie-Impulstensor, beschrieben wird. Ist u® die 4-Ge-
schwindigkeit eines Beobachters, dann ist

Toouu®
Energiedichte die Energiedichte der Materie, die der Beobachter in seinem Bezugssystem misst. Ent-
sprechend ist der 4-Vektor
Pa = Tabu—b

Energie-Impuls-

Dichte die Energie-Impuls-Dichte, die der Beobachter der Materie zuweist. Jede Materiever-

teilung besitzt ihren eigenen Energie-Impulstensor, der sich aus den Materievariablen
(Dichte, Druck, Geschwindigkeit, Ladung, Temperatur, Felder usw.) zusammensetzt.
Allen Energie-Impulstensoren sind aber zwei Eigenschaften gemeinsam.

Ein Energie-Impulstensor ist symmetrisch
Tab = Tva-

und divergenzfrei
VT =0.
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Die Divergenzfreiheit ergibt sich immer als Folge der Materie-Gleichungen, also der
Gleichungen, denen die Materievariablen geniigen.

Als Beispiel betrachten wir den Energie-Impulstensor von Staub, wechselwirkungsfrei-
en Teilchen. Da sie nicht miteinander wechselwirken, bewegen sie sich auf Geodaten.
Deren Tangentialvektor sei U“. Der Energie-Impulstensor ist

Tab = pUqUp.

Die Divergenz dieses Tensors ist der Vektor

DP = VT = (UVap) UP + p (UVUP) +p (VU U
= (UVap+pVUY) ub = Va(pU?) u®.

Um die Bedeutung von DP® = 0 zu sehen, schreiben wir V (pU?) = 0 fiir den Min-
kowski-Raum bzgl. kartesischer Koordinaten auf. Die 4-Geschwindigkeit u® schreiben
wir y(1,u) und fiir V4 setzen wir (9, V), wobei V der dreidimensionale Ableitung
(0x, 0y, 9) ist. Damit ergibt sich

9t (py) + V (pyu) =0.

Dies ist die Kontinuitatsgleichung fiir die Groie py, die Energiedichte des System
fiir den Beobachter mit 4-Geschwindigkeit 0¢. Dementsprechend ist V4 (pU®) = 0 die
kovariante Form dieser Kontinuitdtsgleichung. Ihre Bedeutung ist die lokale Energieer-
haltung.

Wir haben also folgendes Resultat: der Energie-Impulstensor fiir Staub ist divergenz-
frei, denn die Staubteilchen erfiillen die lokale Energieerhaltung in Form der Kontinui-
tatsgleichung und die Weltlinien der Teilchen sind Geodéten.

6.3 Einstein-Tensor und Feldgleichung

Was wir aus dem vorigen Abschnitt[p.2]mitnehmen, sind die beiden Eigenschaften eines
Energie-Impulstensors, seine Symmetrie und Divergenzfreiheit. Im Abschnitt |6.1| wurde
die Form der Feldgleichung als

Rab & Tap

motiviert. Sowohl Rqp als auch Tgp sind symmetrische (0, 2)-Tensoren. Jedoch ist Rqp
im Gegensatz zu Tgp nicht divergenzfrei. Es stellt sich nun die Frage, ob es einen (0, 2)-
Tensor gibt, der allein aus Kriitmmungstermen konstruiert ist und der divergenzfrei ist.
Zur Beantwortung dieser Frage kann uns nur die Bianchi-Identitdt helfen, denn sie ist
die einzige Relation, die etwas tiber die Ableitung des Kriimmungstensors aussagt. Sie
lautet

0 =3VeRapjc? = VeRave? + VaRpec + VpReac .
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skalare Krimmung

Einstein-Tensor

Einsteinsche Feld-
gleichung

Um eine Aussage fiir den Ricci-Tensor zu bekommen, kontrahieren wir diese Gleichung
tiber die Indizes b und d und erhalten

0= VeRge — VaRec + vaeacb'
Eine weitere Kontraktion ergibt
0=V Rac— VaRc+ VR = 2vP (Rab - %gabR) )

dabei ist R = Ry“ die Spur des Ricci-Tensors, auch skalare Krimmung genannt. Damit
haben wir einen Tensor gefunden, der unseren Kriterien — Symmetrie, Divergenzfrei-
heit und nur aus dem Kriimmungstensor konstruiert — gentigt. Dieser Tensor

Gab = Rav— %gabR

heifst Einstein-Tensor. Er wurde von Einstein wéhrend seiner Suche nach den Feld-
gleichungen gefunden. Er postulierte daraufhin die Gleichung

G ab = KTab»

wobeli k hier eine noch zu bestimmende dimensionsbehaftete Konstante ist. Offensicht-
lich folgt daraus

Rap =k (Tab - %gabT) )

wobei T = Ty ® die Spur des Energie-Impulstensors ist.

Um die Konstante k zu bestimmen, setzen wir den Energie-Impulstensor fiir Staub in
diese Gleichung ein und {iberschieben mit der 4-Geschwindigkeit der Staubteilchen.
Mit T = pU,U® = p erhalten wir dann

K

Dq® = RapU U = Jp.

Nachdem @, in Analogie zur negativen Hesse-Matrix des Gravitationspotentials zu
setzen ist, bekommen wir formale Ubereinstimmung mit dem Newtonschen Gravitati-
onsgesetz genau dann, wenn wir k = —8nG setzerﬂ

Mit dieser formalen Betrachtung haben wir schlieslich die Einsteinsche Feldglei-
chung in der Form

Gab = —87‘[GTab (631)

gefunden. Ein paar Bemerkungen hierzu

2Eine genauere Begriindung beruht auf der Betrachtung des Newtonschen Limes, des Grenzfalls kleiner
Geschwindigkeiten. In diesem Grenzfall dominiert die Zeit-Zeit-Komponente (Rgo) des Ricci-Tensors
alle anderen. Diese kann mit dem Gravitationspotential identifiziert werden. Sie erfiillt in dem genann-
ten Grenzfall eine Poisson-Gleichung aus der sich dann der Wert fiir k ablesen ldsst. Dies ist genauer
diskutiert in [12].
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e Die angestellten Betrachtungen sind keine Herleitung der Gleichung. Dies ist nicht
moglich. Es handelt sich vielmehr um eine Motivation auf Grund der erlangten
Einsichten in das Verhalten der Gravitationswechselwirkung und unter Verwen-
dung von postulierten Prinzipien, wie dem Aquivalenzprinzip.

¢ Die Einstein-Gleichung wird in dieser Form postuliert und muss sich experimen-
tell bewé&hren.

e Esist keineswegs so, wie oft vermutet, dass sich die ART mit dem Aufstellen der
Einstein-Gleichung erschopft hat und quasi abgeschlossen ist. Die Situation ist
vielmehr so wie nach der Aufstellung der Maxwell-Gleichungen. Man interes-
siert sich jetzt fiir die Losungen der Gleichung, um die Phinomene zu erforschen,
die durch diese Gleichung beshrieben werden kénnen. So wie in der Maxwell-
Theorie verschiedene Ladungsmodelle (Leiter, Ferromagnet, Supraleiter, etc.) zu
verschiedenen Phinomenen fithren, so ist es das Ziel der Gravitationstheorie durch
verschiedene Materiemodelle unterschiedliche Phinomene zu finden.

e Die Einstein-Gleichung bestimmt einen Teil der Raum-Zeit-Kriimmung aus der
gegebenen Materieverteilung. Sie sagt nichts aus tiber die Materieverteilung selbst.
Dies muss zusitzlich spezifiziert werden, damit das System abgeschlossen ist.
Dies bedeutet, dass man zusitzliche Gleichungen zu betrachten hat, die die Mate-
rievariablen (z.B. elektromagnetische Felder, Fliissigkeiten, elastische Korper 0.4.)
bestimmen. Da diese Gleichungen iiblicherweise Differentialgleichungen sind, in
denen die kovariante Ableitung (und damit die Metrik, vgl. den Ausdruck fiir
die Christoffel-Symbole) steht, erhdlt man auf diese Weise ein gekoppeltes Sys-
tem von Gleichungen, von denen die Einstein-Gleichung nur eine ist.

¢ Die Gleichung besteht (wie jede Gleichung) aus zwei Seiten, einer ,himmlischen”
und einer ,irdischen” (Einstein). Die himmlische Seite ist die linke, kriimmungs-
abhéngige Seite. Es ist in der Tat eine erstaunliche Tatsache, dass es im Wesentli-
chen nur einen symmetrischen Tensor gibt, der divergenzfrei ist und aus hochs-
tens zweiten Ableitungen der Metrik konstruiert werden kann. Die einzige mog-
liche Abdnderung bestiinde in der Addition eines Terms der Form A g4, mit der
kosmologischen Konstante A. Bis heute ist nicht geklart, ob die kosmologische
Konstante positiv, negativ oder null isiﬂ Wir werden A = 0 annehmen.

e Die ,irdische” Seite enthilt die Materieverteilung des betrachteten Systems und
diese kann beliebig kompliziert werden. Um dieser Komplikation zu entgehen,

werden wir im Weiteren nur noch die Vakuum-Gleichung betrachten, also die | Vakuum-Gleichung

Gleichung
Ggp =0.

3Es gibt jedoch neueste Ergebnisse aus der Vermessung der Inhomogenititen der kosmischen Hinter-
grundstrahlung, die eine von Null verschiedene (negative) kosmologische Konstante nahelegen. Al-
lerdings ist hier das letzte Wort noch nicht gesprochen.
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7 Die Schwarzschild-Losung

Nach dem Aufstellen der Feldgleichungen ist es uns jetzt natiirlich ein Bediirfnis, Lo-
sungen zu finden, um die neuen Phdnomene, die durch die ART beschrieben werden,
kennen zu lernen. Wir werden dies nicht im allgemeinsten Rahmen versuchen, denn
dies wiirde zu einem hoffnungslos komplexen Unterfangen entarterﬂ Vielmehr wer-
den wir versuchen, durch vereinfachende Annahmen die Rechnung so einfach wie
moglich zu machen.

Unser Ziel ist es zundchst, das Aufienfeld einer kugelsymmetrischen und zeit-unab-
hédngigen Quelle zu bestimmen. Wir werden uns also auf die Vakuum-Gleichungen be-
schranken. Was heifst es nun, eine ‘Losung der Feldgleichungen’ bestimmen zu wollen.
Eine Losung der Feldgleichungen ist eine Raum-Zeit, besteht also aus einer Mannig-
faltigkeit M und einer darauf definierten Metrik gq,. Wir wissen, dass diese beiden
koordinatenunabhéngig definiert sind und dass es irrelevant ist fiir die physikalischen
Konsequenzen, welche Koordinaten verwendet werden.

Es ist klar, dass wir Koordinaten verwenden miissen, wenn wir die Metrik aus den
Feldgleichungen bestimmen wollen. Es gibt aber zwei Punkte, die wir dabei beachten
miissen. Zwar ist die Wahl der Koordinaten irrelevant fiir die physikalischen Aussa-
gen, sie ist jedoch sehr relevant fiir die Rechnungen, die durchzufiihren sind. Es ist also
von Vorteil, die Koordinaten so zu wihlen, dass die Rechnung moglichst einfach wird.
Zum anderen darf man nicht vergessen, dass die berechnete Metrik durch ihre Kompo-
nenten in dem verwendeten Koordinatensystem gegeben ist. Naturgemafs ist sie dann
nur in der entsprechenden Koordinatenumgebung gekannt. Durch Losen der Feldglei-
chungen bekommen wir also nicht die Losung, sondern nur einen Teil davon, ndmlich
den Teil, der sich durch das gewéhlte Koordinatensystem beschreiben ldasst. Nach dem
Losen der Gleichungen muss man also untersuchen, inwieweit die erhaltene Losung
‘vollstandig’ ist.

7.1 Herleitung der Schwarzschild-Metrik

Welche Konsequenzen hat nun unsere Beschrankung auf zeitunabhingige, kugelsym-
metrische Felder? Beginnen wir mit der Zeitunabhéngigkeit. Dies bedeutet, dass es eine

!Die allgemeine Losung der Einsteingleichung ist nach wie vor unbekannt.
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Koordinate x° = t gibt, so dass

09ij
ot

=0, fur allei,j =0:3.

Aufierdem folgt, dass die Hyperflichen der Gleichzeitigkeit t = const raumartig sind.

Fordern wir weiter, dass die Situation zeitumkehrinvariant ist, d.h. dass die Transfor-
mation t — —t die Metrik invariant lasst, dann folgt, dass die Metrik die Form

3
g = doo dt? — Z gy dxtdx/
i,j=1

haben muss. Insbesondere gibt es keine go;-Terme.

Die Kugelsymmetrie wird nun folgendermassen berticksichtigt. Wir betrachten eine
beliebige Hyperflache L; = {t = const.}, also einen beliebigen Zeitpunkt. Wegen der
Zeitunabhdngigkeit der Metrik trifft die folgende Betrachtung dann fiir alle Zeitpunk-
te ebenso zu. ‘Kugelsymmetrie” bedeutet, dass eine beliebige Drehung um ein festes
Zentrum die Metrik invariant lasst. Wir nehmen ein beliebiges, aber festes Ereignis P
in X heraus und lassen beliebige Drehungen auf P wirken. Dann durchlaufen die ‘ge-
drehten’ Ereignisse eine Kugelfliche. Machen wir diese Prozedur mit allen Ereignissen
in X, dann kommen wir zu dem Ergebnis, dass jedes Ereignis in L; auf genau einer
Kugelfldche zu liegen kommt. X, besteht also (wie eine Zwiebel) aus lauter ineinan-
der verschachtelten Kugelflaichen. Wir konnen also eine ‘radiale” Koordinate R finden,
derart dass R = const. gerade eine dieser Kugelfldchen ist.

Betrachten wir nun eine dieser Kugelflachen, die wir durch t = const. und R = const.
bekommen. Diese ist eine ‘runde” Kugel, also nicht nur eine 2-dimensionale Flache mit
der Topologie einer Kugel, sondern eine geometrische Kugel. Dies folgt aus der Tatsa-
che, dass sie unter Drehungen in sich tibergeht und dass die Metrik bei dieser Drehung
sich nicht d&ndert. Nun wéhlen wir einen Punkt als Nordpol aus und fiihren die {tibli-
chen Polarkoordinaten ein, dann hat die Metrik auf dieser Kugel die Form

f(R)2 (02 + sin® 0dh?)

mit einer unbekannten Funktion f(R), welche die Eigenschaft besitzt, dass 47mf (R)? ge-
rade der Flacheninhalt der betrachteten Kugel ist. Diese Betrachtung gilt fiir jede der
Kugelflachen, so dass die Raum-Zeit-Metrik die Gestalt

g = goodt? — g1 dR? — 2 g1, dRdO — 2 g3 dRAd — (R)? (ole2 + sinzed(bz)
bekommt. Dies ist noch nicht die einfachste Form. Wir haben namlich noch nicht be-
nutzt, dass die Wahl des Nordpols auf jeder Kugelfliche beliebig ist. Betrachten wir

die Linie der Nordpole zu einem festen Zeitpunkt. Diese Linie ist also gegeben durch
t = const und 6 = 0 und ist immer transversal (nie tangential) zu den Kugelflachen.

83



Nun konnen wir aber durch eine geschickte Wahl der Pole auf jeder Kugel erreichen,
dass diese Linie immer senkrecht zu den Flachen ist. Auf dhnliche Weise konnen wir
erreichen, dass die Linie, die den Ursprung von ¢ auf dem Aquator entspricht (also
durch ¢ =0, 0 = /2, t = const. gegeben ist) ebenfalls zu den Kugelflachen senkrecht
ist. Dann haben wir erreicht, dass auf allen Kugelfldchen ‘das gleiche” Polarkoordina-
tensystem verwendet wird und die Metrik erhilt ihre endgiiltige Gestalt

g = goo(R) dt? — g17(R)dR? — (R)? <d62+sin28dd>2) .

Die metrischen Koeffizienten hangen nur noch von der radialen Koordinate R ab. Diese
Koordinate ist noch nicht fixiert. Wahlen wir eine andere radiale Koordinate r, so dass
R’ = OR/0r # 0 ist, dann dndert sich die Metrik in

g = goo(R(r)) dt? — g11(R(r))R'(v)%dr? — f(R(r))? (d92+sin2 6dc|>2> .

Sie behilt also ihre Form bei, nur die Koeffizienten d&ndern ihre Abhangigkeit von den
Koordinaten. Wir konnen diese Freiheit in der Wahl der Radialkoordinate ausnutzen,
um f(R(r)) = 1 zu setzen. Das bedeutet geometrisch, dass wir als Radialkoordinate
T = y/A/4m setzen, wobei A der Fliacheninhalt der Kugelfldche r = const isﬂ

Ublicherweise schreibt man die metrischen Koeffizienten in etwas anderer Form, so
dass sich schliefllich die allgemeine statische und kugelsymmetrische Metrik ergibt

g =e?dt? — ePdr? 2 (cle2 +sin?0 dcbz) . (7.1.1)

Diese Metrik enthdlt nur noch zwei unbekannte Funktionen, v und A, abhédngig von
einer Variablen, r. Alle anderen Freiheitsgrade sind durch die Symmetrieannahme und
die Wahl der Koordinaten eliminiert.

Offensichtlich gilt die oben angestellte Betrachtung auch fiir die flache Minkowski-
Raum-Zeit, deren Metrik wir demnach als Spezialfall in der allgemeinen Form wie-
derfinden miissen. In der Tat ist dies fiir v = A = 0 der Fall. Dann ergibt sich namlich
die Minkowski-Metrik in sphédrischen Polarkoordinaten.

Mit dieser Metrik ldsst sich nun der metrische Zusammenhang bestimmen. Die nicht
verschwindenden Christoffel-Symbole sind

t _ 4/
e =V,
M=\, Ti=e " TIj=-re? Tf,=—rsin’0e

1
Free =0 ng) = —cos0sin0,

1
Fg)q) = cot 9, Frqu =

ZWir hitten ebenso gut die Radialkoordinate so wihlen konnen, dass /g11(R(r))R’(r) = 1 wird.
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und damit ergeben sich weiter (nach etwas linglicher Rechnung) die Komponenten des
Ricci-Tensors

Rtt _ eZ(va] <—V” - (V/)Z-I-V/)\’ o ivl> ,

2
Ry = (v” + (V)2 =N — r)\/> ,
712
Reo = e~ (1 —e? 4 r(v! —7\')) : 712
Ropp =€ 2 (1 —e? (v —7\’)) sin? 0,
Ry =0 sonst.

Nun miisste man daraus noch den Einsteintensor G qp berechnen, um die Feldgleichun-
gen endgiiltig aufstellen zu kdnnen. Es gilt nun aber per definitionem

1 1
Gab:Rab_ERgab — Rc1b - Gab_EGgaba (713)

so dass im Falle der Vakuumgleichungen
Rab =0

gilt. Die Feldgleichungen sind demnach den drei Gleichungen

2
VI (V) =V S =, (7.1.4)
" "2 '/ 2 /
v+ (V)2 vV = 2N =0, (7.1.5)
1— e”‘~|—r(v’ _7\/) =0, (7.1.6)

dquivalent. Dies sind drei Gleichungen fiir zwei Unbekannte. Das System scheint also
tiberbestimmt zu sein. Dem ist aber nicht so. Dies folgt aus der Bianchi-Identitat, mit
deren Hilfe man zeigen kann, dass alle Gleichungen erfiillt sind, wenn man eine Losung
tiir zwei der Gleichungen gefunden hat.

Aus (7.1.4) und (7.1.5) folgt sofort v/ + A" = 0, also v + A = C fiir eine Konstante C.
Setzen wir dies in (7.1.6) ein, ergibt sich die Gleichung

1—e?—2r\ =0.
Multiplikation dieser Gleichung mit e~?* zeigt die erstaunliche Konsequenz
/
[rﬂ — e’”‘)} =0,

also .
N
T

85



Schwarzschild-
Metrik

Schwarzschild-
Radius

fiir eine weitere Konstante B und daraus folgt

e2”:C2<1—B),
.

wobei wir die Konstante C umdefiniert haben. Einsetzen in die drei Gleichungen zeigt,
dass alle erfiillt sind, so dass wir die allgemeine Losung gefunden haben. Die Metrik
sieht also folgendermafien aus

g = C2 (1 _ B) dt? — % dr2 — 12 (d92+sin2 9d¢2) .
T .l i
T

Wir haben nun nur noch die Konstanten zu interpretieren. Die Konstante C lasst sich
einfach behandeln. Beachten wir, dass der erste Term der Metrik sich schreiben ldsst

als B B
C? <1 —> dt? = <1 —> d(Ct)?,
T T

so liegt es nahe, die Zeitkoordinate umzudefinieren, d.h., also die Koordinate t = Ct zu
verwenden. Dies kommt effektiv der Wahl C = 1 gleich. Die Konstante C hat also keine
physikalische Bedeutung sondern legt nur die Skala der Zeitkoordinate fest.

Im Gegensatz dazu ist die Konstante B von physikalischer Bedeutung. Es ist offensicht-
lich, dass B = 0 die Minkowski-Metrik zur Folge hat. B # 0 hat demnach etwas mit
der Abweichung der Metrik von der flachen Metrik zu tun und diese kann nur von der
Masse des felderzeugenden Objekts herriihren. Dass dies tatsdchlich so ist, werden wir
in Kiirze sehen.

Wir schreiben daher B = 2MG und setzen sofort die Gravitationskonstante G = 1F| So
erhalten wir die erste Losung der Einstein-Gleichung, die berithmte Schwarzschild-
Metrik

g= (1 - 2];/[> de2 — | 12M dr? — 12 (cle2 +sin? Gdcl)z) .
o
Offensichtlich hat diese Metrik Probleme: abgesehen von der Mehrdeutigkeit der Po-
larkoordinaten bei 6 = 0, 7t gibt es zwei Stellen, an denen die Metrik nicht definiert ist,
bei r = 0 und bei r = 2M. Das Problem bei r = 0 war zu erwarten, denn auch im New-
tonschen Fall oder der Elektrostatik wird das Feld einer kugelsymmetrischen Quelle im
Zentrum singuldr. Dies wird dann interpretiert, als ob im Zentrum eine “‘punktférmige’
Quelle (Massenpunkt oder Punktladung) séfse, deren Dichte unendlich ist, da die Quel-
le keine Ausdehnung besitzt und deren Feld deshalb am Ort der Quelle divergiert. Die
Singularitdt bei r = 2M ist eine neue Qualitat, die so nicht in der klassischen Theorie

auftritt.

Um ein Gefiihl fiir diesen speziellen sog. Schwarzschild-Radius zu bekommen, be-

3Das heifit wir verwenden physikalische Einheiten in denen ¢ = 1 und G = 1 gilt. Dieses sind die
so genannten geometrischen Einheiten, in denen nicht nur Zeit und Lange in gleichen Einheiten
gemessen werden, sondern ebenso auch die Masse.
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rechnen wir seine Grofie fiir einige realistische Massenwerte. Dazu muss man zuerst
die physikalischen Konstanten G und ¢ wiedereinfiihren. Dann lautet die Beziehung

Rs v1.5.1007M
m kg

Fiir die Sonne mit einer Masse von ca. 2 - 10%° kg ergibt sich der Schwarzschild-Radius
zu ca. 3 km, fiir die Erde hingegen ist der Schwarzschild-Radius ‘nur’ ca. 9 mm grofs.

Die Metrik wird nicht nur fiir M = 0 flach, sondern auch fiir grofie Radien, also im
Limes v — oo ergibt sich die Minkowski-Metrik. Die Schwarzschild-Metrik ist dem-
nach asymptotisch flach. Sie beschreibt ein System, dessen Feld mit zunehmendem
Abstand abnimmt.

7.2 Geodaten in der Schwarzschild-Metrik

Wollen wir weitere Aussagen iiber die Phanomene in der Schwarzschild-Metrik be-
kommen, so miissen wir uns anschauen, wie sich die freien Teilchen in dieser Raumzeit
verhalten, also die Geodatengleichung untersuchen.

Das Aufstellen dieser Gleichung ist einfach, wenn auch miithsam und ergibt das folgen-
de System (Punkt bedeutet Ableitung nach dem affinen Parameter s)

f+2v/ it =0, (7.2.1)

F4 A #2 4 2N V2 e (92 +5in? 0 $2) = 0, (7.2.2)
. 2. .

0+ — 0 —sin 6 cos 0% =0, (7.2.3)
. 2. ..

b+~ +2cot 6 O = 0. (7.2.4)

Dies sind zunichst vier gewohnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die
sich aber reduzieren lassen. Zunachst bemerken wir, dass sich (7.2.1) als

d /)
und (7.2.4) als

% (rzsinzﬁd)) =0

schreiben lassen. Auflerdem folgert man auf Grund der Kugelsymmetrie, dass eine
Geodite, die in einem Punkt in einer bestimmten Richtung startet immer in der Ebene
bleiben muss, die durch die Startrichtung und die radiale Richtung aufgespannt wird.
Wir konnen aufgrund der Kugelsymmetrie annehmen, dass der Startpunkt der Geoda-
te und ihre Anfangsrichtung in der Aquatorebene liegen. Dann ist anfinglich 6 = 7/2

87

asymptotisch flach




und 6 = 0. Nun ist aber 8 = 7/2 eine Losung von (7.2.3), die wegen der Eindeutig-
keit die einzige Losung zu den vorgegebenen Startwerten ist. Das heifst die Geodate
liegt immer in der Aquatorebene. Das bedeutet schlieSlich, dass wir (7.2.3) ignorieren
diirfen, sofern wir 6 = 7t/2 setzen.

Ein letzter Punkt ergibt sich ganz allgemein aus der Geodétengleichung. Es gilt ndm-
lich immer, dass das Betragsquadrat des Tangentialvektors v entlang einer Geodate
konstant ist. Dies folgt aus der kurzen Rechnung

VAV o (vPvp) = (VOV ovP)vp + vPVEV qvp = 2(vEV VP )vp = 0,

wobei Vertraglichkeit von Metrik und kovarianter Ableitung und die Geodéatenglei-
chung benutzt wurden.

2N 2

Im vorliegenden Fall ist vivq = gapvVP = e?V {2 — e 2 — 122 = const., wobei wir
schon 0 = 7t/2 verwendet haben. Damit haben wir das System von vier gewohnlichen
Differentialgleichungen 2. Ordnung auf drei Differentialgleichungen 1. Ordnung redu-
ziert, die da lauten

(1 — 21“) t=E (7.2.5)
d =h, (7.2.6)
2 =E%— <1 — 2;“) (1:22 + £> (7.2.7)

mit Konstanten E, h und e. Letztere hat die Werte 1,0, —1 entsprechend der Wahl von
zeit-, licht- und raumartigen Geodéten.

Wir interessieren uns zundchst fiir zeitartige Geoditen, also die Bahnen von frei fallen-
den Teilchen. Wir setzen daher ¢ = 1. Fiihren wir aufSerdem die Variable u = 1/r ein so
erhalten wir die Gleichung

W2 =y ((E2 —1) 4 2Mu— h2u2+2Mh2u3) .

Sind wir nur an der Bahn des Teilchens interessiert, also an der Abhdngigkeit u(¢) so
ergibt sich fiir 0u/9¢ = 1/ die Gleichung

2
(jz;) = % ((Ez —1)+2Mu— h2u? + 2Mh2u3> _ F(u)/hz (7.2.8)

Damit ldsst sich die Bahn beliebig genau bestimmen. Leider ist es nicht moglich, die
Gleichung in geschlossener Form zu losen, weil die Integration auf elliptische Funktio-
nen fithrt. Dennoch lassen sich qualitative Aussagen machen, wenn man das Polynom
F(u) genauer untersucht.
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Wir sind am Verhalten der Bahn im Aufienbereich interessiert, also fiir Werte 2M < r <
oo bzw. 0 < u < 1/(2M). Es ergibt sich

F(O) = (E2—1), F(1/2M) = E? > 0,
2
F'(0) =2M > 0, F'(1/2M) :zM+h—,

2M
F’(1/6M) = 0.

Damit gibt es vier qualitativ verschiedene Falle:

1. F(u) ist immer positiv. Dies entspricht einer Bahn, die vom Unendlichen (u = 0)
kommend bis zu r = 2ZM kommt.

2. F(u) ist positiv fiir 0 < u < uo. Dies entspricht einer Bahn, die vom Unendlichen
kommend bis zu einem ndchsten Punkt gelangt, dort umkehrt und wieder ins
Unendliche entweicht.

3. F(u) ist positiv zwischen zwei Werten u; und u,. Dies ist eine gebundene Bahn,
die zwischen zwei Extremalwerten hin und her oszilliert.

4. F(u) ist nur in einem Bereich um u = 1/2M positiv. Dies entspricht Bahnen, die
vom Zentrum her kommend einen maximalen Abstand erreichen und dann wie-
der zurtickfallen. Solche Bahnen sind auch in Fall 2 und 3 moglich.

Um diese Situation etwas quantitativer fassen zu konnen, wollen wir nun noch eine ap-
proximative Losung der Gleichung suchen. Dazu betrachten wir eine gebundene
Bahn (also u; < F(u) < uy) und nehmen an, dass der kubische Term klein gegeniiber
den anderen Termen sei. Nun ist

2Mh*u’  2M
h2u2  r
und 5 3 5
2Mh“u _ hi _ rzcj)z
2Mu 2 '

Die Approximation ist also giiltig, wenn, erstens, die Bahn des Teilchens grof3 gegen-
uber dem Schwarzschild-Radius der Zentralmasse ist und wenn, zweitens, die Bahn-
geschwindigkeit klein gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit ist.

Dann haben wir die approximative Gleichung

2
(j;) - % ((EZ 1) 4 2Mu— hzu2> (7.2.9)

zu losen. Die Losung mit der Nebenbedingung du/d¢ = 0 bei ¢ = 0 ist durch die
Kegelschnitt-Gleichung

uo(‘b):%(]Jrecosd)), e2:1+(E2_1)W

89



gegeben. Diese Gleichung beschreibt im vorliegenden Fall (zwei Nullstellen der rechten

Seite von (7.2.9)) eine Ellipse.
Ubung 7.1: Man zeige, dass fiir diese Ellipse mit Halbachsen a und b < a die Relationen

h? a?—p?
2 _ 2 _
b“/a = M e” = 2z (7.2.10)

gelten.

Betrachten wir diese Losung als die nullte Ordnung einer Storungsrechnung. Wir su-
chen jetzt die ndchste Ordnung und setzen dazu die Losung in der Form

U = Uup+uq

an. Setzen wir diesen Ansatz in (7.2.8)) ein und behalten nur die linearen Terme in u,

dann erhalten wir

. duy m3 3
smcb@ = cosdpug — WU + ecos §)”.

Diese Gleichung ldsst sich leicht 16sen und man erhalt

M3 14 3e?
T hA

e? e?
uq cosd)—|—3(1—|—>—cos2d>—|—3ed)sind> .

2 2

Dies ist demnach die Abweichung der Bahn von einer Ellipse, die durch den kubischen
Term hervorgerufen wird. Wir sehen hier verschiedene Terme, von denen der erste und
der dritte periodisch und der zweite konstant ist. Ihr Effekt auf die Bahn ist ebenfalls
periodisch, so dass die Bahn aufgrund dieser Storterme weiterhin geschlossen bleiben
wiirde, gdbe es nicht den vierten Term. Dieser ist nicht periodisch und dies hat zur
Folge, dass die Bahn nach einem Umlauf nicht an dem Punkt ankommt, von dem aus
sie gestartet war, sie nicht mehr geschlossen. Diesen Effekt kann man berechnen, indem
man die Umkehrpunkte der Bahn verfolgt, an denen demnach du/d¢ = 0 gilt. Fiir
unsere approximative Losung u = ug + uy ist

d M M3 T 1

£ = —h—ze sin¢ + Py [_e sind + e?sin2¢ + 3edp cos P | .

Dieser Ausdruck verschwindet fiir ¢ = 0. Die niachste Nullstelle ist nun aber nicht bei
¢ = 7, wie man nach der Newtonschen Theorie erwarten wiirde, sondern bei ¢ = 71+ 5,
wobei & durch Einsetzen in die Gleichung bestimmt werden kann. Wenn man nun die
Néherungen sin(rt+ 6) ~ —b und cos(m +8) ~ —1 in die Gleichung einsetzt, ergibt

sich
3m=05 A+ l+2e+3 mit)\—E
o e2 ' M

Wir nehmen nun an, dass die Halbachsen der ungestorten Bahn von ungefahr gleicher
Grofienordnung sind, also b/a ~ 1 und dass beide Halbachsen wesentlich grofier als
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der Schwarzschild-Radius des Zentralkorpers sind, also a > M, b > M gilt. Dann gilt
insbesondere b/a > M /b und damit auch

h?  b?
Daher gilt fiir die Verschiebung des Umkehrpunkts nach einer halben Periode
2
o~ 3m T

Benutzen wir nun die Relationen (7.2.10), so finden wir, dass sich nach einer vollen
Periode eine Perihel-Drehung von ca.
M GM
6 =6
7T(1(1 —e?) T[a(1 —e?)c?

ergibt. Der zweite Ausdruck ist in physikalischen Einheiten aufgeschrieben. Einen Ein-
druck von der Grofle dieser Verschiebung bekommen wir, wenn wir hier die Zahlen
fir Merkur (der innerste Planet hat die kleinste Halbachse) einsetzen. Die grofse Halb-
achse des Planeten betrdagt 0.387 astronomische Einheiterﬂ Die Bahnexzentrizitit ist
e = 0.205 und die Umlaufzeit betragt ca. 88 Tage. Mit diesen Zahlen ergibt sich eine
Perihel-Drehung von ca. 43" pro Jahrhundert.

7.3 Lichtstrahlen in der Schwarzschild-Metrik

Wir betrachten nun, wie sich Lichtstrahlen in de Schwarzschild-Metrik verhalten. Dazu
miissen wir die Geodaten-Gleichung fiir lichtartige Geodaten untersuchen. Wir setzen
also in ¢ = 0 und gehen ansonsten ganz analog zum Falle der zeitartigen Geoda-
ten vor. Dies fiihrt uns auf die Bahngleichung

2 2
CE);(E_ﬁ+mmﬁ (73.1)

fiir Photonen. Wieder konnen wir zundchst den kubischen Term als klein vernachlissi-
gen (in diesem Fall heifit das, dass die Bahn weit weg vom Zentrum verlduft, so dass
der Schwarzschild-Radius der Zentralmasse klein gegeniiber dem Bahnradius ist) und
erhalten so die approximative Losung

wo() = + cosd

wobei wir die Integrationskonstante so gewéahlt haben, dass bei ¢ = 0 der Umkehr-
punkt der Bahn liegt. Diese Bahn liegt auf einer Geraden rcos ¢ = L (vgl. Abb.[7.1),
deren Abstand L vom Zentrum durch

L =1/up(0) =h/E.

41AE=15-10%km
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Lichtablenkung

gegeben ist.

Nun suchen wir wieder die Gleichung fiir die kleine Stérung, die durch den zusatzli-
chen kubischen Term verursacht wird. Wir setzen also wieder den Ansatz

E
U U+ U = ECOSdH-ul(d))

in die Gleichung ein und behalten nur die linearen Terme in u;. Dies fiihrt auf die
Gleichung

M
—sindu’y = —cos pug + 2 cos> .
Dabei wurde der Term 3M/L?u; ebenfalls vernachldssigt, weil wir annehmen, dass

2M < List, also die Bahn weit weg vom Schwarzschild-Radius verlauft.

Diese lineare Gleichung kann man 16sen, indem man erst die homogene Gleichung
16st und dann eine partikuldre Losung bestimmt. Die homogene Gleichung lautet nach
einer Umformung

uf{ ~ cosd
u;  sing
also
uq(p) =Csind

mit einer beliebigen Konstanten C. Eine partikuldre Losung kann man durch “Variation
der Konstanten’ bestimmen, also durch den Ansatz

ui(¢) = C(d)sin ¢.

Dies fiihrt nach einer kurzen Rechnung auf die Gleichung

M cos? ¢ M [ cosd
C'=—= = (sinzc[) —cosdD) )

L2sin2¢p L2

deren Losung sich durch Integration ergibt. Die allgemeine Losung der gestorten Glei-
chung ist damit durch

u(p) = Csind)—I—;% (1 —;COSZd))

gegeben. Verlangen wir nun, dass die Bahn symmetrisch bzgl. ¢ = 0 verlaufe, dann

folgt C = 0 und die Bahngleichung der gestorten Bahn bekommt die Form

1 M 1
u—icoscb—l—@ (1—3c052<b>.

Die gestorte Bahn ist in Abb. [7.T]angedeutet.

Die Storung hat also eine Ablenkung der Bahn von einer Geraden zur Folge. Wir spre-
chen daher vom Effekt der Lichtablenkung im Gravitationsfeld. Zur Berechnung des
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Abbildung 7.1: Zur Lichtablenkung

Ablenkwinkels o bendtigen wir den Grenzwinkel ¢, der sich im Grenzfall r — oo
(u = 0) ergibt. Wir beachten, dass aufgrund der Geometrie ¢, = o + 71/2 gilt. Setzen
wir dies in die Bahngleichung ein, so folgt

3M 1
0 =cos(m/2+ «) + T <1 —3 cos(n-i—Zoc))

und fiir kleine Winkel « ergibt sich damit

M

xR
L

Die gesamte Ablenkung ist damit durch den doppelten Winkel gegeben. Setzen wir
hier die Werte fiir die Sonne ein und wéhlen wir eine Bahn, die gerade noch die Son-
nenoberfliche streift (also L = R; ~ 7 -10°km), dann ergibt sich ein Ablenkwinkel
von

200~ 1,75".

Dieser Wert wurde von Einstein berechnet und spiter von Eddington wéhrend einer
totalen Sonnenfinsternis beobachtet. Heutige Messungen (Radioastronomie) bestatigen
diesen Wert mit einer Genauigkeit von 1%.

Eine weitere einfache Konsequenz fiir Photonen ergibt sich, wenn wir ihre Frequenz
bzw. Energie betrachten. Ein Photon bewegt sich mit Lichtgeschwindigkeit, seine Bahn
ist ein lichtartige Geodate mit lichtartigem Tangentialvektor k. Ein Beobachter mit Vie-
rergeschwindigkeit u® interpretiert das Skalarprodukt

g abkaub
als die Energie e, bzw. mit der deBroglie-Beziehung
e = hw

als Frequenz des Photons. Nehmen wir nun an, ein Photon bewege sich durch die
Schwarzschild-Raumzeit und werde dabei durch ruhende Beobachter gemessen. ‘Ru-
hend’ soll hier bedeuten, dass die Vierergeschwindigkeit der Beobachter proportional
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Rotverschiebung

zum Killing-Vektor 9/0t sei, so dass fiir diese Beobachter nur die Zeit vergeht. Dann ist
deren Vierergeschwindigkeit

2 -1/2

und die Vierergeschwindigkeit des Photons hat die Form
k = £0¢ + 70, + $Og

so dass

1/2
_ b_ _ .
hw_gabuak _g(u?k)_ <]_> t—w

Also gilt
1/2
w <1 — er\/l> =E/h = const.

Damit ergibt sich das Resultat, dass die Photonenenergie, die statische Beobachter mes-
sen, mit dem wachsendem Abstand vom Zentrum abnimmt, d.h. die Frequenz eines
Photons, welches aus dem Gravitationsfeld herauslduft nimmt ab, es gibt eine Rotver-
schiebung.

Zum Schluss betrachten wir noch radiale Photonen. Fiir diese gilt h = 0 und wir erhal-

ten die Gleichungen
(1—27:4>t:E, 2 = E2.

Betrachten wir zuerst einlaufende Lichtstrahlen, so dass also t > 0 und < 0 ist. Durch
eine Umskalierung des affinen Parameters s konnen wir erreichen, dass E = 1 wird.
Dann erhalten wir ¥ = —1 und die Losung fiir einlaufende Lichtstrahlen

—s—2M
T=7r0—3S5, t:t()‘i‘S—ZMlOg%
0—

Fiir auslaufende Lichtstrahlen haben wir + = T und die Losung

To+s—2M

T="Tp+Ss, t=to+s+2Mlog M
0o—

Wir stellen also fest, dass die einlaufenden Geoditen nach einem endlichen Wert des
affinen Parameters (s = ro — 2M) bei r = 2M ankommen. Dort wird die entsprechende
t-Koordinate jedoch unendlich. Es stellt sich jetzt aber die Frage, was passiert, wenn
wir den affinen Parameter weiter erh6hen? Wo gehen die Geodéten hin?

Das gleiche Problem ergibt sich fiir die auslaufenden Geodéten, die alle vor einem end-
lichen Wert des affinen Parameters aus dem Bereich v+ = 2M zu kommen scheinen.
Dennoch divergiert auch hier die zugehorige t-Koordinate t — —oco. Wo waren die
Geodéten vorher?
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7.4 Ein schwarzes Loch

Um zu sehen, was bei r = 2M passiert, miissen wir uns erst noch einmal vor Augen fiih-
ren, wie wir zur Schwarzschild-Lésung gekommen sind. Die Symmetrie und Zeitunab-
hédngigkeit haben uns auf eine bestimmte Form der Metrik gefiihrt, deren Ricci-Tensor
wir berechnet und die daraus folgenden Vakuum-Gleichungen wir geltst haben. Dies
liefert uns eine Raum-Zeit in einer bestimmten Koordinatenumgebung, hier die Koor-
dinaten (t,r,0, ¢). Es ist durch nichts garantiert, dass diese Koordinaten tiberall ‘gut’
sind. Offensichtlich ist die Metrik bei r = 2M singular. Ist dieses Verhalten aber auf die
Raum-Zeit selbst zuriickzufiihren, oder liegt es an den Koordinaten?

Um diese Problematik etwas zu verdeutlichen betrachten wir ein sehr vereinfachtes
Beispiel. Es sei die 1-dimensionale Mannigfaltigkeit M = R mit der Metrik

_dy?
97 1+y2?2

gegeben. Dies ist fiir alley € R definiert. Betrachten wir nun die Geodatengleichung in
diesem einfachen Fall, so folgt
y=1+y?%

also y = tan(s — sg). Nun stellen wir auch hier fest, dass nach Ablauf eines endlichen
Intervalls fiir den affinen Parameter die Koordinate y divergiert. Offensichtlich wollen
die Geoditen “iiber den Rand der Koordinatenumgebung hinaus’. Um zu sehen, was
dann passiert, wahlen wir den affinen Parameter s als Koordinate. Dann ergibt sich mit
y = tan(s) und —71/2 < s < /2 fiir die Metrik

g =ds?.

Wir sehen also, die urspriingliche Metrik bekommt in der neuen Koordinate eine ande-
re Gestalt und die urspriingliche Mannigfaltigkeit M erhalten wir zurtick, wenn wir nur
Werte von s im Intervall ] — 7t/2, 7t/2[ betrachten. Dies muss aber nicht so sein, denn die
‘neue’ Metrik ist fiir beliebige Werte von s sinnvoll. Wir haben also die urspriingliche
Mannigfaltigkeit ‘erweitert’, indem wir zu einer geeigneten Koordinate tibergegangen
sind. Die neue Koordinate war der affine Parameter von Geoditen, welche wiederum
selbst durch die Struktur der Metrik bestimmt sind.

Nehmen wir dieses Beispiel als Leitgedanken fiir die Untersuchung der Schwarzschild-
Losung in der Ndhe von r = 2M. Betrachten wir einlaufende Lichtstrahlen. Wir hatten
gesehen, dass fiir diese Strahlen

r—2M
To—ZM

Da entlang dieser Strahlen die t-Koordinate bei r = 2M divergiert, wiahrend v konstant
bleibt, wihlen wir eine Koordinatentransformation, die t durch v und r ausdriickt

r—2M
To—ZM

T=T0—S8, t+ (r+2Mlog ) =v = const.

t=v—(r+2Mlog ).
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Eddington-Finkel-
stein Koordinaten

\\ DN

Abbildung 7.2: Die Raum-Zeit in Eddington-Finkelstein Koordinaten

Mit dieser neuen Koordinate wird die Metrik?|
M
g= (1 — r> dv? — 2dvdr — r’do?.

Nun sehen wir, dass diese Metrik bei r = 2M kein Problem mehr zeigt. Zwar ver-
schwindet dort der Faktor vor dv?, aber das heifit nur, dass der entsprechende Koor-
dinatenvektor 0, lichtartig wird. In diesem Koordinatensystem, den einlaufenden Ed-
dington-Finkelstein Koordinaten sind die einlaufenden radialen Geodéten durch v =
const. charakterisiert. Jede einlaufende Geodéte erreicht irgendwann das Zentrum bei
1 = 0. Hier ist die Metrik nach wie vor singular.

Auch hier haben wir die Mannigfaltigkeit ‘erweitert’, denn der Bereich, der von den
(t, r)-Koordinaten iiberdeckt wird, reicht nur bis zu r = 2M, wihrend die (v, r)-Koor-
dinaten bis r = 0 reichen. Nun ist gezeigt, dass die Stelle r = 2M ein vollstindig regu-
larer Punkt der Raum-Zeit ist. Dennoch hat die Raum-Zeit dort eine spezielle Struktur.
Wir betrachten Abb. in der die Raum-Zeit in einem Diagramm dargestellt ist, in
dem nach rechts die r-Koordinate aufgetragen wird und nach oben die ‘Koordinate’

5Die Metrik der Einheitssphare wird mit do? abgekiirzt.
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T = v —r. Dies hat zur Folge, dass die einlaufenden Geoditen alle auf Geraden unter
einem Winkel von 45° laufen.

Auflerdem ist gezeigt, wie sich die lokalen Null-Kegel verhalten. Diese erhélt man da-
durch, dass man an jedem Punkt der Raumzeit die beiden radialen lichtartigen Rich-
tungen berechnet. Der Ansatz

l=ad, +bo,
fihrt auf die Gleichung
0=g(Ll) = (1 — 27:4) a?—2ab
mit den Losungen a = 0 und a/b = 3 (1—2M). a = 0 entspricht der einlaufenden

Richtung, denn es dndert sich nur r, wahrend v (und die Winkel) konstant bleibt. Im
Diagramm ist dies durch den Vektor (1,—1), tangential an die einlaufenden Geraden,
gegeben. Die auslaufende Richtung ist im Diagramm durch den Vektor

r—2M
"r4+2M

(1 )

bestimmt. In grofler Entfernung vom Zentrum verlduft die auslaufende Richtung eben-
falls unter 45°, jedoch nach auswirts in Richtung wachsende Radien. Je ndher man zum
Zentrum kommt, umso mehr ‘klappt’ die auslaufende Richtung nach innen. Dies ist na-
tiirlich der Effekt der Gravitation, die den Lichtstrahl ‘bremst’. Dieser Effekt nimmt zu
bis bei r = 2M die r-Komponente verschwindet. Das bedeutet, dass die auslaufende
Richtung nur eine Zeitkomponente besitzt und dies wiederum bedeutet, dass Licht-
strahlen, die bei r = 2M radial nach aufsen laufen, tatsichlich nicht vom Fleck kommen,
sondern immer bei r = 2M bleiben. Geht man weiter zu Werten r < 2M, so wird die
radiale Komponente der auslaufenden Richtung wie die der einlaufenden Richtung ne-
gativ. Das bedeutet, dass selbst Lichtstrahlen, die nach aufien gerichtet sind, in Richtung
kleiner Radien laufen. Sie konnen also dem Einfluss der Gravitation nicht entfliehen.

Die Flache r = 2M ist eine Trennfldche fiir das qualitativ verschiedene Verhalten der
auslaufenden radialen Geodaten. Geoditen, die bei r > 2M starten, kommen problem-
los bis ins Unendliche. Hingegen sind Geodaten, die innerhalb starten, dazu verdammt,
bis zum Zentrum bei r = 0 zu fallen. Da alle materiellen Teilchen auf zeitartigen Linien
verlaufen, also sich an jedem Punkt der Raum-Zeit innerhalb des lokalen Null-Kegels
fortbewegen, gilt diese Verhalten auch fiir jede Materie. Man nennt die Fliche r = 2M
den Ereignis-Horizont, weil sie die Grenze der Raum-Zeit-Region ist, die fiir einen
Beobachter im Unendlichen ‘sichtbar ist’.

Betrachten wir noch einmal ein radial auslaufendes Photon, welches bei einem Radius
R > 2M emittiert wird. Die Frequenz, die ein statischer Beobachter bei R misst sei w.
Dieses Photon lduft ins Unendliche, wird dort ebenfalls von einem weiteren statischen
Beobachter gemessen und hat eine Frequenz w.
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Kretschmann-
Skalar

Kruskal-
Erweiterung

Nun hatten wir gesehen, dass

konstant ist. Damit gilt also

Das bedeutet aber, je ndher das Photon bei R = 2M emittiert wird, umso kleiner wird
die Frequenz und damit die Energie des Photons, wenn es im Unendlichen ankommt.
Im Grenzfall wird die Rotverschiebung unendlich. Das heifdt aber, dass ein Beobachter
der von auflen ins Zentrum schaut, keine Information aus der Region r < 2M bekom-
men kann. Sie ist fiir ihn ‘schwarz’. Da diese Region wie eine Einweg-Membran agiert,
durch die man hineinfallen kann, aber nicht mehr herauskommt, hat sich fiir diese Art
von Phianomen der Name ‘Schwarzes Loch” eingebiirgert.

Was geschieht nun bei r = 0? Die Metrik ist singuldr und um zu testen, ob es sich
bei r = 0 um eine echte Singularitdt handelt, betrachtet man am einfachsten eine Gro-
f3e, die unabhéngig von jedem Koordinatensystem ist, und etwas {iber die Geometrie,
also die Kriimmung aussagt. Da der Ricci-Tensor identisch verschwindet (schliefSlich
handelt es sich ja um eine Vakuum Raum-Zeit), bleibt nur der Riemann-Tensor selbst
und als einfachste koordinatenunabhingige Grofle bietet es sich an, den so genannten
Kretschmann-Skalar, das Quadrat des Riemann-Tensors

RabcdRade

zu berechnen. Fiir die Schwarzschild-Losung ergibt sich 48M?/°, also eine Funktion,
die bei r = 0 divergiert. Damit ist gekldrt, dass im Zentrum die Kriimmung unbegrenzt
anwdchst. Damit wachsen die Gezeitenkrifte unbeschrankt, so dass jeder Korper, der
zu nahe an die Singularitit kommt, unweigerlich zerrissen wird.

Zum Schluss noch ein paar unsortierte Bemerkungen

e Wir hatten die Schwarzschild-Losung mithilfe der einlaufenden Geodéten fortge-
setzt und dabei eine Region II bekommen, die in der Zukunft der urspriinglichen
Koordinatenumgebung, Region I, lag. Sozusagen die Region, in die die einlaufen-
den Geoditen hineinlaufen. Man kann die gleiche Diskussion mit den auslaufen-
den Geodéten durchfiihren. Dann kann man die Mannigfaltigkeit um eine wei-
tere Region III erweitern, ndmlich diejenige, aus der die auslaufenden Geodéten
herkommen. Diese ist nicht identisch mit der Region II, denn sie liegt in der Ver-
gangenheit von Region I. Eine genauere Betrachtung der raumartigen Geodéten
zeigt, dass es eine vierte Region geben muss, die in der Vergangenheit von Region
IT und in der Zukunft von Region III liegt. Diese so fortgesetzte Raum-Zeit heifst
Kruskal-Erweiterung.

e Die Schwarzschild-Losung ist eine kugelsymmetrische Losung und es stellt sich
die Frage, inwieweit das Auftreten einer Singularitdt und eines Ereignis-Horizonts

98



durch die Symmetrie bedingt ist. Es stellt sich heraus, dass unter sehr allgemeinen
Bedingungen zwangsladufig eine Singularitdt entstehen muss, wenn der Energie-
Inhalt einer gentigend kleinen Region geniigend hoch ist. Dann kollabiert diese
Energie aufgrund ihrer selbstgravitierenden Wirkung und bildet eine Singulari-
tat.

Die Schwarzschild-Losung ist eine Losung, bei der die Singularitédt hinter einem
Ereignis-Horizont ‘versteckt” ist. Dies muss nicht so sein. Wahlt man beispiels-
weise in der Schwarzschild-Losung den Massenparameter M negativ — aus ver-
schiedenen Griinden eine unphysikalische Wahl — so bekommt man dennoch ei-
ne Losung der Einsteingleichungen, die bei r = 0 singulér ist. Nun ist aber kein
Horizont vorhanden. Aus verschiedenen Griinden hat Penrose die “Hypothese
der kosmischen Zensur” postuliert, wonach es keine ‘nackten Singularitdten” ge-
ben soll, also Singularitdten, die fiir einen Beobachter im Unendlichen sichtbar
sind. Singularitdten sollten dem gemafs immer hinter einem Ereignis-Horizont
versteckt sein. Ob bzw. unter welchen Umstdnden dies so ist, ist eines grofien
ungeldsten Probleme der klassischen ART.
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ideale FlUssigkeit

Zustandsgleichung

8 Kugelsymmetrische statische
Materieverteilungen

Nach der Behandlung der kugelsymmetrischen, statischen Vakuum-Gleichungen wen-
den wir uns jetzt den kugelsymmetrischen statischen Gleichungen mit rechter Seite
zu. Losungen dieser Gleichungen sind Kandidaten fiir Raumzeiten, die von statischen
Sternen erzeugt werden.

8.1 Die grundlegenden Gleichungen

Wir haben die allgemeinen Feldgleichungerﬂ
G ab — —8m Tab

zu betrachten. Die erste Frage, die wir zu kldren haben ist, wie wir die Materie, deren
Energie-Impuls-Tensor auf der rechten Seite steht, beschreiben wollen. Weil eine wirk-
lich exakte Beschreibung der Materie als eine Menge von Elementarteilchen nicht mog-
lich und auch nicht nétig ist, wird im allgemeinen in der ART angenommen, dass die
Materie sich durch eine Fliissigkeit und zwar eine ideale Fllssigkeit beschreiben lésst.
Dies ist ein Schwarm von idealisierten (Punkt)teilchen, die eine 4-Geschwindigkeit u®
besitzen, und die miteinander wechselwirken. Ein Beispiel fiir eine ideale Fliissigkeit
ist ein Gas, in dem z.B. van-der-Waals-Krifte fiir die Wechselwirkung zwischen den
einzelnen Molekiilen sorgen. Diese Wechselwirkung fiihrt zu einer Abhéngigkeit zwi-
schen Volumen und Druck des Gases, die im sog. pV-Diagramm dargestellt und durch
eine Zustandsgleichung p = p(V) beschrieben werden kann. Anstelle von Druck und
Volumen verwendet man in der ART als Zustandsvariablen lieber den Druck p und die
Energiedichte p des Gases, weil dies lokalisierte Grossen sind, also an einem Raumzeit-
punkt definiert sind.

Der Energie-Impuls-Tensor einer idealen Fliissigkeit ist durch den Ausdruck
T = (p+p)uub—pg® (8.1.1)

gegeben. Dabei bezeichnet p die Energiedichte, p den Druck und u® die 4-Geschwin-
digkeit der Fliissigkeit. Die Energiedichte und der Druck sind durch eine Zustandsglei-
chung miteinander verkniipft.

IWir setzen der Einfachheit halber hier wieder G = 1.
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I"Jbung 8.1: Zeigen Sie, dass der (1,1)-Tensor T%, die Eigenwerte p und p besitzt. Mit wel-
cher Vielfachheit kommen diese vor? Welchen kausalen Charakter haben die entsprechenden
Eigenvektoren?

Ubung 8.2: Zeigen Sie, dass aus der Divergenzfreiheit des Energie-Impuls-Tensors V T = 0
die Euler-Gleichungen

uVap+(p+p)Vau =0,

8.1.2)
(p+PIuPVpu®+ (g% —u*uP)Vip =0

folgen. Wie lassen sich diese Gleichungen interpretieren?

Tip: Zerlegen Sie V 4T = 0 in Anteile parallel und senkrecht zu u®.

Wir betrachten nun die Feldgleichungen mit den Annahmen der Zeitunabhdngigkeit
und der Kugelsymmetrie. Die Symmetrieforderungen ergeben mit den gleichen Uber-
legungen wie im vorigen Kapitel die gleiche Form der Metrik, so wie sie in an-
gegeben wurde.

Fiir die rechte Seite der Gleichung, den Energie-Impuls-Tensor, ergeben sich ebenfalls
einschriankende Bedingungen aufgrund der Symmetrie. Wir hatten gesehen, dass die
Annahme der Zeitunabhingigkeit bedeutet, dass es eine Zeitkoordinate t gibt, so dass
die Raumzeitmetrik von dieser Koordinate unabhéngig ist. Betrachten wir einen Be-
obachter, der sich an einem festen Ort befindet, fiir den also nur die Zeit vergeht. Die
Weltlinie y (1) dieses Beobachters wird dann beschrieben durch

Y(T) = (£(7), %5, %5, %3),

wobei x!, x2, x3 raumliche Koordinaten sind. Aus dieser Darstellung folgt, dass die

4-Geschwindigkeit t¢ des Beobachters proportional zum Koordinatenvektor 0 sein
muss. Fiir einen solchen statischen Beobachter dndert sich die Raumzeit im Laufe der
Zeit nicht. Insbesondere nimmt er auch keine Bewegung der Fliissigkeitsteilchen wahr.
Die Geschwindigkeit v, die er der Fliissigkeit zumisst, ist durch die orthogonale Zerle-
gung
u® = y(t® )

bestimmt. Dabei ist Y = gapu®t?, gapt®v? = 0 und v = —ggpv®vP das Betragsquadrat
der Geschwindigkeit. Da diese Geschwindigkeit verschwinden muss, ergibt sich, dass
auch u® proportional zum Koordinatenvektor 0 sein muss

u® = (u°0,0,0).
Mit der kugelsymmetrischen Metrik folgt aus der Normierungsbedingung
gapu®ul =1 &= )2’ =1 = ul=e" <= uy=¢"
Damit bekommt der Energie-Impuls-Tensor die Darstellung

pe?¥ 0 0 0
0 pe? 0 0
0 0 pr? 0
0 0 0 pr? sin? 0

Tab =
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Ubung 8.3: Bestimmen Sie die Komponenten der Gleichung VT = 0 fiir diesen Energie-
Impuls-Tensor in einer statischen, kugelsymmetrischen Raumzeit. Zeigen Sie, dass die radiale
Komponente als einzige nicht trivial ist und die Gleichung

p'+p+pv' =0

liefert.

Mithilfe von (7.1.2) berechnen wir die skalare Kriimmung

R=—2¢2 {v” + (v —=v'N + :—2 (1 — 62)\) + % (v — 7\’)} (8.1.3)

und damit die Komponenten des Einstein-Tensors bzw. der Feldgleichungen

Gy — e2VN {12 (1 - 62?\) - 2)\/} — _8nep.
T T

_ 1 2\ 2 I 2\
Grr—_ﬁ<]_e )—;’V =—8me“p,

1
Goo = —e M2 {v” + (v =~/ — = (v —)\/)} = —8nr?p,
T

G = sin?0 Geg = —8mr?sin’ 0 p,

Gy =0 sonst.

Ebenso wie im Vakuum-Fall so sind auch hier nur drei Gleichungen wesentlich. Sie
lauten

1 2
2(1—¥ﬂ—7ﬂhz—&wﬂg (8.1.4)
1 2
3 (1 — 627‘) + ;V/ =8me?p, (8.1.5)
1
v (v VN + . (v —N') = 8mePp. (8.1.6)

Im Gegensatz zum Vakuum-Fall haben wir aber nun nicht nur zwei Funktionen zu
bestimmen, sondern vier. Nun scheint das System unterbestimmt zu sein. Wir mdis-
sen aber berticksichtigen, dass p und p nicht unabhingig sind, sondern iiber die Zu-
standsgleichung miteinander verkniipft sind. Wir miissen also eine Zustandsgleichung
wihlen und kénnen dann die drei Gleichungen benutzen um v, A und p (oder p) zu
bestimmen.

Bevor wir damit beginnen, ist es vorteilhaft, noch eine weitere Uberlegung anzustel-
len. Wir wissen, dass die Divergenzfreiheit des Energie-Impuls-Tensors eine Konse-
quenz der Feldgleichungen ist. Das heifst, wenn wir die drei Gleichungen differenzie-
ren und geeignet miteinander kombinieren, dann miissen wir die Komponenten der
Gleichung

VaT® =0
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bekommen. Um eine aufwendige Rechnerei zu ersparen betrachten wir den folgenden
Tensor

Eab _ 8L’T[Gab +Tab.

Es ist klar, dass E@P verschwindet, wenn wir die Feldgleichungen erfiillen. Wir wollen
dies aber im Moment noch nicht fordern. Dann gilt

vaTab — vaEab’

weil der Einstein-Tensor immer per Konstruktion divergenzfrei ist. Wir nehmen einen
beliebigen Kovektor v, und berechnen

Vb <VaTab> =Va (viab> —EV vp.

Spezialisieren wir nun v, als das Koordinatendifferential dr, dann wird aus dieser Glei-
chung

dry <VaT‘1b> = Vo (EY) —EV dry.

Mit den Christoffelsymbolen fiir die kugelsymmetrische, statische Metrik (7.1.1), die in
Abschnitt[7.T|aufgestellt wurden, finden wir

Vdr = —Tjdt? — IT,dr? — [ed0? — I}, dd?,
so dass wir schliefilich die Gleichung
drp (vaTab) — Vo (E¥) 4 TRE" 4 TLE™ 4 TgoE % 4 T E*®

Nun kénnen wir folgendermafien argumentieren: der erste Term auf der rechten Seite
dieser Gleichung verschwindet wenn E™ = 0 gilt, wenn also die Feldgleichung
erfiillt wird. Erfiillen wir auBerdem die Feldgleichung (8.1.4), dann ist auch E*"* = 0
und, weil E¢® = sin? @ E®° gilt, haben wir die Aussage, dass E%° = 0 gilt, genau dann
wenn die r-Komponente der Divergenz des Energie-Impuls-Tensors verschwindet. Wir
konnen also die Feldgleichung durch die wesentlich einfachere Gleichung

p +(p+pv' =0 (8.1.7)

ersetzen.

8.2 LOsung der Gleichungen

Wir betrachten zuerst die Gleichung (8.1.4)

:—2 (1 — e”‘) — %7\’ = —8mep.
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In dieser Gleichung kommt die Funktion v tiberhaupt nicht vor, sondern nur die Funk-
tion A. Die Gleichung wendet sich also nur an die Geometrie einer Flache t = const der
Gleichzeitigkeit und sagt nichts aus tiber das Verhalten der Geometrie in zeitartigen
Richtungen. Ein Umschreiben der Gleichung liefert

(1 — e‘”‘) +2re” M\ = [T‘ <1 — e‘”‘)] T 8mrp
und damit

e 2m(r)
T

, (8.2.1)

wobei wir
N

m(r) = 47‘[J s?p(s)ds +mo
0

gesetzt haben. Die Konstante my ist zundchst unbestimmt. Sie wird aber durch die fol-
gende Uberlegung festgelegt.

Wir betrachten eine Kugel S, gegeben durch alle Ereignisse mit konstanter Koordi-
nate r in einer beliebigen Flache konstanter Zeit t. Der Flacheninhalt dieser Kugel ist
A(r) = 4nr?; dadurch wurde ja die Koordinate r gerade festgelegt. Die Koordinate T ist
nicht der geometrische Radius R der Kugel. Dieser ist gegeben durch den Abstand des
Ursprungs r = 0 von einem beliebigen Punkt P auf der Kugel S, also durch die Lange
der Kurve

v(s) = (t,s,00, o), s € [0,7].

Ubung 8.4: Zeigen Sie, dass diese Kurve eine Geodéte ist.

Dabei spielen die Werte der Winkel aufgrund der Kugelsymmetrie keine Rolle. Diese
Lange ist gegeben durch das Integral

R(r) = J; vV grr(s)ds = E eMs) ds.

Wenn wir nun diese Kugel schrumpfen, also r — 0 durchfiihren, dann zieht sie sich
auf den Punkt r = 0 zusammen. In einer reguldren Raumzeit wird die Mannigfaltigkeit
in der Umgebung eines Punktes beliebig genau durch den Tangentialraum approxi-
miert. Die Raumzeitmetrik gq, wird beliebig genau durch die flache Metrik ds Min-
kowskiraums aproximiert. Wir erwarten daher, dass sich die geometrischen Grofien in
der Umgebung eines solchen reguldren Punktes immer mehr wie die entsprechenden
Grofle in einer flachen Raumzeit verhalten. Das bedeutet insbesondere, dass sich das
Verhiltnis von Oberfldche einer Kugel zm Quadrat ihres Radius im Grenzfall kleiner
Radien immer mehr dem euklidischen Wert 47t anndhern sollte. Daher erwarten wir,
dass im Grenzfall

- 4mR(1)? 1
r—0 A(T) -
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gilt. Wir berechnen diesen Grenzwert. Da Zdhler und Nenner gemeinsam verschwin-
den, benutzen wir die Regel von I’'Ho6pital und erhalten

. AnR(r)? L AnR(r)2 5
1 - — 1lim R’(0)2 = M0,
rli% A(T) rLo 42 rgl(l) (O) ¢

Wir finden also, dass die Regularitdt der Raumzeit bei r = 0 erfordert, dass
AMO)=0 & mpe=0
gilt.

Eine weitere Figenschaft der Funktion m(r) bekommen wir, wenn wir uns vergegen-
wartigen, dass die Flachen t = const tiberall raumartig sind, und dies aufgrund der
Statik der Raumzeit auch sein miissen.

ﬁbung 8.5: Was geschieht, wenn die Fldchen t = const in einem Bereich nicht mehr raumartig
sind? Warum widerspricht dies der Statik der Raumzeit?

Die Flachen sind genau dann raumartig, wenn ihr Normalenvektor zeitartig ist, also
wenn der Vektor 0 zeitartig ist. Dies ist der Fall, wenn

gu = e* > 0. (8.2.2)

Auflerdem folgt aus der Raumartigkeit der Flachen, dass alle Tangentialvektoren an die
Flachen raumartig sind, so dass also insbesondere der Vektor 0, raumartig ist. Dies ist

dann der Fall, wenn
2 7]
Orr = 62}\ = (] — (T)> >0

T

ist. Wir bekommen daher die Beziehung
> 2m(r),

die auf allen Flachen t = const gelten muss.

Damit lautet die Funktion

T

m(r) = 47(J

s?p(s)ds = J p(s)s?sin 0 dsdodd.
0

Dies sieht verddchtig nach einem Volumenintegral tiber p aus. Und weil p die Massen-
(bzw. Energie-) dichte der Materie beschreibt, liegt die Bezeichnung Massenfunktion
fir m(r) nahe. Eine genauere Betrachtung zeigt uns aber, dass das wirkliche Volumen-
integral etwas anders aussieht, denn das geometrische Volumenelement auf einer Fla-
che t = const ist durch

d3V = eM?sin 6 drdod

definiert.
Ubung 8.6: Verifizieren Sie diesen Ausdruck.
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Tatsachlich ist also die Masse des Materials, das innerhalb einer Kugel S, enthalten ist,

durch

T SZ

Als) 2 _
e™M¥sp(s)ds 47{J0 1—2m(s)/sp(s)ds

gegeben. Fiir gewohnliche Materie ist p > 0 und daher auch m(r) > 0. Daher ist

M(r) =4~n J;

so dass die Beziehung
M(r) > m(r)

folgt.

Wenn wir nun annehmen, dass p ausserhalb einer Kugel Sg, also fiir v > R verschwin-
det, dann muss die Raumzeit in diesem Aussengebiet durch eine kugelsymmetrische,
statische Vakuumlosung, also eine Schwarzschildlésung mit einem Massenparameter
m beschrieben werden. Die Stetigkeit der Metrik bei r = R erfordert, dass m = m(R)
gelten muss (vgl. unten). Der Massenparameter m der Schwarzschildlosung ist aber
genau die gesamte, in der Raumzeit enthaltene, Masse bzw. Energie. Wir bekommen
also die Beziehung
m = m(R) < M(R).

Die Differenz zwischen M(R), der Masse der innerhalb von Sg befindlichen Materie
und m, der gesamten Masse in der Raumzeit, kann also nur dadurch zustande kom-
men, dass auch das Gravitationsfeld zur Gesamtenergie beitrdagt. Da m — M(R) negativ
ist, handelt es sich beim gravitativen Beitrag um gravitative Bindungsenergie.

Wenden wir uns nun der zweiten Feldgleichung (8.1.5) zu. Unter Verwendung von (8.2.1))

lautet sie N
4rpr> + m(r)
/
=, 2.
r(r—2m(r)) 8.2.3)
Um zu sehen, was diese Gleichung physikalisch bedeutet, betrachten wir den Fall schwa-

cher Gravitationsfelder. Dieser ist durch die Bedingungen
m(r) <, P>p

charakterisiert.
Ubung 8.7: Was sagen diese Bedingungen physikalisch aus? Beachten Sie, dass p als Energie-
dichte auch die Ruhenergie enthilt.

Unter diesen Bedingungen wird

v m(r)
r2 -

Dieses ist nichts anderes, als die (einmal integrierte) kugelsymmetrische Newtonsche
Poisson-Gleichung

1 1
Ap = — (rch’> = 471p.
T
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Die Funktion v ist also in diesem Fall in Analogie zum Newtonschen Gravitationspo-
tential ¢ zu setzen. Dies ist aber nur in diesem, dem statisch, kugelsymmetrischen Fall
so. Im Allgemeinen kann man aus der Metrik nicht ein einziges Potential extrahieren.

Ist die Energiedichte und damit der Druck bekannt, dann kann man (im Prinzip) die
Gleichung (8.2.3) integrieren und das Potential v bestimmen. Wie aber finden wir die
Energiedichte?

Dazu betrachten wir nun die letzte Gleichung (8.1.7). Diese liefert

/

r_ P
p+p’

und damit, eingesetzt in (8.2.3)),

47tpr3 + m(r)

T Zmi) (8.2.4)

p'=—(p+p)

Betrachten wir auch hier wieder den Fall schwacher Felder, so erhalten wir

v =00, 825)

die Bedingung fiir hydrostatisches Gleichgewicht in der Newtonschen Theorie.

ﬁbung 8.8: Betrachten Sie ein Fliissigkeitselement im infinitesimalen Volumen, das durch [r, r +
dr] x [0,0+d6] x [¢b, ¢ + d¢] definiert wird. Berechnen Sie im Rahmen der Newtonschen Theo-
rie die Gravitationskraft und die hydrostatische Kraft, die auf dieses Element wirken. Berech-
nen Sie die entsprechenden Krifte auf eine Kugelschale der Dicke dr. Zeigen Sie so, dass die
Gleichgewichtsbedingung durch obige Gleichung gegeben ist.

Die Gleichung heit TOV-Gleichung (Tolman-Oppenheimer-Volkoff) fiir relati-

vistisches hydrostatisches Gleichgewicht.

Wir vergleichen einen relativistischen mit einem newtonschen Stern, indem wir anneh-
men, dass bei einem festen Wert der r-Koordinate die Werte von p, p und m {iber-
einstimmen. Dann stellen wir fest, dass der relativistische Stern, fiir den die TOV-
Gleichung gilt, einen grosseren Druckgradienten besitzt. Der relativistische Ausdruck
fir den Druckgradienten ist grosser als der newtonsche Ausdruck, weil der Zahler
grosser und der Nenner kleiner ist. Der Zahler ist deshalb grosser, weil in beiden Fak-
toren jeweils eine Korrektur durch den Druck hinzu kommt. Dies erklért sich dadurch,
dass die Energie der Wechselwirkung, die durch den Druck beschrieben ist, ebenfalls
einer Masse dquivalent ist, die zur Gravitationskraft beitrdgt. Dadurch erhoht sich der
Druck im Inneren des Korpers und damit wiederum der Beitrag zur Gravitationskraft.
Der Nenner im relativistischen Ausdruck ist aufgrund der geometrischen Korrektur je-
doch kleiner als der Nenner im newtonschen Ausdruck. Dieser qualitative Unterschied
zwischen diesen beiden Fillen triagt wesentlich dazu bei, dass es im relativistischen Fall
bei gegebener Zustandsgleichung zu Grenzwerten fiir die Masse von Kérpern kommt,
wéhrend die Kérpermasse im newtonschen Fall beliebig grofs werden kann. Dies wer-
den wir unten genauer diskutieren.
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Fassen wir das bisher Gefundene zusammen. Die Gleichungen fiir eine innere Lésung
der statischen, kugelsymmetrischen Feldgleichungen mit idealer Fliissigkeit mit der
Zustandsgleichung p = p(p) sind

m’ = 4nr?p, (8.2.6)

47tpr3 +m(r)
r(r—2m(r))

/

p =—(p+p) : (8.2.7)

) 47tpr3 + m(r)

= —2mi (8.2.8)

Dies ist ein System gewohnlicher Differentialgleichungen, die mit den Anfangsbedin-
gungen p(0) = po, m(0) = 0 und v(0) = 0 integriert werden. Um eine Losung zu be-
kommen, miissen wir also einen Zentraldruck po und eine Zustandsgleichung wéahlen,
dann liefert uns das Gleichungssystem eine eindeutige Losung. Die Metrik in diesem
Teil der Raumzeit ist gegeben durch mit A aus (8.2.1).

Diese Gleichungen gelten nur so lange, bis der Rand R des Materiebereichs erreicht ist.
Dies ist durch die Bedingung p(R) = 0 angezeigt. Fiir grossere Werte des Radius finden
wir dann ein Vakuum und daher eine Schwarzschildlésung mit Massenparameter m.
Die Ubergangsbedingungen, die am Sternrand gelten miissen, folgen aus der Tatsache,
dass sich die Geometrie dort stetig und differenzierbar verhalten soll.

Ubung 8.9: Betrachten Sie Geoditen, die den Sternrand tiberqueren. Glattheit der Geometrie
bedeutet (unter anderem), dass die Geoddten ohne Knick oder Sprung durch die Sternoberfla-
che durchlaufen. Leiten Sie aus diesen Bedingungen her, dass m = m(R) gilt und dass fiir die
radialen Ableitungen

Rz 2m
Qér(R) = - _Rzll» gét(R) = @

gilt.

8.3 Diskussion der Losungen

Wie wir oben schon diskutiert hatten, ist bei einem gegebenen Dichteprofil die rechte
Seite der TOV-Gleichung betragsmassig immer grosser als die der newtonschen Glei-
chung (8.2.5). Das bedeutet, dass der Druckverlauf steiler ist, so dass der zentrale Druck
im relativistischen Fall immer hoher liegt als im newtonschen Fall. Das bedeutet, dass
es im relativistischen Fall schwieriger ist ein Gleichgewicht zu erreichen als im newton-
schen Fall.

Wir betrachten dies exemplarisch im Fall eines konstanten Dichteprofils innerhalb des

Sterns
(r) = po T<R
P = 0 r>R’
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Dann erhalten wir in beiden Fillen fiir die Massenfunktion

4%Tpor3‘ r<R
m(T) = 4n 3
S PoR” r>R

Die newtonsche Gleichgewichtsbedingung kann man leicht integrieren. Es ergibt sich
unter der Verwendung der Bedingung p(R) =0

pn(T) = S-p§ (RT—12). (8.3.1)

Die relativistische Gleichgewichtsbedingung kann man ebenfalls explizit integrieren.
In diesem Fall bekommt man nach einer kurzen Umformung die Gleichung

2 {10(_8” 2>]
P+oo Ptpo3 | B 3P0 ’

aus der sich schliefilich die Losung mit der Randbedingung pg(R) = 0 ergibt

1-2M /1 27\/[1'2
. \/1 o _\é = (8.3.2)

Dabei wurde M = 47t/3poR3 gesetzt. Diese Losung und die entsprechende Metrik wur-
de ebenfalls von K. Schwarzschild gefunden. Man nennt sie daher die innere Schwarz-
schildlosung.

Wir vergleichen den zentralen Druck in beiden Fillen. Im newtonschen Fall erhalten
wir

27
pn(0) = 3 P R?,
wiahrend wir im relativistischen Fall den Ausdruck
1— 241
Pe(0) = po—————=
1-3/1- 24

bekommen. Nun sehen wir den wesentlichen Unterschied in den beiden Fillen. Wah-
rend der Zentraldruck im newtonschen Fall immer einen endlichen Wert besitzt, wird
der Zentraldruck im relativistischen Fall unbegrenzt hoch, wenn der Nenner verschwin-

det, wenn also

: 2M 1 M 4

"R 9T R

wird. Das bedeutet demnach, dass homogene Sterne mit Radius R und einer Masse M >
4 /9R im Rahmen der Einsteinschen Gravitationstheorie nicht existieren konnen. Anders aus-
gedriickt: Die Masse eines homogenen Sterns mit der Dichte py ist hochstens so grofs
wie
4 1
9./3mpo’

Mmax =
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Nun kann man einwenden, dass ein homogenes Dichteprofil nicht gerade physikalisch
sinnvoll ist. Man kann aber zeigen, dass allein aus der Annahme, dass die Dichte im
Stern nach aussen hin nicht zunimmt, folgt, dass die Masse des Sterns durch den obigen
Wert begrenzt ist, und zwar unabhédngig vom Druckverlauf.

Dass solche Massenschranken existieren miissen, folgt schon aus der Statik der Metrik.
Denn die dafiir notwendige Bedingung g, < 0, die besagt, dass der Koordinatenvektor
0, raumartig sein muss, liefert schon eine obere Massenschranke

2M
0<—ng:1—? & M < R/2

Die physikalische Erkldarung dafiir ist die, dass bei nicht Erfiillen dieser Bedingung die
Masse so grofs ist, dass der Gravitationskraft nicht mehr widerstanden werden kann.

Wir wollen nun das Argument fiir die Existenz einer solchen Massenschranke angeben.
Dazu gehen wir zurtick auf die Gleichungen (8.1.5) und (8.1.6). Deren Differenz héngt
nicht vom Druckverlauf ab. Wir schreiben also

1 —2A 1 —2Ay / 1 —2A,,/ —2A " "2 ~ L
—r—z(e —1)—;6 A—;e vi4e {v —|—(v)—v7\}—0.

Wir verwenden nun in den ersten beiden Termen den Ausdruck (8.2.1) fiir e=?* und

erhalten

/

—r (m(;)> — 16_2)\”\/1 +e 2 {v” +(v))? —V/N} =0.
T T

Die beiden letzten Terme konnen nun zusammengefasst werden in der Form

/
—1672}\//—1- o2\ {V”—i— (V/)Z—V/A/} — re—(VFN [“’levx} )
T T

so dass wir schliesslich die Gleichung
!/ / !/
(mg) ) . <v e”>
T T

Wir nehmen nun an, dass die Dichte im Stern nach aussen zu strikt abnimmt, also

vorliegen haben.

dp
a<o.

Dann folgt, dass auch die mittlere Dichte, die proportional zu m(r)/ 3 ist, nach aussen
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!/
hin abnimth so dass <M) < 0 gilt. Damit folgt

T3
v/ !
<e”)‘> < 0.
-

Wir integrieren diese Ungleichung vom Sternrand r = R ausgehend nach innen und
bekommen damit die Ungleichung fiir r < R

(e¥)'(R) e MR)

(e¥)'(v) —A(T)
R T '

e

Nun benutzen wir die Ubergangsbedingungen am Sternrand, die uns die radiale Ablei-
tung von e¥ = /gyt beir = Rliefern. Damit konnen wir die linke Seite der Ungleichung

berechnen und erhalten

m(R)  (e¥)'(r) _x~
o <€ Al

Wir 16sen nach (e¥)’ auf und integrieren noch einmal unter Verwendung von (8.2.1)
tiber das Intervall [0, R]. So erhalten wir die Ungleichung

_1
VR _ VO m(R) JR <1 - 2m(r)> ’ rdr,

R3 0 T

bzw.

:
. 1
VO] _ G VIR) _ “;J (1 B Zm(r)> 2 dr.
R 0 T

Um das Integral auf der rechten Seite abschidtzen zu konnen, rufen wir uns nochmals
die Annahme p’ < 0 in Erinnerung. Aus dieser folgt namlich, dass der Wert von m(r)
immer grofier ist, als der Wert der sich fiir einen homogenen Stern gleicher Masse und
gleichen Radius ergébe, so dass also

Ubung 8.10: Zeigen Sie diese Aussage. Betrachten Sie dazu zwei Sterne mit gleicher Masse und
gleichem Radius, von denen der eine homogen ist und fiir den anderen die Annahme p! <0
gilt.

2Es gilt (m(r)/r3) =4np(r)/r — 3m(r)/r* = 3/v*(47t/3p(r)r3 — m(r)). Andererseits folgt aus p’(r) < 0,
dass p(r) < p(s) wenn r < s. Damit folgt

T T

p(r)s2ds < 4nJ p(s)s2ds = m(r),
0

4m

3 _
3 p(r)r —47‘[J

0

also (m(r)/r3)’ < 0.
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Mit dieser Ungleichung wird das Integral

1

1
R 2m(r)\ 2 R 2m(R)r?\ 2 R3 2m(R)
Jo (1— . ) rdr>JO (1_R3> Tdr:Zm(R) (1— 1—

Damit gilt nun

2m(R) 1 2m(R) 3 2m(R) 1
v(0) _ _ L _ it SAP I it S7
O<e <4/1 R 2 (1 1 R 2 1 R >

Damit sind wir am Ziel, denn es folgt nun wie im homogenen Fall die Relation

(R)
= <

o &~
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9 Kosmologische Losungen der
Feldgleichungen

Die Kosmologie, also die Lehre von der dynamischen Struktur unseres Universums, ist
ein Wissenschaftszweig, der erst durch die Allgemeine Relativitdtstheorie entstanden
ist. Dies lag wohl hauptsachlich daran, dass in der vorrelativistischen Zeit die Meinung
vorherrschte, das Universum, also die Arena, in der sich Sterne, Planeten usw. bewe-
gen, selbst statisch und ohne Struktur sei. Erst die Untersuchung der Einsteinschen
Feldgleichungen im kosmologischen Kontext brachte die Einsicht, dass dies nicht not-
wendigerweise der Fall sein muss.

Zwar gab es schon friith Einwadnde gegen diese Auffassung, sie konnten sich aber nicht
durchsetzen, wahrscheinlich nicht zuletzt deshalb, weil es an Alternativen zur New-
tonschen Theorie mangelte. Ein wesentlicher Einwand wurde von Chéseaux (1744) und
pointierter von Olbers (1826) angefiihrt. Dieses Olberssche Paradoxon beruht auf der
Beobachtung, dass der Nachthimmel dunkel ist. Olbers nahm an, dass das Universum
ein unendlicher euklidischer Raum sei, statisch und schon immer existierte. Er ging
weiterhin davon aus, dass die mittlere Zahl n von Sternen pro Einheitsvolumen und
die mittlere Leuchtkraft L der einzelnen Sterne raumlich und zeitlich konstant sind, so-
fern die Mittelungen tiber gentigend grofie Gebiete erfolgen. Betrachtet man nun eine
Kugelschale mit Radius R und Dicke dR, so kann man die Leuchtkraft aller in dieser
Schale enthaltenen Sterne berechnen und bekommt dafiir den Ausdruck

4t(nL)R*dR.

Andererseits ist die Intensitdt aufgrund eines einzelnen Sterns, die das Zentrum der
Schale erreicht, gegeben durch seine Leuchtkraft, aber abgeschwécht durch den Faktor
4mR2. Damit ist die Intensitit aufgrund der Leuchtkraft der Kugelschale im Zentrum
der Schale gegeben durch

47t(nL)R2dR
I(R)zi(zﬂzzz — (nL)dR.

Addieren wir die Beitrdge aller Kugelschalen um dieses Zentrum auf, dann bekommen
wir eine unendlich grofse Intensitédt! Das bedeutet, dass wir zu jedem Zeitpunkt eine
unendlich grofse Strahlung empfangen sollten. Dies ist offensichtlich nicht so.

Nun kann man einwenden, dass bei der obigen Argumentation vergessen wurde, die
Absorption der Strahlung durch zwischenliegende Sterne zu berticksichtigen. Dies kann
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grundstrahlung

isotrop

aber getan werden und dndert die Schlufifolgerung insoweit, als nicht mehr eine un-
endliche Intensitdt, sondern ein endlicher Wert erreicht wird. Dieser ergibt sich jedoch
zu ungefdahr dem 40,000-fachen der Intensitit des Sonnenlichts, wenn die Sonne im
Zenith steht.

Olbers selber versuchte das Paradoxon durch die Annahme aufzuldsen, dass interstel-
larer Staub die Strahlung absorbiert. Dies wiirde aber nur dazu fiihren, dass sich dieser
Staub auf hohe Temperaturen aufheizen wiirde und schliefSlich ebenso strahlen wiirde
wie die Sterne.

Eine mogliche Auflosung des Paradoxons besteht in der Aufgabe der Annahme, dass
das Universum schon immer existiert habe. Zusammen mit der endlichen Lichtge-
schwindigkeit fiithrt dies ndmlich dazu, dass die Strahlung von geniigend weit ent-
fernten Sternen (und das ist offensichtlich der {iberwiegende Anteil) bei uns noch gar
nicht angekommen ist. In anderen Worten, das Universum hat es noch nicht geschafft,
die unendliche Intensitdt herbeizuschaffen, die vom Olbersschen Argument gefordert
wird.

Die giangige Auflosung des Paradoxon besteht jedoch darin, die Unverdnderlichkeit des
Universums aufzugeben und insbesondere die Expansion des Weltalls zu akzeptieren.
Dies hat den Effekt, dass Lichtquelle und Empféanger relativ zueinander bewegt sind,
so dass der Doppler-Effekt eine Verschiebung des Lichts in den langwelligen Bereich
verursacht. In dieser Sichtweise hatte Olbers recht. Der Nachthimmel strahlt gleichfor-
mig, jedoch hat die gleichférmige Strahlung, die kosmische Hintergrundstrahlung
eine extreme niedrige Temperatur, gerade mal 2,73K. Nur der Expansion des Weltalls
haben wir es also zu verdanken, dass wir nicht gekocht werden.

Es ist interessant zu sehen, dass die Untersuchung eine scheinbar unschuldigen Frage
,Warum ist der Nachthimmel dunkel?” darauf hindeutet, dass das Universum expan-
diert und auch die Existenz einer kosmischen Hintergrundstrahlung nahelegt.

9.1 Das kosmologische Prinzip

Der Startpunkt der Kosmologie beruht auf der Einsicht, dass Moglichkeiten direkter Be-
obachtung, die uns zur Verfiigung stehen, verschwindend gering sind. Seit Beginn der
Menschheit haben wir nur einen Einblick in eine verschwindend kleine raumzeitliche
Umgebung unseres Universums erhalten. Zwar konnen wir mit unseren Teleskopen
bemerkenswert weit in die Tiefen des Weltalls vordringen, trotzdem erhalten wir nur
Informationen von einem kleinen Teil unseres Riickwartslichtkegels, also der Menge al-
ler Ereignisse, von denen aus Licht zu uns gesendet werden konnte. Dementsprechend
beruht die Kosmologie weniger auf Beobachtung als zu einem wesentlich grosseren
Teil auf , philosophischen Vorurteilen”.

Eine empirische Tatsache, die in die Grundlage der Kosmologie Eingang findet, ist die
Beobachtung, dass uns das Universum auf grofien Skalen isotrop erscheint, d.h., es
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sieht in jeder Richtung gleich aus. Wie kommen wir zu dieser Beobachtung? Die Daten
tiber die Verteilung von Galaxien zeigen zwar, dass es auf verschiedenen Langenskalen
zu Anhdufungen von Galaxien kommt, und dass es sogar riesige Gebiete gibt, in de-
nen gar keine Galaxien vorkommen. Dennoch scheint die Galaxienverteilung auf den
grofiten Skalen isotrop zu sein. Die Beobachtungen von Radioquellen zeigen eine Ver-
teilung mit einer Isotropie von bis zu 5%. Ebenso sind die kosmische Rontgen- und
v-Strahlung, die aus verschiedenen Richtungen auf uns zukommen, isotrop unter 5%.
Der tiberzeugendste Hinweis auf die Isotropie des Universums auf grofien Skalen ist
aber die Existenz des Mikrowellenhintergrunds, einer Strahlung mit dem Spektrum
eines schwarzen Korpers mit einer Temperatur von 2,73Kelvin. Diese Strahlung ist iso-
trop mit einer Genauigkeit von unter einem 1%.

Das philosophische Vorurteil, welches in der Kosmologie zur Anwendung kommt, ist
eine Verallgemeinerung des Kopernikanischen Weltbilds. Damit soll ausgedriickt sein,
dass wir nicht erwarten konnen, dass unsere Position im Universum eine herausragen-
de Rolle spielen wiirde. Vielmehr ist es verniinftig anzunehmen, dass alle Punkte im
Universum gleichberechtigt sind. Das heifst insbesondere, dass das Universum von je-
dem Punkt aus betrachtet gleich aussieht, also isotrop um jeden Punkt ist. Dies fiihrt
uns auf die Annahme, dass das Universum rdumlich homogen sei.

Ubung 9.1: Zeigen Sie, dass aus Isotropie um zwei Punkte A und B schon Homogenitit folgt.
Betrachten Sie dazu als Beispiel eine Funktion p im R3, die isotrop bzgl. A und B sei, d.h. der
Wert von p an einem Punkt P hdngt nur vom Abstand zwischen P und A bzw. B ab.

Tip: Betrachten Sie p auf einem beliebigen Kreis um A. Legen Sie einen Kreis um B, der diesen
schneidet und variieren Sie dessen Radius. Was konnen Sie tiber die Werte von p im tiiberstri-
chenen Gebiet sagen? Folgern Sie die Konstanz (also Homogenitét) von p {iberall, indem Sie die
Kreise beliebig variieren.

Wir werden im Folgenden das kosmologische Prinzip beherzigen, welches man wie folgt
formulieren kann:

In jeder Epoche stellt sich das Universum von jedem Punkt aus im Mittel
bis auf lokale Ungleichméfiigkeiten gleich dar.

Man beachte, dass sich Isotropie und Homogenitat auf die raumlichen Aspekte bezie-
hen.

Die Annahme von Homogenitdt und Isotropie dient zundchst einmal dazu, die resul-
tierenden Gleichungen zu vereinfachen. Damit ist nicht gesagt, dass dieses Prinzip auf
jeden Fall richtig sei. Vielmehr erlaubt es, die Metrik so weit zu vereinfachen, dass
man die wenigen kosmologischen Beobachtungen (insbesondere iiber die Isotropie der
kosmischen Hintergrundstrahlung) benutzen kann, um die Parameter, die noch in der
Metrik stecken, zu bestimmen. Kompliziertere Metriken wiirden auf mehr Parameter
fithren, die man durch Beobachtungen noch nicht festlegen konnte.
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Isometrie

isotropen Beobach-
ter

9.2 Die Geometrie des Weltalls

Wie lassen sich die Annahmen von Homogenitidt und Isotropie mathematisch fassen?
Zunichst bedeutet Homogenitdt so etwas wie: zu einem beliebigen gegebenen ‘Zeit-
punkt’ sieht jeder ‘Punkt im Raum” aus wie jeder andere. Wir stellen uns also vor, dass
die Raumzeit, die unser Universum modelliert, in lauter raumartige Hyperflaichen X
unterteilt werden kann, von denen jede einen bestimmten Zeitpunkt t (‘Epoche’) dar-
stellt. Diese Hyperflichen sind nun jeweils so beschaffen, dass alle ihre Punkte (die
‘Punkte im Raum’) gleichberechtigt sind. Dies bedeutet technisch gesprochen, dass
man zu je zwei Punkten P und Q eine Abbildung finden kann, die P auf Q abbildet,
und dabei aber die Metrik unverdndert ldsst (‘sieht gleich aus’) vgl. Abb. Solche

Abbildung 9.1: Die Flachen der Homogenitit: zu jedem t und je zwei Punkten P und Q
auf X gibt es eine isometrische Abbildung, die P auf Q abbildet.

Abbildungen sind sogenannte Isometrieen. Beispiele fiir eine Isometrie des flachen eu-
klidischen Raums sind die Translationen und die Rotationen.

Kommen wir nun zur Isotropie. Zunéchst folgern wir die Existenz der isotropen Be-
obachter, einer ausgezeichneten Schar von Beobachtern. Die isotropen Beobachter sind
genau diejenigen, die das Universum tatsdchlich als isotrop wahrnehmen. Denn nicht
fiir jeden Beobachter ist dies tatsachlich der Fall: zwei Beobachter, die relativ zuein-
ander in Bewegung sind, haben unterschiedliche Wahrnehmung (vgl. SRT). Wenn der
eine Beobachter ein isotropes Universum sieht, so sieht der andere aufgrund der Aber-
ration ein verzerrtes Bild des Universums. Ein anderes Argument beruht darauf, dass
Materie, die sich im Universum befindet relativ zu einem isotropen Beobachter in Ru-
he sein muss, wahrend jeder andere Beobachter die Materie in Bewegung wahrnimmt,
also eine bevorzugte Richtung feststellt.
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Einen isotropen Beobachter beschreiben wir wie immer mit einer Weltlinie und ihrem
Tangentialvektor u®, der 4-Geschwindigkeit des jeweiligen isotropen Beobachters. Stel-
len wir uns vor, diese Beobachter sitzen an jedem Ereignis des Universums, dann liefert
uns die jeweilige 4-Geschwindigkeit insgesamt ein ausgezeichnetes, zeitartiges Vektor-
feld u¢, vgl. Abb. Fiir einen isotropen Beobachter dndert sich nichts, wenn er sich

Abbildung 9.2: Weltlinien der isotropen Beobachter: zu jedem Ereignis P und je zwei
raumlichen Richtungen s{ und s§ gibt es eine isometrische Abbildung,
die P fest hélt und s§ auf s§ dreht.

bei einem bestimmten Ereignis P von einer Richtung s; in eine beliebige andere Rich-
tung s, dreht. Dies ldsst sich wiederum mithilfe einer isometrischen Abbildung aus-
driicken. Man sagt, die Raumzeit ist (rdumlich) isotrop um das Ereignis P, wenn es eine
isometrische Abbildung gibt, die den Punkt P auf sich abbildet, die 4-Geschwindigkeit
u® invariant ldsst und einen Vektor s{, der senkrecht auf u® ist auf einen beliebigen
anderen Vektor s§ dreht. Das bedeutet insbesondere, dass es keine geometrisch ausge-
zeichnete rdumliche Richtung in P geben kann.

Daraus ergibt sich nun, dass die Weltlinien der isotropen Beobachter an jedem Punkt
senkrecht auf den Flachen der Homogenitat stehen. Denn wiére dies nicht der Fall, dann
konnte man aus der nicht verschwindenden Projektion von u® auf die Hyperflachen X¢
eine bevorzugte Richtung konstruieren.

Ubung 9.2: Bestimmen Sie den orthogonalen Projektor P = P4 auf eine Hyperflache I mit
Normalenvektor n®. Zeigen Sie explizit die Projektor-Eigenschaft P? = P. Bestimmen Sie aus-
serdem die induzierte Metrik hgy, die von der Raumzeitmetrik g,y auf X induziert wird. Wel-
che Unterschiede ergeben sich, wenn X raum- zeit oder lichtartig ist?

Tip: Beachten Sie die Definition der induzierten Metrik h(v,w) = g(Pv, Pw) fiir je zwei Vekto-
ren v und w auf L.

Wir wollen nun die Form der Raumzeitmetrik gq1, bestimmen. Dazu fithren wir geeig-
nete Koordinaten ein. Wir wiéhlen eine Hyperfliche £, und irgendwelche Koordinaten
&', &2, £3 auf dieser Hyperfliche. Von jedem Punkt auf L, geht eine Weltlinie eines
isotropen Beobachters aus. Auf jeder dieser Weltlinien wahlen wir die Eigenzeit t des
Beobachters als zeitliche Koordinate.
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Betrachten wir eine beliebige Hyperflaiche der Homogenitdt. Wir konnen jedem Punkt
auf X die Figenzeit zuordnen die fiir den isotropen Beobachter vergangen ist, seit er
auf X gestartet war. Aufgrund der Homogenitidt von X (und der Tatsache dass es sich
dabei um eine geometrische Konstruktion handelt) folgt, dass diese Funktion konstant
sein muss. Die isotropen Beobachter stimmen also auf jeder Homogenitédtshyperflache
hinsichtlich der Eigenzeitdauer tiberein. Das bedeutet, dass alle diese Hyperflachen
durch t = const gegeben sind.

Die rdaumlichen Koordinaten eines Ereignisses P legen wir wie folgt fest. Durch P be-
wegt sich ein isotroper Beobachter, d.h., P liegt auf der Weltlinie eines isotropen Beob-
achters, die wir zurtickverfolgen, bis wir einen Punkt auf Z erreichen. Die Koordinaten
dieses Punktes nehmen wir als rdumliche Koordinaten von P.

Daraus ergibt sich, dass die Weltlinien der isotropen Beobachter durch die Gleichungen
&1 = const, &2 = const und &3 = const charakterisiert sind. Insbesondere ist die 4-
Geschwindigkeit u® gleich dem Koordinatenvektor 9/05.

Ubung 9.3: Warum ist 9 ein Einheitsvektor?

Die Koordinatenlinien, die wir bekommen, indem wir t, £2 und &3 festhalten und nur &'
variieren liegen offensichtlich in einer Homogenitatshyperflache X. Das bedeutet, dass
der Tangentialvektor an diese Linien, der Koordinatenvektor 0,/0 I8 tangential an X ist.
Das gleiche folgt fiir die anderen beiden Koordinatenvektoren 9/0 £2und 0 / 9&3. Diese
drei Vektoren bilden also in jedem Punkt eine Basis fiir den Tangentialraum an X;.

Die Tatsache, dass u® senkrecht auf den X; steht, bedeutet, dass
gapu®v® =0
tiir jeden Tangentialvektor vP an ;. Verwenden wir den Zusammenhang zwischen u®

und dem Koordinatenvektor 0 sowie die Tatsache, dass die raumlichen Koordinaten-
vektoren tangential an X sind, so ergibt sich

goi = g(0¢,0g,) = 0.
Damit lasst sich die Metrik nun in der Form
3 .
g=dt’?— ) hy(i)dElde® 9.2.1)
ik=1

hinschreiben. Hier ist der raumliche Teil der Metrik die auf der Homogenitatshyperfla-
che X induzierte Metrik.

Unsere nidchste Aufgabe besteht nun darin, die Auswirkung von Homogenitét und Iso-
tropie auf diese Metrik hgy, zu bestimmen.
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9.3 Homogene und isotrope Mannigfaltigkeiten

Wir betrachten in diesem Abschnitt 3-dimensionale Mannigfaltigkeiten X mit einer Rie-
mannschen Metrik hgy,. Wir beginnen mit der Feststellung, dass sich auch in diesem
Fall der Riemannsche Kriimmungstensor Rabed sowie der Ricci-Tensor Ry, der Me-
trik einfiihren lasst (vgl. Abschnitt . Im 3-dimensionalen Fall gibt es jedoch eine
Besonderheit: der Kriimmungstensor ist durch den Ricci-Tensor eindeutig festgelegt.
Mit anderen Worten, der Kriitmmungstensor enthélt genauso viel Information wie der
Ricci-Tensor. Tatsdchlich besteht die Beziehung

1
Rabed = Rachbd — Raghbe — Rbchad + Roghac + zR(hachbd — hpchaa) (9.3.1)
zwischen den beiden Tensoren.

Ubung 9.4: Zeigen Sie diese Beziehung, indem Sie wie folgt vorgehen.
1. Gehen Sie von der Identitit (Beweis?)
eabce? " = 68],505y;.

aus und zeigen Sie
aqr T T
€qbee M9 = 8187 — o,5¢.

2. Definieren Sie den Tensor
Sab — ¢apq R‘pqst 6stb

und zeigen Sie, dass dann

1
_4Rab = Sab - EhabS

gilt.
3. Driicken Sie R gpcq durch S, und damit durch Ry, aus.

Die Bedingung der Isotropie hatte zur Folge, dass es keine geometrisch ausgezeichne-
ten Richtungen in der betrachteten Mannigfaltigkeit & geben darf. Betrachten wir nun
den Ricci-Tensor als (1, 1)-Tensor R, also als lineare Abbildung im Tangentialraum
TpZ eines beliebigen Punkts auf X. Diese Abbildung ist symmetrisch, daher diagonali-
sierbar. Der Tangentialraum TpX zerféllt also in drei zueinander senkrechte Eigenrdaume
zu den Eigenwerten dieser Ricci-Abbildung. Waren diese Eigenwerte nicht alle gleich,
so gdbe es (mindestens) eine ausgezeichnete Richtung bei P, ndmlich diejenige, die zum
grossten (oder zum kleinsten) Figenwert gehort. Dies ist im Widerspruch zur Isotropie.
Folglich miissen die Eigenwerte alle gleich sein, das heifit die Ricci-Abbildung hat die
Form R,? = 7\62. Nehmen wir die Spur dieser Abbildung, so erhalten wir 3A = R, die
skalare Kriimmung. Und damit hat der Ricci-Tensor die Gestalt

1
Rap = thab-
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Reskalierung

Er ist proportional zur Metrik oder, wie man auch sagt, reine Spur. Daraus folgt fiir den
Kriimmungstensor

:
Rabed = ER(hachbd —hpchaa) (9.3.2)

mit einer Funktion R, die zundchst noch vom jeweiligen Punkt P € ¥ abhidngen kann.
Die Homogenitidt der Geometrie verlangt jetzt aber, dass R konstant sein muss. Dies
folgt auch aus der Bianchi-Identitédt, denn sie liefert
1
0= V[eRay = gv[emgég]

woraus sich V4R = 0, also die Konstanz von R ergibt. Ein anderes Argument ldsst sich
wiederum mithilfe der Isotropie geben. Denn der Gradient V (R wiirde wieder zu einer
ausgezeichneten Richtung Anlass geben (ndmlich diejenige der Vektoren, die senkrecht
auf ihm stehen).

Damit haben wir also gefunden, dass die Metrik einer 3-dimensionalen, homogenen
und isotropen Mannigfaltigkeit notwendigerweise einen Kriimmungstensor mit der
Form (9.3.2) mit einer Konstanten R besitzt. Solche geometrischen Riume nennt man
auch Raume mit konstanter Kriimmung. Wenn nun aber hy, eine solche Metrik mit kon-
stanter Kriimmung ist, dann ist auch

ﬁab = Azhab

fur jedes konstante A € R eine solche Metrik. Es ist leicht zu sehen, dass diese Res-
kalierung der Metrik sich auf die Kriimmungstensoren Rabed = Raped nicht auswirkt.
Daher folgt

R=AR.
Der Effekt der Umskalierung der Metrik hat also zur Folge, dass sich die Konstante im
Kriimmungstensor mit einer positiven Konstante umskaliert. Dabei bleibt das Vorzei-
chen invariant. Es gibt also bis auf Reskalierung nur drei verschiedene Fille zu unter-

suchen: R > 0, R < 0 und R = 0. Setzen wir R = 6k mit k = 0, =1, dann handelt es sich
gerade um die Fille

Rabed = E(hachba — hochad), Rabea = 0.

Wir wollen in jedem der drei Félle die entsprechende Metrik bestimmen. Dazu bemer-
ken wir, dass eine Metrik, die um einen Punkt isotrop ist, zwangslaufig um diesen
Punkt kugelsymmetrisch sein muss. Wir wahlen uns also einen Punkt O € X, erkldren
ihn zum Ursprung eines Polarkoordinatensystems und machen fiir die Metrik mit einer
dhnlichen Begriindung wie in Kap. [7|den Ansatz

h = A(r)?dr® + B(r)*(d6* + sin® 8d¢?).
Indem wir eine neue Radialkoordinate x durch die Gleichung

dx
ar A(r)
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definieren, konnen wir diesen Ansatz noch etwas weiter vereinfachen und auf die
Form
h = dx? + f(x)%(d6? + sin® 8d $?)

bringen. Wir berechnen die skalare Kriimmung dieser Metrik und erhalten nach etwas

Rechnung
7\ 1
R=-2 <Zf + (f) - fZ) . (9.3.3)

Um diese Gleichung zu 16sen, betrachten wir zuerst den Ausdruck

£/ / £ f/Z x 1" f/Z
(f“) T e XedT T o <ocf - f2> ‘
Wir sehen, dass fiir « = —1/2 die ersten zwei Terme in (9.3.3) bis auf einen gemein-

samen Faktor reproduziert werden. Setzen wir also (9.3.3) in diesen Ausdruck ein, so
erhalten wir

R
172 (¢141/2 2
2f (f f ) = zf 1.
Nach Multiplikation mit f'/2 1asst sich diese Gleichung in der Form
26\’ R 2¢1 /
— (f f) = zf fr—A1f

schreiben und einmal integrierenE] Mit der Randbedingung f(0) = 0 verschwindet die
freie Integrationskonstante und wir bekommen mit R = 6k

/2 =1—kf?,

Diese Gleichung ldsst sich jetzt fiir die drei Félle gesondert 16sen. Die Losungen lauten
(mit der Bedingung f(0) = 0)

siny fark=1,
flx) =<x furk =0,
sinhy fiurk=—1.

Im Fall k = 0 lautet unsere Metrik daher
ho = dx? + x? (d6? + sin? 8d¢?).

Es handelt sich also um die flache Metrik des R3 in Kugelkoordinaten. Der flache eu-
klidische Raum ist somit ein Exemplar eines homogenen und isotropen Raumes.

IDabei setzen wir voraus, dass f/ (x) # 0 ist. Wenn das nicht der Fall ist, dann ist f = const und wir wer-
den auf die sogenannte Kantowski-Sachs Losung gefiihrt. Diese ist aber physikalisch nicht sehr sinnvoll,
so dass wir auf ihre weitere Diskussion verzichten.
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Die anderen Fille sind interessanter. Betrachten wir zuerst den Fall k = 1. Nun lautet
die Metrik
hy = dx? + sin’x (d82 + sin? 0d$p2).

Dies ist die Metrik der 3-dimensionalen Sphére S3. Diese ist definiert als die Menge
aller Einheitsvektoren im R*, also

S ={(u,x,v,2) ER": WP+ x> +y2+22 =1}
Mit der normalen euklidischen Metrik im R*
g = du? + dx? + dy? + dz?

induziert eine Metrik auf der S3. Wir fithren Polarkoordinaten fiir die Punkte auf S3
ein, indem wir setzen

dann ist u? +x?+y?+2z% =1, d.h., die so parametrisierten Punkte liegen auf der S3.

flbung 9.5: Zeigen Sie, dass die induzierte Metrik auf der S3in den angegebenen Koordinaten
genau die Metrik h ist.

Kommen wir schliefdlich zum Fall k = —1. Hier ist die Metrik
h_ = dx? + sinh?x (d6? + sin? 6d ¢2).

Offensichtlich gibt es eine enge Beziehung zwischen h; und h_. Tatsdchlich erhélt man
diese Metrik, indem man auf ganz analoge Weise wie bei k = 1 eine Untermannig-
faltigkeit des R* auswahlt. Der einzige Unterschied besteht darin, dass nun nicht die
euklidische Metrik g auf dem R* betrachtet wird, sondern die Lorentz-Metrik

n =dt? —dx®— dy* - dz*.
Man betrachtet nun das Einheitshyperboloid H3, welches durch
H3 ={(t,x,y,z) € R*: tz—xz—yz—zz =1

definiert wird. Fithrt man nun wieder ganz analog zu oben Koordinaten ein, um das
Hyperboloid zu parametrisieren, ndmlich

x =sinhy sin® cos¢®, y =sinhy sin® sind, z=sinhyx cosf, t=coshy

so ergibt sich wiederum t? — x? —y? — z?> = 1 und die Lorentz-Metrik 1 induziert auf
H3 die eben berechnete Metrik h._.
Ubung 9.6: Zeigen Sie, dass man durch Einfiihren einer anderen Radialkoordinate r = r(x), die

Metriken hg, ht auf die Form
dr?
1 —kr2

+12(d0? + sin? 0d $p?2)

bringen kann.
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Die Annahme von Homogenitédt und Isotropie hat uns also zwangslédufig auf die obigen
drei wesentlichen Geometrien gefiihrt. Es handelt sich hierbei um die drei 3-dimensio-
nalen Raume konstanter Kriimmung, den euklidischen Raum, die 3-Sphére S3 und das
raumartige Einheitshyperboloid H3. Dies sind bis auf Reskalierung mit einem positiven
Faktor die einzigen 3-dimensionalen Mannigfaltigkeiten mit diesen Eigenschaften.

Was genau bedeutet nun die Tatsache, dass diese Réume homogen und isotrop sind?
Wir hatten Homogenitdt und Isotropie mithilfe von isometrischen Abbildungen ein-
gefiihrt. Wir wollen nun sehen, wie diese Abbildungen in den konkreten Beispielen
wirken. Im Fall k = 0, dem flachen euklidischen Raum E3 ist das Wirken dieser Ab-
bildungen am einfachsten zu sehen. Es ist offensichtlich, dass Translationen und Rota-
tionen die Abstidnde von je zwei Punkten invariant lassen. Es handelt sich also dabei
um isometrische Abbildungen. Umgekehrt kann man zeigen, dass jede isometrische
Abbildung, die zusétzlich die Orientierung beibehdlt, sich aus einer Rotation und einer
Translation zusammensetzt.

Ubung9.7: Zeigen Sie, dass es zu je zwei Punkten P und Q im E3 eine Isometrie gibt, die P auf Q
abbildet. Zeigen Sie ausserdem, dass es zu je zwei Richtungen an einem Punkt P, représentiert
durch je einen Einheitsvektor ey, e; eine Isometrie gibt, die P fest hélt und e auf e; dreht.

Im Fall k = 1, der Fall positiver Kriimmung, betrachten wir zuerst den R* mit seiner
euklidischen Metrik. Auch dort sind Rotationen und Translationen die einzigen isome-
trischen Abbildungen. Die Rotationen um den Ursprung fithren die S* in sich iiber. Wir
konnen sie also als Abbildungen S* — S% betrachten. Da sie die Metrik des R* und
damit die induzierte Metrik auf S* invariant lassen, sind sie isometrische Abbildungen
der S* auf sich.

Im Fall k = —1, dem Fall negativer Kriimmung, betrachten wir wieder zuerst den um-
gebenden Raum, den Minkowski-Raum. Auch hier gibt es isometrische Abbildungen.
Diesmal handelt es sich um die Poincaré-Gruppe, die aus Lorentz-Transformationen
und Translationen besteht.

Ubung 9.8: Zeigen Sie, dass das Einheitshyperboloid H3 unter der Lorentz-Gruppe invariant
ist.

Die Invarianz des Einheitshyperboloids unter der Lorentz-Gruppe bedeutet wie im Fall
positiver Kriimmung, dass jede Lorentz-Transformation eine isometrische Abbildung
des Einheitshyperboloids auf sich induziert.

Ubung 9.9: Zeigen Sie, dass es zu je zwei Punkten P und Q in H3 bzw. S3 eine Isometrie gibt,
die P in Q iberfiihrt. Bestimmen Sie die Transformationen, die P invariant lassen. Wie wirken
diese auf die Tangentialvektoren an H3 bzw. S3 bei P?

Tip: Waihlen Sie Koordinaten so, dass P eine moglichst einfache Koordinatenbeschreibung er-
halt.
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Friedmann-Ro-
bertson-Walker-
Metrik

9.4 Kinematische Eigenschaften von kosmologischen
Modellen

Nachdem wir die Auswirkungen der Forderung nach Isotropie und Homogenitat des
Universums untersucht haben, konnen wir die Metrik (9.2.1) nun noch genauer spezi-
fizieren. Wir bekommen als Ansatz fiir die Metrik eines Universums

3 2
g=dt? —R(t)? ) hyde'de* = dt? — R(t)? < dr 5 +1%d0% + r%sin’ 0 d¢2>
e 1T—kr

’ (9.4.1)
wobei hy die metrischen Koeffizienten der Metriken hy oder hy sind. Der durch die
Symmetrie nicht bestimmbare Skalenfaktor wird mit R(t) bezeichnet. Er kann nattir-
lich von einer Homogenitdtshyperflache zur anderen variieren. Diese Form der Metrik
nennt man Friedmann-Robertson-Walker-Metrik.
Ubung 9.10: Zeigen Sie, dass zwischen der 4-Geschwindigkeit u® und der kosmologischen Zeit
t die Beziehung

Uq =Vt

besteht. Wie lautet die Koordinatendarstellung von uq? Was konnen Sie tiber die kovariante
Ableitung Vyug von uq sagen?

Um die Bedeutung des Skalenfaktors R zu sehen, betrachten wir zwei isotrope Beobach-
ter P und Q, die zu einer bestimmten Zeit t = to durch die Homogenitatshyperfliche
L, in den Punkten po bzw. qo hindurch laufen. Zu diesem Zeitpunkt betragt ihr raum-
licher Abstand d(to) = R(tp)so, wobei so der Abstand der beiden Durchtrittspunkte po
und qo ist, der mit der Metrik h auf der Homogenitatshyperfliche gemessen wird. Zu
einem spéteren Zeitpunkt, wenn die Beobachter P und Q die Homogenitatshyperfliche
2 durchlaufen, betrdgt ihr Abstand d(t) = R(t)so, denn die rdumlichen Koordinaten
der Beobachter bleiben konstant, so dass auch der mit der raumlichen Metrik h gemes-
sene Abstand unverandert bleibt. Die zeitliche Anderung des Abstands zwischen zwei
Beobachtern kommt also nur durch die Verdnderung des Skalenfaktors R(t) zustande.
Im Skalenfaktor kommt also die relative Bewegung der isotropen Beobachter zum Aus-
druck.

Soweit zur Metrik. Kommen wir nun zur rechten Seite der Einstein-Gleichungen, dem
Materie-Inhalt des Universums. Hier haben wir einen Energie-Impuls-Tensor anzuge-
ben. Ebenso wie die Metrik, so ist auch dieser durch die Forderung nach Homogenitat
und Isotropie weitgehend eingeschréankt. Die einzigen ‘Bausteine’, die wir zur Verfii-
gung haben, sind die Metrik gqp, die 4-Geschwindigkeit u“® sowie Funktionen, die nur
von der Zeit abhéngen diirfen. Damit bleibt fiir den Energie-Impuls-Tensor nur die Ge-
stalt Tgp = A(t)uqup + B(t)gqp tibrig. Wenn wir die Funktionen A und B “umtaufen’,
erhalten wir die Form

Tab = (P +P)UaUp —PYab (94.2)

mit zeitabhdngigen Funktionen p und p. Wir erhalten also zwingend die Form eines
Energie-Impuls-Tensors fiir eine ideale Fliissigkeit. Die 4-Geschwindigkeit der Fliissig-
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keit stimmt mit der 4-Geschwindigkeit der isotropen Beobachter tiberein, d.h., die iso-
tropen Beobachter sind beziiglich der Fliissigkeit in Ruhe. Wir konnen die ‘Fliissigkeit’
als ein Gas interpretieren, das man erhilt, wenn man die Verteilung der Galaxien und
Galaxienhaufen im Universums ausschmiert und geeignet mittelt. Ein ‘Fliissigkeitsteil-
chen’ entspricht also einer einzelnen Galaxis.

Wie schon im Kap. |8 bekommen wir aus der Divergenzfreiheit des Energie-Impuls-
Tensors
VT =0

Gleichungen fiir die Materie und genauso wie in Ubung ergeben sich die Euler-
Gleichungen
uVap + (p+p)Vau® =0,

9.4.3
(P+PIuPVpu®+ (g% —u®u®)Vyp =0, 043)

die hier allerdings etwas anders aussehen, wenn wir sie auf den vorliegenden Fall spe-
zialisieren.

Betrachten wir zunéchst die Gleichung

(p+P)ulVpu®+ (g% —uu®)Vyp = 0.

Im zweiten Term (g?° — u%uP)Vyp steht die inverse induzierte Metrik g®® — u%ub =

1/R?h°®. Diese enthilt nur raumliche Richtungen, d.h., auf die Druckfunktion wirken
nur rdumliche Ableitungen. Da diese aber nur von t abhédngt, verschwindet der gesam-
te zweite Term in der Gleichung und es bleibt nur noch die Geodatengleichung

ubVyu® =0
tibrig. Diese ist aber unter den gegebenen Umstdnden identisch erfiillt. Dies folgt aus

der Ubung denn

1
uPViug = ulVaup = Eva(ubub) =0.

Es verbleibt uns daher nur die Gleichung
u*Vap+ (p+p)Vau® =0.

Beachten wir, dass u®V 4 die Richtungsableitung in Richtung u® bezeichnet, dann lasst
sich die Gleichung in der Form

p+(p+p)Vau® =0 (9.4.4)

schreiben, wobei der Punkt die Ableitung nach t bedeutet. Wir miissen also die Diver-
genz V qu® der 4-Geschwindigkeit berechnen. Benutzen wir wieder die Ubung SO
sehen wir, dass

Vaut=VVt =0t
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gilt. Wir brauchen also einen Ausdruck fiir den d’Alembert-Operator L.
Ubung 9.11: Zeigen Sie, dass fiir eine beliebige Metrik

g= Z gidxtdx®
ik

der d’Alembert-Operator durch den Ausdruck
1 .
Of = —=3 i (V/Iglg™0xf
NE Zk ! )

gegeben ist. Dabei bezeichnet |g| den Absolutbetrag der Determinante der gjy.

Verwenden wir diese Formel fiir [ bei der Berechnung der Divergenz von u¢, so erhal-
ten wir

0R3
Vaut = —Eg
und aus (9.4.4) wird
, 0R3

Diese Gleichung ldsst sich auch in etwas anderer Form schreiben,

3 (pR3) — —pd; <R3) (9.4.5)
oder, wenn wir R selbst als unabhédngige Variable betrachten

0 3 2

3R ( R ) = —3pR~.

Die Interpretation dieser Gleichungen liegt nahe. Wir betrachten ein 3-dimensionales
‘mitbewegtes Volumen” V(t). Das ist ein Raumzeitbereich, in den isotrope Beobachter
weder eintreten noch aus ihm austreten. Anschaulich gesprochen handelt es sich um
eine feste Auswahl von Galaxien, die zeitlich verfolgt wird. Ahnlich wie sich der Ab-
stand zweier isotroper Beobachter nur durch den Einfluss des Skalenfaktors verandert,
so dndert sich auch der Rauminhalt des mitbewegten Gebiets nur aufgrund des Ska-
lenfaktors. Das heifst, das Volumen V/(t) zum Zeitpunkt t ist

V(t) = R(t)*Vo,

wobei V der mit der Metrik h gemessene, zeitlich unveranderliche Rauminhalt des Ge-
biets ist. Die Masse (Energie), die sich in diesem Volumen befindet, ist M(t) = p(t)V(t),
so dass aus der Gleichung (9.4.5) folgt

dM d(pR3) dr3 dv

@ Voq T PVegr T Pa

Diese Gleichung beschreibt die Anderung der Energie innerhalb des mitbewegten Vo-
lumens durch die an dem Volumen gegen den Druck p geleistete Arbeit.
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Abbildung 9.3: Ein mitbewegtes Volumen

Bevor wir mit den Einsteingleichungen die Dynamik des Skalenfaktors R(t) bestim-
men, wollen wir noch einige Betrachtungen zur Beobachtung in der Kosmologie an-
stellen. ‘Beobachten” heisst, Signale, die aus dem Universum zu uns kommen, emp-
fangen und auswerten. Signale laufen aber mit maximal Lichtgeschwindigkeit auf uns
zu. Wenn wir also wissen wollen, welchen Weg diese Signale durch das Universum bis
zu uns durchlaufen, dann miissen wir unseren Lichtkegel kennen, also die lichtartigen
Geodéten bestimmen.

Dazu miissen wir die Geoddtengleichung fiir Lichtstrahlen aufstellen. Wir stellen uns
also vor, ein isotroper Beobachter zu sein, der um sich herum ein kugelsymmetrisches
Universum wahrnimmt (Isotropie!). Dann kommen alle Signale aus radialer Richtung
auf uns zu und wir kdonnen die Geodéaten in der Form

parametrisieren. Da es sich um lichtartige Geodaten handelt, gilt die Gleichung

_ R(t)%?
1 —kr2

0=g(y,7) =t

oder .
t I T
R(t) V1—krZ
Fiir Geodéten, die bei t = t; im Abstand r ausgesandt werden und aus aus der Vergan-
genheit auf uns zu kommend zur Zeit t = to bei uns (r = 0) eintreffen, ist t > 0 und

t < 0, so dass wir die Gleichung

o dt Todr
Jt] R(t) Jo V1 —kr2 (94.6)
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kosmisch

betrachten miissen. Diese Gleichung liefert uns die kosmische Rotverschiebung. Dass schiebunc

ein solcher Effekt auftreten muss, ist klar, wenn man bedenkt, dass die isotropen Beob-
achter relativ zueinander bewegt sind. Um ihn zu bestimmen, betrachten wir folgende
Situation (vgl. Abb.[9.4). Ein isotroper Beobachter P (wir) empfangt Lichtsignale zum

r=r, r=0

Abbildung 9.4: Zur kosmologischen Rotverschiebung

Zeitpunkt t = tobzw. t = to + dtp, die ein zweiter Beobachter Q zum Zeitpunkt t; bzw.
t1 + dt7 hintereinander ausgesendet hat. Fiir das friihere Signal gilt die Gleichung

Jto dt J* dr
4 R(t) 0 ]—krz

und fiir das spétere Signal gilt entsprechend

to+0to dt T dr
L] sst R(D) Jo Vi—ia?
Weil der r-abhéngige Teil fiir beide Signale der gleiche ist, folgt also
to gt to+8to gt
L] @ - L1 +oty @

Daraus ergibt sich
to+0ty dt t+ot dt
Lo R(U) J R(t)
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Wenn wir 6t als die Periode (und damit wegen ¢ = 1 auch als die Wellenldnge) der
gesendeten bzw. empfangenen Signale interpretieren, dann bleibt der Skalenfaktor in-
nerhalb einer solchen Periode mit hoher Genauigkeit konstant, so dass wir schliefslich
die Gleichung

Oto oty

R(to)  R(tq)
bekommen. Diese beschreibt das Phianomen der kosmischen Zeitdilatation bzw. die

kosmische Rotverschiebung. Wenn Q ein Signal mit Wellenldnge A = 6t aussendet,
dann empfangt P ein Signal mit der Wellenldnge

R(tq)

A=A .
"7 "R (to)

Man definiert die Rotverschiebung des Signals als die relative Anderung der Wellenlinge
bezogen auf die gesendete Wellenldnge

. Ao—A1 _ Rlto) —R(ty)
A1 R(t1)

In einem expandierenden Universum wie dem unseren ist R(t;) < R(to), so dass die
Signale, die bei uns ankommen, einer Rotverschiebung z > 0 unterliegen.

Wenn die beiden Beobachter nahe beieinander sind, in dem Sinne, dass die Zeitdiffe-
renz At = to — t7 klein gegentiber t; ist, dann ergibt sich

R(to) _  Rlto) ~ R(to) ~ R(to)
R(t1)  R(to—At)  R(ty) — AtR(to) R(to)

1+z=

Andererseits ist aber auch

JtOdt_Jto dt At
4 R(t) B to—a R(t)  R(to)

und mit (9.4.6) folgt
J o qdt J’ " dr
— = =T
t, R(t) 0o V1—kr? ]
Fligen wir diese drei Gleichungen zusammen, ergibt sich die Relation

z =~ R(tg)ry. (9.4.7)

Die Rotverschiebung eines Signals, das von einer Galaxie ausgesendet wurde, ist also
zu jeder Epoche proportional zur radialen Koordinate der Galaxie. Die Rotverschie-
bung kann als ein Maf fiir die Fluchtgeschwindigkeit der Galaxien betrachtet werden.
Mit dieser Interpretation stellt diese Relation eine Proportionalitdt zwischen der Flucht-
geschwindigkeit der Galaxien und ihrem ‘Abstand” von uns her.
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scheinbare Abstand \

0

P Q

Abbildung 9.5: Zur Definition des absoluten Abstands

Das Problem, welches nun auftritt, ist die Unbeobachtbarkeit der Radialkoordinate r.
Diese ist als Koordinate ohne unmittelbare physikalische Bedeutung. Wir miissen also
die Frage untersuchen, wie man Distanzen im kosmologischen Kontext messen kann.
Mathematisch betrachtet, ist es einfach, einen absoluten Abstand zwischen zwei Beob-
achtern (Galaxien) zu einer Zeit to zu definieren (vgl. Abb.[9.5). Man bestimmt die Lan-
ge der Geodite zwischen den Durchstosspunkten der Weltlinien von P (im Ursprung
bei r = 0 angenommen) bzw. Q, erhilt also

Todr
aA(P,Q to) =Rito) | =,
AP, Q, 1o o) A
Dieser Abstand ist aber ebenfalls nicht beobachtbar, denn wir kennen den Wert von
R(tp) nicht und habe keine Moglichkeit, tiber kosmische Dimensionen ‘gleichzeitig” zu
messen. Daher muss man andere Moglichkeiten in Betracht ziehen.

Eine solche Alternative ist der scheinbare Abstand. Dieser wird wie folgt definiert.
Der Riickwartskegel eines Beobachters P bei to schneidet die Homogenitatshyperfla-
che Z; in einer Kugeloberfliche von Punkten mit konstanter Koordinate v = ry. Die
Flache dieser Kugel ist daher 47tR(t1)2r2. Ein Objekt (einen Galaxienhaufen 0.4.) nimmt
einen Anteil A an dieser Fliche ein, die fiir den Beobachter P einen Raumwinkel 6w
abdeckt. Wiaren wir im Minkowski-Raum, dann wiirde zwischen der Fliche A und
dem abgedeckten Raumwinkel die Beziehung A = SwL? bestehen, wobei L der Ab-
stand zwischen Beobachter und Objekt ist. Wir definieren nun im gekriimmten Fall den
scheinbaren Abstand durch eben diese Relation

A

dg

Sw’

Nun ist aber
dw A

A A7R(t)2r2
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so dass sich
ds = R(t1)ry

ergibt. Wenn wir also ein Objekt beobachten, dessen tatsdchliche Grosse wir kennerﬂ

Abbildung 9.6: Zum scheinbaren Abstand

dann wissen wir auch die tatsdchliche Fliche A und kennen nach Messung des Raum-
winkels den scheinbaren Abstand des Objekts.

Eine weitere Alternative ist der Helligkeitsabstand dy. Die Definition dieses Abstands-
begriffs beruht auf einer an sich einfachen Uberlegung, die wir zuerst im flachen New-
tonschen Raum durchfiihren. Eine Galaxie im Abstand L von uns sendet innerhalb ei-
nes Zeitintervalls 6t eine Anzahl N7 von Photonen aus. Ein Teil davon, namlich Ny
Stiick werden von uns innerhalb des Zeitintervalls &ty auf einem Schirm der Fliche A

aufgefangen. Nun ist im Newtonschen Fall 6ty = dt; = 0t und wir bekommen die
Beziehung
A
No = —=Nj.
07 gm 2"

Wenn wir also wissen, wieviele Photonen in der Galaxie innerhalb der Zeit 5t produ-
ziert werden und die ankommenden Photonen zihlen, konnen wir via
Lz _ AN]
47N 0

den Abstand bestimmen. Um besser messbare Grofsen zu bekommen, erweitern wir
den Bruch mit hv/6t und erhalten

2 A]’L’\‘;N1 h’\g\ﬁ
<= t — t
hNNo h’VNo :
A5 RV

Der Zahler in diesem Ausdruck ist die abgestrahlte Strahlungsleistung P (Einheit Watt),
wihrend der Zahler (bis auf den Faktor 47) die Intensitdt (Einheit Watt/qm) der Strah-
lung ist, die bei uns eintrifft. Kennen wir also die Strahlungsleistung der Quelle, dann
liefert uns die Messung der ankommenden Strahlungsintensitdt den Abstand.

2Weil dhnliche Objekte sich auch viel niher bei uns befinden und dort mit direkteren Methoden ausge-
messen werden konnen.
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Helligkeitsabstand

Im gekriimmten Fall sind einige Dinge anders: zundchst sind Emissions- und Detekti-
onszeitintervall wegen der kosmischen Expansion nicht mehr gleich. Aus dem gleichen
Grund sind auch die Frequenz der emittierten Photonen (v1) und die der empfangenen
Photonen (vy) nicht mehr gleich. Vielmehr bestehen die Beziehungen

dto 7

°0 4 _ 1
oty tz Vo

Die Intensitdt der empfangenen Strahlung ist daher

[— h’VoNO
- Abdty
und die Strahlungsleistung ist
hviN 1
P = .
ot

Definieren wir nun den Helligkeitsabstand wie im flachen Fall

dz _ AN]
H 47‘[N0

und driicken die Photonenzahlen durch Leistung bzw. Intensitédt aus, dann bekommen
wir

dH —-
41t 1 8tp/vo

und damit die endgiiltige Definition des Helligkeitsabstands in der Form

2 1P T
N AnT (14 2)

Die Bedeutung dieses Abstandsbegriffs liegt darin, dass man bei Kenntnis der Leucht-
kraft von Objekten durch Messung von Intensitiat und Rotverschiebung ein Mafs fiir die
Distanz des Objekts bekommt. Die obige Definition ist im wesentlichen die im prakti-
schen astronomischen Alltag verwendete, auch wenn diese noch etwas komplizierter
ist. Um ein moglichst gutes und allgemein giiltiges Mafs fiir den Abstand zu bekom-
men, benotigt man Objekte, deren Leuchtkraft moglichst gut bekannt und einheitlich
ist. Als solche ‘Standardkerzen” werden Supernovae verwendet, weil man den Mecha-
nismus der zur Supernova-Explosion fiihrt, mittlerweile gut genug kennt und die Ener-
gieabstrahlung berechnen kann.

Mit diesem Abstandsbegriff sind wir in der Lage, eine Beziehung zwischen den beiden
beobachtbaren Grofien ‘Rotverschiebung’ und ‘Helligkeitsabstand” herzustellen. Dazu
bestimmen wir zuerst den Helligkeitsabstand einer Galaxie in Abhédngigkeit von ihrer
raumlichen Koordinate (vgl. Abb. Wir, im Ereignis Op mit den Koordinaten t = t
und r = 0, empfangen Strahlung von der Galaxie in Py (t = t;, v = 77), die zum
Zeitpunkt t = t; ausgesandt wurde. Diese Strahlung hat sich bis zur Zeit t = tg tiber
die Oberflache einer Kugel mit dem Zentrum in Py (t = to, 1 = 771) ausgebreitet. Wegen
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Abbildung 9.7: Zur Geometrie des Helligkeitsabstands

der Homogenitat ist die Flache dieser Kugel dieselbe, wie die Fliche der Kugel um
Oy, die durch Py geht. Die radiale Koordinate von Py ist 1 = 71, so dass sich fiir den
Flacheninhalt der Kugel

A = 4m(R(to)r1)?

ergibt. Wenn die Leistung der Quelle P ist, so ergibt sich beim Empfang der Strahlung

eine Intensitdt von
P P

A(T+2)2 7~ 4n(R(to)r)2(1 +2)2
wenn man die Rotverschiebung mit berticksichtigt. Aus dieser Relation und der Defini-

tion des Helligkeitsabstands ergibt sich die Abhédngigkeit des Helligkeitsabstands von
der Radialkoordinate und dem Skalenfaktor in der Form

=

dy = R(to)71.

Damit kénnen wir nun Rotverschiebung und Helligkeitsabstand zueinander in Bezie-
hung setzen. Mit (9.4.7) erhalten wir nach Elimination der unbeobachtbaren Radialko-
ordinate

R(to)
R(to)

wobei wir hier den Hubble-Parameter H(to) = R(to)/R(to) eingefiihrt haberﬂ Wir
bekommen also aus diesen Uberlegungen das bekannte Hubblesche Gesetz, wonach
die Rotverschiebung von ‘nahen’” Galaxien(haufen), und damit ihre Fluchtgeschwin-
digkeit, proportional zu ihrem Abstand zu uns ist. Die Einheit des Hubble-Parameters
ist 1/s, also inverse Zeit. Er wird aber immer in der Einheit (km/s) /Mpc angegeben.
Der Wert der Hubble-Konstanten (also der Wert des Hubbleparameters zur heutigen
Zeit) war lange Zeit heftig umstritten. Die Werte lagen je nach Arbeitsgruppe zwischen
50 und 100 (km/s)/Mpc. Nach Messungen des Satelliten WMAP scheint der Wert

=

dy = H(tp) dn, (9.4.8)

71 +4 (km/s) /Mpc ~ 24 x 107171/s.

30ffensichtlich ist dies keine Konstante, sondern eine zeitabhangige Grofse.
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Ereignis-Horizont

heute jedoch realistisch zu sein.

Schliefllich betrachten wir noch eine weitere Folgerung aus der Gleichung fiir den
Riickwiértslichtkegel eines Beobachters O, der sich zur Zeit t = to im Ereignis O befin-
det. Der Riickwartslichtkegel besteht aus allen Ereignissen P mit Koordinaten (t, 1) ist,

tur die die Gleichung
to dtl T dT/
= 9.49
o v 049
gilt. Fiir den Vorwiértslichtkegel des Ereignisses O (vgl. Abb. gilt dann die ganz

Abbildung 9.8: Vorwirts- und Riickwartslichtkegel von Ereignissen auf der Weltlinie
eines Beobachters O

entsprechende Gleichung

toar ' dr’
L] R(Y) JO JTk)? (9.4.10)

Abhiéngig von der konkreten Form des Skalenfaktors R(t) kann es vorkommen, dass
die linke Seite der Gleichung einen endlichen Wert behilt, selbst wenn tg beliebig grofd
wird, wenn also

o /
lim J dt =L< o
to—oo J¢ R(t,)
ist. Dies bedeutet, dass es einen maximalen absoluten Abstand gibt aus dem Licht zum
Beobachter innerhalb seiner Existenz gelangen kann. Das bedeutet, es gibt Ereignisse,
die der Beobachter nie sehen wird, egal wie lange er wartet. Man sagt, es gibt einen
kosmologischen Ereignis-Horizont fiir den Beobachter O. Dieser ist demnach eine Tren-
nung zwischen Ereignissen, die der Beobachter noch sehen kann und solchen, die ihm
fiir immer verborgen sind, also hinter dem Horizont liegen.
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Wir erinnern uns an den Ereignishorizont, der in der Schwarzschild-Raumzeit auftrat.
Hier wie dort ist der Horizont eine lichtartige Hyperfliche, die nur in einer Richtung
durchlaufen werden kann. Anders als der Schwarzschild-Horizont ist der kosmologi-
sche Ereignis-Horizont jedoch an Beobachter gekoppelt. Die Ereignis-Horizonte ver-
schiedener Beobachter sind verschieden wahrend der Ereignis-Horizont der Schwarz-
schild-Raumzeit fiir alle duSeren Beobachter derselbe ist.

Eine weitere Sorte von Horizonten ergibt sich, wenn man den zeitumgekehrten Fall
betrachtet. Der Vorwiértslichtkegel des Ereignisses O besteht aus allen Ereignissen, die
dieses Ereignis ‘sehen’. Sollte es nun der Fall sein, dass die linke Seite in (9.4.10) einen
endlichen Wert annimmt, wenn t; in die Vergangenheit verschoben wird (entweder in
die unendliche Vergangenheit t; — oo oder bis zu einem endlichen Anfangswert, z.B.
t1=0)

t /
lim J dt =L<oo
4, R(t)

gilt, dann gibt es Ereignisse im Universum, die von der Existenz des Beobachters O nie
Kenntnis erlangen werden. Auch hier bildet die Trennfliche zwischen Ereignissen, die
O kennen, und solchen, die O nicht kennen, eine lichtartige Hyperfliche. Man nennt
sie den Teilchenhorizont von O. Der Teilchenhorizont besteht aus all jenen Ereignis-
sen, die von Photonen durchlaufen werden, die zum Beginn des Universums vom Be-
obachter O ausgesendet wurden.

9.5 Die Dynamik des Universums

Nach diesen kinematischen Betrachtungen, die ohne die explizite Losung der Einstein-
Gleichung auskommen, wenden wir uns nun den Feldgleichungen zu, um die mogli-
chen Skalenfaktoren R(t) zu bestimmen. Dazu miissen wir die Komponenten der Glei-
chung

Gab —Agab = =87 Tap

bestimmerﬁ Dies sind zunéchst 10 Gleichungen, denn es handelt sich um eine Glei-
chung zwischen symmetrischen Tensoren 2. Stufe in 4 Dimensionen. Nun kann man
aber leicht sehen, dass viele dieser Gleichungen aufgrund der vorausgesetzten Homo-
genitdt und Isotropie trivial werden miissen.

Ubung 9.12: Schreiben Sie Eg, = Gap — Agap + 8mTap, so dass die Feldgleichungen ein-
fach durch Egp = 0 gegeben sind. Zeigen Sie, dass fiir die Friedmann-Robertson-Walker-Me-

trik (9.4.1) folgendes gilt

1. Die Zeit-Raum-Komponente von E »;, muss identisch verschwinden

Ew=0 firi=12,3.

4 Aus aktuellem Anlass berticksichtigen wir hier auch die kosmologische Konstante A.
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Friedmann-Glei-
chung

2. Die Raum-Raum-Komponenten Ely miti, k = 1,2, 3 sind reine Spur, d.h. ElYy = Eé}"< fiir
eine riumliche Konstante E.

Folgern Sie daraus, dass nur zwei Gleichungen von den 10 Gleichungen E;y = 0 nicht identisch
erfiillt sind.

Die einzigen nichttrivialen unabhéngigen Komponenten der Feldgleichungen sind die
00- und die 11-Komponente, aus denen wir nach etwas Umformen die beiden Glei-
chungen

Rk
R R k

Die erste dieser Gleichungen 143t sich auch in der Form

. 1 8
RZ 4k — g/\R2 =37 pR? (9.5.3)
schreiben. Diese Gleichung nennt man die Friedmann-Gleichung. Sie entspricht der
Erhaltungsgleichung fiir die Energie in der Newtonschen Mechanik. Dies erkennt man
am einfachsten, indem man sie in der Form

1. 4m A 1
R — Z)RZ=——k = t.
7 3 (p + 87t> > coms

schreibt. Der erste Term entspricht der kinetischen Energie, wahrend der zweite Term
die potentielle Energie reprasentiert. Hierbei spielt nicht nur die gravitative Bindungs-
energie der Materie eine Rolle, sondern auch die von der kosmologischen Konstanten
verursachte Energie tragt zur Gesamtbilanz bei.

Ubung 9.13: Zeigen Sie, dass aus (9.5.1) und (9.5.2) die Erhaltungsgleichung (9.4.5) folgt.

Wir konnen also anstelle der Feldgleichungen (9.5.1) und (9.5.2) die Friedmann-Glei-
chung und die Erhaltungsgleichung als bestimmende Gleichungen benutzen. Wir ha-
ben also die Gleichungen

. 1 8
R?+ %k — g/\R2 =37 pR?

3 (pR3) — —pdy <R3)

zu losen. Die Unbekannten dabei sind der Skalenfaktor R(t), sowie die Druckfunktion
p(t) und die Dichtefunktion p(t). Wir haben also zwei Gleichungen fiir drei Funktio-
nen. Die fehlende Information ist genauso wie im Kapitel |§|in der Zustandsgleichung zu
suchen, die Druck und Dichte miteinander verkniipft und damit festlegt, um welche
Materie es sich in dem jeweils betrachteten Modell handelt. Es handelt sich dabei um
eine unabhiingige Annahme {iber das Modell, die nichts mit den Annahmen tiber die
Geometrie zu tun hat.
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Die verschiedenen kosmologischen Modelle werden nun also bestimmt durch die Wahl
der Konstanten k, die festlegt ob wir eine sphérische, flache oder hyperbolische rdum-
liche Geometrie vor uns haben, vom Vorzeichen der kosmologischen Konstanten und
vom konkreten Matriemodell. Dies ergibt eine grofse Auswahl von Moglichkeiten, die
wir hier nicht alle diskutieren konnen. Daher beschranken wir uns auf einige spezielle
und einfach zu berechnende Fille.

9.5.1 Kosmologische Modelle mit A =0
Staubmaterie

Wir betrachten zuerst den Fall verschwindender kosmologischer Konstante A = 0.
Nehmen wir zunichst an, das Universum sei mit Staub, das heif$st mit inkohirenter Ma-
terie gefiillt. Damit sind Teilchen gemeint, die massebehaftet sind, und nur gravitativ
miteinander in Wechselwirkung stehen. Das bedeutet, dass der Druck in dieser Mate-
rieverteilung verschwinden muss. Die Zustandsgleichung ist daher

p=0.
Nun folgt aus der Erhaltungsgleichung sofort
ot <pR3) —0

und damit folgt die Existenz einer Konstanten M, so dass

Setzen wir dies in die Friedmann-Gleichung (mit A = 0) ein, bekommen wir

. 2M

Offensichtlich hingt die Losung dieser Gleichung von k ab und wir diskutieren daher
die drei Félle nacheinander.

Der Fall k = 0 Hier ergibt sich die Gleichung (wir wéhlen das positive Vorzeichen

weil wir R > 0 annehmen)

RRZ=2M < VRR=+V2M

e\
REt) — Ro (}; /RAOA(tROto))

mit der Losung
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Dabei ist Ry = R(tp). Wir sehen, dass der Skalenfaktor fiir ein bestimmtes t verschwin-
det, und wihlen die freie Konstante to oBdA als eben dieses t. Dann gilt R(0) = 0 und
wir erhalten die Losung

- (v’

Damit ergibt sich fiir die Dichte die Zeitabhingigkeit

In den Fillen k = &1 haben wir die Gleichung
RR?+ kR = 2M

vorliegen. Hier bietet es sich an, eine neue Variable s tiber die Relation

$=1/R
einzufiihren. Dann gilt
dR\? 2p2 2
— = R°R“=2MR —kR (9.5.4)
ds
und damit auch 5
d“R
— =—kR+ M.
ds? +

Dies ist eine lineare, inhomogene Gleichung fiir R(s), deren allgemeine Losung sich aus
der Losung der homogenen Gleichung und einer partikularen Losung zusammensetzt.
Wir schreiben daher

R(s) = Ae®s +Be “* + kM.

Dabei ist w? = —k gesetzt. Dies ist natiirlich die Losung der Differentialgleichung
2.0rdnung, die zwei beliebige Konstanten A und B enthilt, wiahrend wir die Losung
der Gleichung 1. Ordnung suchen, die nur eine willkiirliche Konstante enthalten
darf. Wir setzen daher die allgemeine Losung in ein und erhalten

(WAe®s — wBe “%)” = 2M (Ae® + Be “* + kM) —k (Ae®s + Be S + kM)?

Nach Ausmultiplizieren ist leicht zu sehen, dass die einzigen Terme, die tibrig bleiben,
auf die Beziehung
M2
2KAB = —2KAB + M? = AB = -

fithren. Wahlen wir A = B = kM/2 (dies entspricht der Festlegung der willkiirlichen
Konstanten so, dass R(0) = 0 gilt) , dann finden wir die Losung

kM

R(s) >

(2 —eWs _ efws) .
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Der Fall k =1 Hierist k =1 und w =i und die Losung ldf3t sich schreiben als
R(s) =M (1 —coss).
Mit dieser Losung ergibt sich fiir t die Gleichung

t
at =M (1 —coss)
ds

mit der Losung (mit t(0) = 0)
t(s) = M (s —sins).

Damit haben wir die Losung R(t) in parametrischer Form, d.h. als Paar (R(s), t(s)) ge-
funden. Die so beschriebene Kurve ist eine Zykloide.

Der Fall k = —1 Hier ist nun k = —1 und w = 1. Die Losung lafst sich daher in der
Form
R(s) =M (coshs—1)

schreiben. Dann ergibt sich wiederum fiir t die Losung
t(s) = M (sinh s — s).

Auch hier haben wir eine parametrische Darstellung der Losung R(t). Das Verhalten
der Losung R(t) in den drei Fallen ist in Abb.[9.9verdeutlicht. Das Verhalten dieser drei

ks b1

Rt
b

Abbildung 9.9: Der Skalenfaktor in den drei Féllen fiir Staubmaterie
Losungen lafst sich einfach feststellen. Alle drei Losungen starten fiir t = 0 mit R = 0

bei t = 0. Daher ist in allen drei Fallen die Dichte wegen p ~ R™3 unendlich grof. Es han-
delt sich hier um eine physikalische Singularitit, eine Kriimnmungssingularitiit. Im Fall
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k = 1 hat der Skalenfaktor ein Maximum und nimmt dann wieder auf R = 0 ab. Das
Universum dehnt sich bis zu einem maximalen Wert aus und kollabiert danach wie-
der auf eine Singularitit zusammen. Im Gegensatz zu diesem geschlossenen Universum
liefern die beiden anderen Fille ein offenes Universum. Hier wachst der Skalenfaktor
unbegrenzt an. Der Unterschied besteht in der Expansionsrate.

Ubung 9.14: Zeigen Sie, dass im Fall k = 0 die Proportionalitit R ~ t2/3 besteht, wihrend im
hyperbolischen Fall (k = —1) R ~ t gilt.

Es gibt fiir diese Klasse von Modellen neben dem diskreten Parameter k nur noch einen
Parameter M, der kontinuierliche Werte annehmen kann.

Ein Strahlungsuniversum

Als weitere Modellklasse betrachten wir den Fall eines Universums, das mit Strahlung
(Photonen) angefiillt ist. Fiir eine solche Strahlungsmaterie ist der Energie-Impuls-Ten-
sor spurfrei, d.h., es ist T* = 0.

Ubung 9.15: Zeigen Sie, dass der Energie-Impuls-Tensor des elektromagnetischen Feldes spur-
frei ist (vgl. Vorlesung zur SRT).

Fiir den Energie-Impuls-Tensor eines homogenen, isotropen Universums folgt
daraus sofort p = 3p. Dies ist die Zustandsgleichung, die wir fiir diesen Fall verwenden
wollen.

Setzen wir diese Zustandsgleichung in die Kontinuitédtsgleichung (9.4.5) ein, bekom-
men wir

3. (oR?) = —oR?R,
was sich in die Gleichung
ot (pR4) —0

umformen lafit. Damit ergibt sich wiederum die Existenz einer raumlichen Konstanten

M, so dass wir
47t M

3 p(t) :W

erhalten. Damit liefert uns die Friedmann-Gleichung

Mit demselben Trick wie oben konnen wir auch diese Gleichung l16sen. Wir fiihren wie-
der die Variable s wie oben ein und erhalten fiir R(s) die Differentialgleichung

d?R

12 = KR 2M.

Diese laf3t sich nun fiir die drei Félle k = 0, 1 leicht 16sen. Wir erhalten die Losungen
mit R = 0 fiir t = 0 in der folgenden Liste
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(i) k = 0 (offen):
R(t) = (8M)/*V4,

(il) k =1 (geschlossen):
R(s) = v2M sins, t(s) = vV2M (1 —coss),
(iii) k = —1 (offen)

R(s) = V2M sinhss, t(s) = v2ZM (coshs —1).

Das Verhalten dieser Losungen ist in Abb. graphisch dargestellt. Das Verhalten
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Abbildung 9.10: Der Skalenfaktor in den drei Fillen fiir Strahlungsmaterie

des Skalenfaktors ist qualitativ genau das gleiche wie fiir Staubmaterie. Jedoch ist das
Verhalten der Expansionsrate am Anfang und am Ende verschieden. Auch ist die Le-
bensdauer des geschlossenen Universums anders.

Ubung 9.16: Diskutieren Sie diese Unterschiede zwischen den Modellen.

Offensichtlich haben alle Modelle, die wir bislang untersucht haben eine Anfangssin-
gularitat. Dies ist notwendigerweise so. Denn wenn wir aus den Gleichungen (9.5.1))
und (©.5.2) den Term mit R eliminieren, dann bekommen wir die Gleichung

R 8t 2
2 =—— 3 SA
R 3 (PH3p)+3A,
also im vorliegenden Fall mit A =0
R g
R —?(p +3p).
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Anfangssingularitat

Unabhiéngig von der Zustandsgleichung erwartet man, dass fiir jede Materie die Un-
gleichung

p+3p >0

gilt.

Ubung 9.17: Zeigen Sie, dass diese Ungleichung aus der sogenannten dominanten Energiebedin-
qung folgt: fiir jeden zeitartigen Vektor u® ist p® = TPy, ebenfalls zeitartig. Wie 14t sich diese
Bedingung physikalisch interpretieren, wenn man weif3, dass p“ der Vektor der Energiefluf3-
dichte ist?

Unter dieser Annahme folgt, dass R < 0. Der Graph der Funktion R(t) ist also konvex.
Die Expansionsgeschwindigkeit nimmt also in positiver Zeitrichtung ab, bzw. die Kon-
traktionsgeschwindigkeit nimmt in negativer Zeitrichtung zu. Wenn es also einen Zeit-
punkt gibt, an dem R positiv ist, dann gab es vorher einen Zeitpunkt, an dem R = 0 war.
Ist to dieser Zeitpunkt und ist Ryp = R(to) > 0 und Ry = R(to) > 0, dann war der Zeit-
punkt t, an dem R = 0 verschwand friihestens vor einem Zeitintervall to — t. = Ro/Ro.
Das bedeutet, die Hubble-Konstante Hy liefert uns eine Abschédtzung fiir das Alter T
des Universums. Mit den Zahlen aus dem vorigen Abschnitt ergibt sich

T~ H51 ~ 10"q.

Zusammengefasst ergibt sich vorerst das folgende Bild. Alle bisher betrachteten Lo-
sungen beginnen mit einer Anfangssingularitat eine Expansionsphase. Je nach Mo-
dell hélt diese Phase unendlich lange an, ndmlich wenn die Raumschnitte unendlich
ausgedehnt sind, oder aber das Universum erreicht eine maximale Ausdehnung und
kontrahiert dann wieder bis zu einer Singularitit, wenn die Raumschnitte kompakt
sind. Die exakten Werte der Expansionsrate, des Alters des Universums usw. hangen
dabei vom Modell ab

9.5.2 Kosmologische Modelle mit A 0

Wir kommen nun zu Modellen mit nichtverschwindender kosmologischer Konstanten.
Wir fragen zuerst nach der Moglichkeit einer zeitunabhdngigen Losung der Gleichun-
gen (9.5.1) und (9.5.2). Setzen also R = 0 in diesen Gleichungen, bekommen wir

3k — AR? = 87pR?,
k — AR? = —8mpR2.

Daraus folgt durch eliminieren der kosmologischen Konstante
k = 4n(p +p)R>

Beschrianken wir uns auf realistische Materiemodelle, dann ist p+p > 0, dh. k = 0
oder k = 1. Als Beispiel sei wieder ein Staubmodell zugrunde gelegt. Dann haben wir
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p = 0 und es kann nur k = 1 zu einer nicht-trivialen Raumzeit fithren (was wiirde k = 0
liefern?). Dann gilt also

4mpR% =1, AR? =1, k=1
und die Metrik lautet
g = dt? — R? (dxz + sin2x(d62 + sin? ed¢2)) . (9.5.5)

Diese Metrik beschreibt das Einsteinsche statische Universum. Der einzige freie Para-
meter in dieser Losung ist der Radius R des Universums, den wir auch noch als R = 1
setzen konnen, denn er bestimmt im wesentlichen die Grofienskala, d.h. die Einheit in
der wir Langen messen. Die Parameter in diesem Modell sind also exakt fixiert, um das
Gleichgewicht zu halten und Zeitunabhéngigkeit zu erreichen. Es ist ziemlich klar, dass
eine Abweichung von diesen Werten ein Universum zur Folge hitte, welches sich von
diesen Werten wegbewegen wiirde. Eine genauere Storungsrechnung zeigt, dass diese
Losung instabil ist.

Fiir zeitabhdangige Modelle beschranken wir uns im Weiteren auf den Fall k = 0 und
betrachten auch hier nur Staubmaterie, p = 0. Dann lautet die Friedmann-Gleichung

M1

R? ~AR?
*3

R

mit der Konstanten 2M = 87”;)]23, deren Existenz aus der Energieerhaltung folgt.

Wir nehmen A > 0 an und setzen

A b3
u = WR .
Dann folgt die Gleichung
w? = 3A(u® +2u),

die sich via

N TN
(u+1)2—1

und der Substitution u + 1 = cosh x zu

u = cosh(xg+ V3A(t —tg)) — 1

integrieren lafst. Setzen wir als Anfangsbedingung noch R(0) = 0 voraus, dann bekom-
men wir die Losung

A
——_R3 = cosh(V3At) — 1.
M cosh(v3At)
Im Falle A < 0 setzen wir
u——LR3
- 3M
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und erhalten nach ganz analogem Vorgehen die Losung

A L3
mR =1—cos(v—3At).

Wir erhalten aus diesen Losungen auch den Grenzfall A — 0, indem wir z.B. die Taylor-
Entwicklung der Losung mit positivem A aufschreiben

3M 3M 3 3
3_ oM 1) & 2M D02 D a2.4 6y
R® = A (cosh(\/S/\t) 1) A <1+2/\t —1-8/\ t* 4+ O(t°) 1>

und dann den Grenziibergang A — 0 durchfiihren. Es ergibt sich (natiirlich) die oben
erhaltene Losung
1
9. ..2\3
- (gue)’

Das Verhalten dieser Losungen in Abb. angegeben. Wir sehen auch hier wieder,

iF3
F Lamian i
.4

Rt

Abbildung 9.11: Die drei Moglichkeiten fiir Modelle flache Raumschnitte mit verschie-
dener kosmologischer Konstanten A = +1/3,0

dass es offene und geschlossene Universen gibt. Fiir positives A haben wir ein offenes
Modell, wahrend negatives A dazu beitrdgt, das Universum zu schlieffen. Die Expansi-
onsrate zu Anfang ist unabhingig von A und in allen Féllen gegeben durch

WIN

R~1t

Der Wert der kosmologischen Konstanten A beeinflufit jedoch die Expansionsrate des
offenen Modells fiir grofe t, die zu

R ~eV3t
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bestimmt wird, wahrend die Lebenszeit des geschlossenen Modell ebenfalls durch A

beeinfluf3t wird.
27

(=3A)

9.5.3 Qualitative Diskussion der Friedmann-Losungen

Nach dieser (unvollstindigen) Liste mit expliziten Ausdriicken fiir die Losung der
Friedmann-Gleichung in verschiedenen Fillen betrachten wir diese Gleichung zum
Schluf noch einmal unter einem qualitativen Gesichtspunkt. Die Gleichung war

. 1
R% 4+ k— g/\RZ = %7‘[ pRZ,

und nimmt fiir Staubmaterie die Form

. 2M 1
RZ=""—+ AR*—k =F(R
T3 (R)
an. Die Form der Funktion F(R) gibt uns schon viel Information tiber das qualitative
Verhalten der Losungen. Offensichtlich divergiert F(R) fiir R — 0 zu beliebig grofien
positiven Werten. Dies ist Ausdruck der Tatsache, dass das Universum mit einer An-
fangssingularitat beginnt.

Beginnen wir mit dem Fall negativer kosmologischer Konstante. In diesem Fall wird
F(R) = %/\R2 < 0 fiir grofse Werte von R. Es gibt also eine Nullstelle von F(R), eine
Stelle an der R verschwinden muss. Folglich muss es sich bei allen diesen Modellen um
ein geschlossenes Universum handeln.

Fiir A = 0 kennen wir die exakten Losungen. Wir konnen ihr Verhalten aber auch aus
der Betrachtung von F(R) erschliefSen. Es gibt in diesem Fall nur fiir k = 1 eine Nullstel-
le von F(R), die bei endlichen Radien liegt. Nur dieser Fall ist daher geschlossen. Die
anderen Fille sind offen. k = 0 liefert den Grenzfall, in dem die Expansionsrate gegen
Null geht, wenn R beliebig grofs wird. Der Fall k = —1 expandiert asymptotisch mit
konstanter Geschwindigkeit.

Der komplizierteste Fall ist der mit positiver kosmologischer Konstante. Nun ist F(R) ~
%/\R2 > 0 fiir grofle Werte von R. Das heifst F hat ein Minimum und die Frage ist, wie
grof3 ist der Wert von F an diesem Minimum? Denn wenn F dort negativ ist, dann gibt
es ein geschlossenes Modell, ansonsten ein offenes. Die Ableitung von F ist

M2

/ P —
F(R) = 2 T3

und dieser Ausdruck verschwindet fiir
M
Ri = {/ —.
A
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Der Wert von F an diesem Punkt ist

M
F R* — - k.
(Ry) R
In den Fillen k = 0 und k = —1 ist dieser Wert offensichtlich positiv, so dass sich hier

ein offenes Universum ergibt. Im Fall k = 1 jedoch gibt es Werte von A, fiir die F(R,)
negativ werden kann. Wenn A den kritischen Wert

1

e = oM

annimmt, dann ist F(R,) = 0. In diesem kritischen Fall sind drei verschiedene Modelle
denkbar, die sich durch die Anfangsbedingungen unterscheiden:

(a) Einsteins statisches Universum mit R = R,

(b) ein offenes Universum, das von einer Anfangssingularitdt ausgehend expandiert
und sich asymptotisch dem statischen Universum nahert

(c) ein offenes Universum, das fiir immer expandiert, aber in der Vergangenheit asym-
ptotisch dem statischen Universum gleich war.

Im tiberkritischen Fall A > A. > 0 gibt es keine Nullstelle. Es gibt daher nur ein offenes
Modell, das Lemaitre-Modell, welches aber die Besonderheit hat, dass auf eine Phase
starker Expansion eine ,ruhige” Phase folgt, in der R klein ist und woran sich wieder
eine Phase starker Expansion anschliefst.

Im unterkritischen Fall A > A > 0 gibt es zwei Nullstellen von F(R) und damit zwei
Gebiete in denen R? > 0 ist. Diese entsprechen einem geschlossenen Modell und ei-
nem offenen Modell, welches sich jedoch nicht von einer Anfangssingularitdt heraus
entwickelt, sondern von einem Skalenfaktor R > 0 ausgehend zunéchst auf einen Mi-
nimalwert kontrahiert und danach wieder expandiert.

9.5.4 Die deSitter-L6sung

Als letzte der kosmologischen Losungen betrachten wir eine kosmologische Vakuum-
Losung, die von deSitter (1917) gefunden wurde. Man bekommt dieses Modell, indem
man die Friedmann-Gleichung fiir p = p = k = 016st. In diesem Fall hat man

zu 16sen. Die Losung ist einfach zu bekommen und lautet

R(t) = RoeV /3t
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mit einer beliebigen Integrationskonstanten Ry. Die Metrik lautet dann
g=dt?— R%ez\/mt <d1‘2 +12d0?% + 1% sin? 6dd)2> :
Wir fithren nun noch neue Koordinaten ein, indem wir
x = Rorsin 0 cos ¢, y = Rorsin0sin ¢, z = Rorcos 0
setzen. Nun lautet die Metrik
g =dt?— e2VA/3t (dx2 +dy? + dzz> .

Diese Losung ist die Asymptote aller offenen Modelle mit negativer kosmologischer
Konstanten. Dies ist leicht einzusehen, wenn man bedenkt, dass fiir grofse R der Term
mit AR? in der Friedmann-Gleichung iiberwiegt.

9.6 Eine kurze Geschichte des Universums

Zum Abschluss des Kapitels iiber kosmologische Losungen wollen wir uns noch kurz
anschauen, inwieweit die gefundenen Losungen uns Informationen liefern tiber die
Entwicklung des Universums vom Beginn an bis heute. Diese Beschreibung ist not-
gedrungen nur sehr kursorisch und kann den vielen Details nicht Rechnung tragen.
Es soll hier nur ein grober Eindruck vermittelt werden. Weitergehende Informationen
finden sich in den Biichern von Wald [22] und von Borner [2]].

Wir legen unseren Betrachtungen die Standardmodelle mit A = 0 und entweder Staub-
oder Strahlungsmaterie zugrunde. Wir hatten gesehen, dass wir fiir Staub die Relati-
on

p~R?

bekommen, wihrend im Strahlungsuniversum

p~R*

gilt. In unserem Universum gibt es heute sowohl Strahlung als auch Materie. Die heu-
tige Energiedichte der kosmologischen Hintergrundstrahlung wird auf ca. ein Promille
der heutigen Energiedichte der normalen Materie geschidtzt. Wenn wir die heutigen
Werte mit den obigen Relationen in die Vergangenheit extrapolieren, dann waren die
Energiedichten bei einem Skalenfaktor von einem Promille des heutigen Wertes von
ungefdhr gleicher Grofienordnung. Noch weiter in der Vergangenheit muss die Ener-
giedichte der Strahlung jedoch gegeniiber derjenigen der Materie tiberwogen haben.
Wir sprechen daher von einem strahlungsdominierten frithen Universum gegeniiber
dem materiedominierten heutigen Universum. Man wird also annehmen, dass das
Strahlungsuniversum eine gute Approximation fiir das frithe Universum ist und das
Universum heute gut durch das materiedominierte Modell wiedergegeben wird.

147

’strahlungsdominiert ‘

| materiedominiert

|




Da die Materie bzw. Strahlung auf immer kleinere Volumina komprimiert wird, wenn
man das Universum in die Vergangenheit zuriickverfolgt, erwarten wir eine Tempera-
turerh6hung mit abnehmendem Skalenfaktor, die fiir R — 0 tatsdchlich unendlich grofs
wird, wie folgende Uberlegung zeigt.

Wenn das frithe Universum tatsdchlich strahlungsdominiert war, dann erwarten wir,
dass fiir alle Modelle, ungeachtet des Wertes von k, der dominante Term in der Friedmann-
Gleichung der Dichteterm ist, so dass in jedem Fall eine Relation

1
R~ V1, ~—

2

resultiert. Eine quantentheoretische Rechnung tiber die Verteilung von masselosen Teil-
chen (Photonen) im thermischen Gleichgewicht zeigt, dass fiir die Energiedichte fiir
Photonen die Temperaturabhidngigkeit

p~ (kT)!
gilt. Daher gilt fiir die Temperatur selbst

I
T~p4~ R

Dies legt also die folgende Vorstellung von der Entwicklung unseres Universums na-
he. Es begann als ein extrem heifSes (T — o0), extrem dichtes (p — o) Konglomerat
von Materie und Strahlung im thermischen Gleichgewicht. Mit der Ausdehnung des
Universums nahmen die Distanzen zwischen den Materieteilchen zu, so dass Wech-
selwirkungen zwischen ihnen weniger hdaufiger waren. Dadurch kam es zu einer Ver-
letzung des thermischen Gleichgewichts der Materie. Zu dem Zeitpunkt als der Ska-
lenfaktor ein Promille seines heutigen Wertes erreichte, begann die Materiedichte die
Strahlungsenergiedichte zu dominieren und die Entwicklung des Universums dhnelt
seither immer mehr einem materiedominierten Friedmann-Modell.

Wir beschreiben nun einige wesentliche Stationen in der Entwicklung des Universums
aufgrund des sog. heifsen Urknallmodells (,,hot big bang” model)

1. t=1s:

Zu diesem Zeitpunkt betrdgt die Dichte ca. 5 x 10°g/cm® und die Temperatur be-
tragt ca. 10'°%. Die Materie besteht jetzt hauptsdchlich aus Neutrinos, Photonen,
Elektronen, Positronen, Protonen und Neutronen im thermischen Gleichgewicht.
Die Temperatur ist klein genug, so dass die Zahl der schwereren Elementarteil-
chen vernachlissigt werden kann. In diesem Stadium ist die Wechselwirkung mit
den Neutrinos so schwach, dass sie vom Rest der Teilchen abkoppeln. Sie werden
im weiteren Verlauf der Entwicklung aufgrund der Expansion des Universums
rotverschoben, sie verlieren an Energie. Das rotverschobene thermische Spektrum
der Neutrinos sollte bis heute eine Temperatur von ca. 2K erreicht haben.
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2. t=15s:

Bei weiterer Abkiihlung des Universums erreicht die Reaktionsrate des (inver-
sen) 3-Zerfalls, bei dem Neutronen in Protonen (und umgekehrt) zerfallen, einen
Wert, der wesentlich geringer ist, als die kosmische Expansionsrate. Das bedeu-
tet, dass das thermische Gleichgewicht zwischen Neutronen und Protonen nicht
mehr aufrecht erhalten werden kann. Das Verhéltnis zwischen Neutronen und
Protonen , friert ein” auf einem Wert von ca. 1:6. Nach dieser Phase dndert sich
dieses Verhiltnis nur noch durch den Zerfall der Neutronen.

3. t=4s:
Zu diesem Zeitpunkt betrdgt die Dichte ca. 3 x 10%g/ cm® und die Temperatur hat
einen Wert von 5 x 107K~ 0.5MeV erreicht. Dies entspricht ungefihr der Masse
des Elektrons oder Positrons. Nun wird es zunehmend schwerer der Paarvernich-
tung durch Paarerzeugung das Gleichgewicht zu halten. Schlieflich tiberwiegt
die Paarvernichtung und bald sind alle Positronen vernichtet. Es bleibt nur noch
eine vergleichsweise kleine Zahl von Elektronen zurﬁckE]

4. t=3m:

Ab einer Temperatur unter ungefihr 10°K beginnt die Nukleosynthese, bei der
sich die vorhandenen Protonen und Neutronen zu schwereren Kernen, haupt-
sichlich zu “He, verbinden. Nach diesem Prozess hat das erzeugte Helium einen
Anteil von ca. 25% an der gesamten Masse der vorhandenen Materie. Die beob-
achteten Mengen von Helium im Universum scheinen diesen Wert zu unterstiit-
zen und es ist schwierig, diesen Wert durch andere Prozesse zu erklédren, so dass
die Vorhersage von Helium in dieser Grofsenordnung als ein Erfolg des heifien
Urknallmodells gewertet werden muss.

5. t = 4 x 10°a Die Temperatur betragt nur noch 4000K. Ab diesem Zeitpunkt ver-
binden sich die tibrigen Elektronen und Protonen zu Wasserstoff. Nun gibt es kei-
ne freien elektrisch geladenen Teilchen mehr. Als eine Folge entkoppelt die Strah-
lung von der Materie, weil der Streuquerschnitt von Photonen mit freien gelade-
nen Teilchen wesentlich grofer ist als mit neutralem Wasserstoff. Das Universum
wurde durchsichtig. Seit dieser Zeit bilden die Photonen die bekannte Hinter-
grundstrahlung mit einem Spektrum, dessen Temperatur heute 2.7K erreicht hat.
Die Existenz dieser Strahlung und die Tatsache, dass sie mit grofier Genauigkeit
isotrop ist, muss als ein weiterer Erfolg des Modells gewertet werden.

6. t~10°—10"a
Das Universum verwandelt sich von strahlungsdominiert zu materiedominiert.

5Die Tatsache, dass tiberhaupt eine der zwei Sorten zurtickbleibt, ebenso wie die Tatsache, dass mehr Pro-
tonen als Antiprotonen im Universum zu finden sind, dass also keine Materie-Antimaterie-Symmetrie
herrscht, ist nicht verstanden. Es kann sein, dass die Wechselwirkungen, die ganz kurz nach dem Ur-
knall wichtig waren, diese Symmetrie verletzten. Die vereinheitlichten Theorien (GUT) scheinen diese
Auswirkungen zu haben.
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7.t~ 1—2x10"%:
Das Universum erreicht seinen heutigen Zustand.

Wie geht es mit dem Universum weiter? Ist es offen oder geschlossen? Diese Frage laft
sich heute noch nicht endgiiltig beantworten. Wir betrachten noch einmal die Feldglei-
chungen fiir ein materiedominiertes Weltall

RZ  _k
3@+3@—/\:8ﬂp
R Rk
2—+ S+ 5—-A=
R+R2+R2 0,

und schreiben sie mithilfe des Hubble-Parameters H = R/R und des (dimensionslosen)
Verzogerungsparameters

RR

q:_ﬁ

in der Form

_ 8mp k AN

1= _
3H2 HZR? * 3H?’
A
1=20- ot
Im Fall A = 0, den wir hier besprechen, folgt q = %. Das Weltall ist geschlossen, also
k > 0 genau dann, wenn
SN

gilt. Die kritische Dichte p. wird also durch den Hubble-Parameter fixiert. Man defi-
niert {iblicherweise das Verhiltnis von Dichte zu kritischer Dichte als

Q:=p/pe.

Die Entscheidung, ob das Universum offen oder geschlossen ist, muss durch Beobach-
tung festgestellt werden. Es gibt zur Zeit vier unabhingige Beobachtungsmethoden,
die diese Frage in der Zukunft vielleicht beantworten kénnen, wenn die Messungen
geniigende Genauigkeit erreicht haben werden. Dies sind:

e Die Abweichung von der linearen Beziehung zwischen Rotverschiebung und Hel-
ligkeitsabstand. Diese werden im wesentlichen verursacht durch die Dynamik
des Universums und geben so einen Hinweis auf den Verzogerungsparameter q.
Ist ¢ < 1/2, dann ist das Universum offen, sonst geschlossen. Diese Abweichun-
gen zeigen sich jedoch erst fiir Objekte, die sehr weit von uns entfernt sind, die
wir also in einem sehr frithen Stadium sehen. Es ist nicht geklart, inwieweit diese
sehr frithen Objekte als Standardkerzen dienen kénnen.
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e Die Dichte der Materie im Universum. Der Paramter Q) 1df8t sich wesentlich ge-
nauer bestimmen, als p oder H fiir sich alleine, die beide durch die Ungenauig-
keit der Abstandsmessung beeinrtachtigt sind. Diese heben sich bei der Bestim-
mung von () gerade heraus. Die momentanen Messungen ergeben einen Wert
von Q) ~ 0.04. Diese enthalten jedoch nur den sichtbaren Teil der Materie. Es
gibt Hinweise, dass unser Universum auch dunkle Materie enthilt. Dies ergibt
sich aus Messungen der Geschwindigkeiten von Sternen in Galaxien. Diese sind
fiir Sterne fern vom galaktischen Zentrum wesentlich hoher als sie sein diirften,
wenn die Galaxis nur aus den sichtbaren Sternen bestiinde.

e Das Alter des Universums. Fiir das materiedominierte Universum mit k = 0 ist
das Alter des Universums mit dem Hubble-Parameter tiber

2

T:37H

verkniipft. Fiir das geschlossene Universum liegt der Wert dartiber, fiir das offe-
ne Universum darunter. Eine Abschitzung fiir das Mindestalter des Universums
ergdbe also auch eine Aussage tiber das zukiinftige Verhalten des Universums.
Leider sind die entsprechenden Messungen nicht geeignet, um solche Aussagen
zu treffen.

Neben diesen Messungen der verschiedenen individuellen kosmologischen Parameter
gibt es neuerdings auch Resultate, die auf der Vermessung der Anisotropien der kos-
mischen Hintergrundstrahlung beruhen. Diese ist zu einem hohen Grade isotrop und
rechtfertigt daher die Annahme eines isotropen und homogenen Universums. Den-
noch ist unser Universum auf kleineren Skalen nicht isotrop und diese Anisotropien
hinterlassen Spuren in der Hintergrundstrahlung, die ja durch dieses leicht anisotrope
Universum zu uns reist. Durch genaue Vermessung dieser Anisotropien in der Hinter-
grundstrahlung und durch die Berechnung der verschiedenen Effekte, die die Strah-
lung bei ihrer Propagation durch das anisotrope Universum beeinfluffien, kann man
unter Zugrundelegung eines bestimmten kosmologischen Modells die Parameter die-
ses Modells den Beobachtungen anpassen und damit ‘messen’. Die momentanen Werte,
die auf Messungen des Satelliten WMAP beruhen sind:

1. Das Universum ist 13.7 Milliarden Jahre alt.

2. Das Universum hat einen Durchmesser von mindestens 78 Milliarden Lichtjah-
ren.

3. Das Universum ist flach, k = 0.

4. Das Universum besteht aus 4% sichtbarer Materie, 23% dunkler Materie sowie
73% ‘dunkler Energie’.

5. Die Hubble-Konstante betrdgt 71 & 4km/s /Mpc.
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Die angesprochene dunkle Energie ist ein Phdnomen, das im Moment nicht erklart wer-
den kann. Eine Erkldrung ist, diese Form von Energie der kosmologischen Konstan-
ten zuzuschreiben. Andere postulieren eine neue Materieform namens , Quintessenz”.
Was von diesen Versuchen zu halten ist, ist unklar. Fest steht, dass die Messungen von
WMAP zu den genauesten gehort, die bisher durchgefiihrt wurden. Inwieweit die An-
passung an die Modellparameter Bestand hat, inwieweit diese durch gewisse Vorurteile
beeinflufdt sind, muss man noch sehen.
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10 Eigenschaften von Schwarzen Lochern

In diesem Kapitel sollen noch einmal die Schwarzen Locher behandelt werden. Wir
werden uns insbesondere ihre globalen Eigenschaften und ihre Kausalitédtsstruktur an-
schauen. Auflerdem werden verschiedene Sorten von Schwarzen Lochern diskutiert.

10.1 Die Kruskal-Raumzeit

Wir kommen noch einmal auf die Schwarzschild-Losung zuriick. In Kapitel E] hatten
wir gesehen, dass die Schwarzschild-Metrik die Form

2
ast= (1= ) e o
T ;. 2m
(%)
hat. Wie schon dort festgestellt wurde, ist diese Form der Metrik singuliir bei r = 2m
und bei r = 0. Die Metrik in dieser Form gilt also nur im Bereich r > 2m oder im Bereich

T < 2m, aber nicht in beiden gemeinsam, weil die Komponente g, bei r = 2m nicht
definiert ist.

dr? — 12 (de2 +sin20 dq>2) (10.1.1)

Wihrend bei r = 0 tatsdchlich eine echte physikalische Singularitiat vorliegt, handelt
es sich bei der ,Problemstelle” r = 2m jedoch um eine Koordinatensingularitit. Dies
hatten wir festgestellt, weil es moglich war, andere Koordinaten zu finden, so dass in
diesen neuen Koordinaten bei der entsprechenden Stelle keine Singularitidt mehr vor-
handen war.

Die entsprechenden Koordinaten sind die avancierten bzw. retardierten Eddington-Fin-
kelstein Koordinaten. Man erhilt die avancierten (4) bzw. retardierten (—) Koordina-
ten durch Einfiihrung der neuen Koordinate

w:ti<r+2mlog(ﬁ—1)), firr>2m

anstelle von t. In diesem neuen Koordinatensystem lautet die Metrik

ds? = (1 - 2:‘) dw? T 2dwdr — 12 (d92 +sin20 dq>2) .

Offensichtlich ist an der Stelle r = 2m nun keine Singularitdt mehr zu entdecken. Das
Koordinatensystem (w, 1,0, ¢), das urspriinglich nur fiir r > 2m definiert war, kann
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Abbildung 10.1: Die Raum-Zeit in avancierten Eddington-Finkelstein Koordinaten

man nun sogar fiir Werte r < 2m ausdehnen. Die Metrik behilt dabei ihre Form und
erfiillt natiirlich weiterhin die Einstein-Gleichungen. Wir haben somit den Giiltigkeits-
bereich der Schwarzschild-Metrik fortgesetzt. Diese Form der Metrik ist giiltig fiir alle
Werte r > 0. Kann man diesen Prozess fortsetzen? D.h. ist es moglich, eine weitere Ko-
ordinatentransformation zu finden, die uns vielleicht sogar weitere Gebiete erschliefst?
Gibt es ein Kriterium, welches uns sagt, ob bzw. wann dieser Prozess abgeschlossen ist?
Wir werde versuchen, in diesem Kapitel Antworten auf diese Fragen zu finden.

Wir setzen im Folgenden w = u fiir die retardierten und w = v fiir die avancierten
Eddington-Finkelstein Koordinaten. In Abb. die wir hier noch einmal zeigen, ist
die Raum-Zeit in avancierten Eddington-Finkelstein Koordinaten gezeigt. Das Wesent-
liche an diesem Diagramm ist die Tatsache, dass die lichtartigen radial einlaufenden
Geoditen als Geraden dargestellt sind. Dies folgt aus der einfachen Uberlegung, dass
radiale Kurven einen Tangentialvektor u® mit der Darstellung

u = aod, + bo,

besitzen miissen. Lichtartige Kurven haben einen lichtartigen Tangentialvektor, es gilt
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A T=u+r ,_oy

Abbildung 10.2: Die Raum-Zeit in retardierten Eddington-Finkelstein Koordinaten

also

2
0=goputul =da? <1 - :1> —2ab,

1 2m

i ) Der Fall a = 0 fiihrt auf die einlaufenden Geodaten

alsoa = 0oderb = a
mit

u®~ o
Fiir diese Klasse von Kurven bleibt v konstant. Dies sind die Geraden in Abb. Die
zweite Klasse von Geodéten besitzt einen Tangentialvektor

1 2m
ua~63+2<1—r> af}

Dieser ist in der Abb. ebenfalls angegeben. Dabei ist festzustellen, dass der Tan-
gentialvektor im Bereich r > 2m nach auflen zeigt, wihrend er innerhalb von r = 2m
ebenfalls nach innen zeigt.

Das entsprechende Diagramm fiir retardierte Eddington-Finkelstein Koordinaten ist
in Abb. gezeigt. Hier sind es die radial auslaufenden Geodéten, die als Geraden
dargestellt sind. Wir stellen fest, dass bei Einfithrung der neuen Koordinate W = ubzw.
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w = v die eine oder andere Klasse von Geoditen eine einfache Beschreibung durch die
Koordinaten zulafst.

Wir bestimmen die Gleichung der radialen Geodéten in retardierten Eddington-Finkelstein
Koordinaten. Es ergibt sich

d [. 2m |

4 [u <1 _am ) —I—r] o, (10.12)
. m
i=—- u?. (10.1.3)

Wir haben aufierdem noch die Bedingung, dass der Tangentialvektor 119,, + 9. lichtar-
tig sein muss, und diese lautet

u? (1 —2:?1) + 27 =0.

Die erste Klasse von Geodaten ist durch 1t = 0 gegeben und fiir diese folgt aus (10.1.2)
# = 0, also 7(A) = aA + b. Zukunftsgerichtete Kurven dieser Klasse mit Anfangspunkt
(wo, mo) sind auslaufend, also # > 0 und wir erhalten (mit willkiirlicher Wahl a = 1)

T(A) =70+ A, u(A) = uo.
Die zweite Klasse von Geoditen erfiillt die Gleichung
27

2m’
-

w=—

die sich leicht integrieren 1af3t zu

u(r)—up=-2 (r—r0+2mlog<r_2m>) .

To—2m

Dies liefert uns also u in Abhédngigkeit von r. Andererseits ist aber mithilfe von (10.1.2)
auch hier # = 0. Hier sind zukunftsgerichtete Kurven (fiir r > 2m) einlaufend, also + < 0
und wir bekommen die Darstellung

T(A) =719 —A, u(A) =2 ()\—Zmlog (m—Zm—A)) .

To—2m

Verfolgen wir die beiden Klassen von Geoditen in Abhédngigkeit von ihrem Parameter.
Fiir die auslaufenden Geodéten ergeben sich keine Probleme. Sie kommen von v = 0
her, welches sie bei einem endlichen Parameterwert A = —r ‘verlassen’ und laufen mit
wachsendem Parameter ins Unendliche, welches sie fiir A — oo auch erreichen.

Bei den einlaufenden Geodaten hingegen stofien wir auf Probleme. Wir sehen, dass fiir
A =10—2m, also bei r = 2m die Darstellung dieser Kurven nicht mehr definiert ist, weil
dort der Logarithmus divergiert. Es gilt also v — oo, obwohl A einen endlichen Wert er-
reicht und obwohl die Metrik dort nicht singular ist. Dies deutet auf eine schlechte Wahl
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der Koordinaten hin. Hiatten wir die Geodéten in avancierten Eddington-Finkelstein
Koordinaten betrachtet, dann hétten wir dhnliche Ergebnisse gefunden. Eine Sorte der
Geodaiten ist gutartig, die andere erreicht unendliche Koordinatenwerte bei endlichem
affinem Parameter. Wie konnen wir beide Klassen von Geoditen ‘bezdhmen’?

Es liegt nahe, nicht nur entweder avancierte oder retardierte Koordinaten einzufiihren,
sondern beide. Wir machen also die Koordinatentransformation fiir r > 2m

u:t—<r—|—2mlog(ﬁ—1)>
v:t+<r+2m10g(ﬁ—1)>.

Die Umkehrung dieser Transformation, die t und r in Abhédngigkeit von u und v gibt,
1463t sich nicht vollstandig explizit hinschreiben. Vielmehr gilt

(v+u) =t,

s(v—u) =1+ 2mlog( ).

.
— —1
2m

N

Die zweite Relation kann leider nicht explizit nach r aufgelost werden. Trotzdem kon-
nen wir r = r(u, v) als Funktion von u und v betrachten.

Mit dieser Transformation wird die Metrik

as?=(1- 2™ dudv—r(u,v)z(dez—i—sinzedd)Z).
r(u,v)

Ubung 10.1: Diskutieren Sie das Verhalten von radialen Lichtstrahlen in diesem Koordina-
tensystem. Wie verlaufen die Geodéten in einem (T, R)-Diagramm, wo T = %(u +v)und R =
%(v —u) gilt? Wie sieht die Parametrisierung (u(A), v(A)) aus?
Die einzige Koordinatentransformation, die diese Form der Metrik invariant lassen,
sind

u=u(U), v =v(V).

Unter dieser Transformation dndert sich der (u,v)-Teil der Metrik zu

2m 2m du dv
(] _T(u,V)> dudv= (1 ‘r(u,w> auav 44y

Es dndert sich also nur der Vorfaktor. Man kann diese Freiheit in der Wahl der Null-
Koordinaten benutzen, um den Vorfaktor in eine geeignete Form zu bringen. Kruskal
wihlte als neue Null-Koordinaten die Funktionen

U=—en & u=—4mlog(—U)
V=emm & v= 4mlog(V).
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Mit diesen Funktionen gilt

dau=—ud* vy
4m 4m

so dass wir nach etwas Rechnung die Metrik in der Form

ds? = 16m? (21“) e /2m qudv — 12 (ole2 +sin20 dq>2) (10.1.4)

erhalten. Mit einer letzten Koordinatentransformation
u=r1-X, V=T+X
bringen wir die Metrik schlieSlich auf die Form

ds? = 16m? (ﬁ“) e /2m (dT2 - dXZ) 2 (cle2 +sin20 dq>2) . (10.1.5)

Die Beziehung zwischen den urspriinglichen Koordinaten (t,r) und den neuen Koor-
dinaten (T, X) ergibt sich aus den Gleichungen

2_y2_ /om0
T2_X2— e <2m 1), (10.1.6)
T/X = tanh(-——). (10.1.7)
4m

Wahrend man diese Relationen nach t auflosen kann, ist dies fiir r nicht moglich. Dieses
ist immer noch als implizite Funktion von T und X zu sehen, definiert durch die erste
dieser Gleichungen.

Offensichtlich ist diese Form der Metrik ebenfalls regular fiir alle Werte von T und X,
tir die r > 0 gilt. Betrachten wir nun die radialen Lichtstrahlen, dann stellen wir schnell
fest, dass diese durch U = const oder V = const charakterisiert sind. In einem (T, X)-
Diagramm (siehe Abb. laufen sie daher auf Geraden mit Steigung +1bzw. —1, also
unter 45°. Die Linien t = const werden ebenfalls durch Geraden dargestellt, jedoch mit
der Steigung tanh(z-), was betragsméBig immer kleiner als 1 ist. Diese Geraden laufen
alle durch den Ursprung T = 0 = X. Die Kurven auf denen r konstant ist, sind Hyper-
beln mit jeweils zwei Asten und zwar zeitartige Hyperbeln fiir r > 2m und raumartige
Hyperbeln fiir r < 2m. Die Kurve r = 0 besteht demnach aus den Punkten mit

T?-X*=1,

also zwei Hyperbeldsten, zwischen denen sich die Raumzeit befindet. Die Punkte auf
der Hyperbel selbst gehoren nicht mehr Raumzeit, denn die Metrik ist dort nicht mehr
definiert. Wir bekommen also zwei singuldre Gebiete, die r = 0 entsprechen.

Dies ist ein allgemeines Phianomen. Fiir jeden Wert von r gibt es nicht nur eine Hyper-
flache mit konstantem r, sondern zwei. Es ist als ob sich die urspriingliche Raumzeit
verdoppelt hitte.
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Abbildung 10.3: Die Kruskal-Raumzeit

Das Raum-Zeit Diagramm der Kruskal-Raumzeit besteht aus vier Gebieten, die durch
die Geraden U = 0 bzw. V = 0 voneinander getrennt sind. Die urspriingliche Koor-
dinatentransformation war beschrankt auf den Bereich r > 2m, das entspricht U < 0
und V > 0. Dies ist genau der Bereich I. Es ist genau dieser Bereich, den uns die ur-
spriinglichen Koordinaten zu sehen gestatten. Dieses Koordinatensystem entartet an
den Grenzen, wo r = 2m wird.

Das Gebiet II enthélt eine der beiden singuldren Hyperbeln r = 0. Es ist leicht einzu-
sehen, dass jede zeit- oder lichtartige Kurve, die aus I oder III kommend in II eintritt,
dieses Gebiet nicht mehr verlassen kann. Diese Kurve wird unweigerlich in der Singu-
laritdt landen. Es handelt sich also um eine zukiinftige Singularitat. Da sie raumartig ist,
kann sie von den darauf zufallenden Beobachtern nicht bemerkt werden. Sie erkennen
sie erst in dem Moment, wenn sie auf sie treffen. Dieses Gebiet ist hinter dem Horizont
bei r = 2m versteckt. Es handelt sich um ein schwarzes Loch.

Gebiet III enthélt ebenfalls eine Singularitat mit r = 0. Im Gegensatz zu II ist diese
Singularitdt in der Vergangenheit. Das bedeutet, dass jede zeit- oder lichtartige Kurve
die aus IIT in I oder IV iibergeht, aus der Singularitdt bei r = 0 gekommen sein muss.
Es handelt sich daher um ein weiBes Loch.

Gebiet IV schliefilich ist in Analogie zu I zu sehen. Es ist ein Gebiet, in dem der Radius
unbegrenzt wachsen kann. Es handelt sich in den beiden Féllen um eine asymptoti-
sche Region.
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Minimalflache

10.2 Die Einstein-Rosen Brucke

Das Kruskal-Diagramm Abb. sieht einfach aus. Wir diirfen aber nicht vergessen,
dass jeder Punkt (T, X) in diesem Bild eine ganze Kugeloberflache S2 reprasentiert, die
einen Radius r besitzt, der durch Gleichung bestimmt ist. Nur die Punkte auf
der Singularitdt r = 0 sind einzelne Punkte, keine Kugeloberfldchen.

Dies hat zur Folge, dass die Struktur der Kruskal-Raumzeit doch etwas komplizierter
ist, als es zuerst den Anschein hat. Betrachten wir zuerst die Hyperfliche t = 0. Dies
ist im Kruskal-Diagramm die Hyperfldche T = 0. Die Metrik dieser Fliche bekommt
man, indem man in der Kruskal-Metrik dT = 0 setzt und dann das Vorzeichen
andert, also

2
h = 16m? <:1> e /2M dX? 412 (dG2 +sin’ 0 dd)z) )

Was als erstes auffillt, ist das Verhalten von r wenn X zwischen co und —oo variiert.
Fiir grofie X ist auch r grofs und schrumpft mit abnehmendem X. Fiir X = 0 ist aber
r = 2m # 0. Fiir weiter abnehmende X wéchst r wieder an. Wir finden also eine Mini-
malflache, eine Fliche minimalen Flacheninhalts.

Um die Struktur dieser Hyperflache, die ja ein drei-dimensionaler kugelsymmetrischer
Raum ist, noch etwas genauer zu sehen, beschrianken wir uns auf die Aquatorebene,
setzen also 6 = 7t/2. Diese Ebene besitzt die Metrik

16m? (ﬁ“) e /2m dx2 4 r2d ¢,

Aus allen Kugeloberflachen r = const, insbesondere aus der Minimalfldche ist jetzt
ein Kreis mit Radius r geworden. Diese Kreise stecken alle ineinander wie in der eukli-
dischen Ebene, sie folgen aber aufgrund des Vorfaktors vor dX? unterschiedlich ‘dicht’
aufeinander. Um zu sehen, welche Geometrie sich in dieser Aufeinanderfolge von Krei-
sen verbirgt, ziehen wir sie auseinander wie einen japanischen Lampion. Mathematisch
gesprochen, versuchen wir eine axialsymmetrische Einbettung der Aquatorialebene in
den drei-dimensionalen euklidischen Raum zu finden.

Die Metrik des drei-dimensionalen euklidischen Raums lautet in Zylinderkoordina-
ten

dp? 4 dz? + p2do2.

Eine axialsymmetrische Flache wird beschrieben durch eine Funktion p = h(z), die zu
jeder Hohe z den Abstand von der Rotationsachse zur Flache angibt. Damit berechnet
man die Metrik dieser Flache zu

(1+h/(2)%) dz? + h(z)? do?.
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Die Bedingung, dass diese Metrik mit der Metrik der Aquatorialebene {ibereinstimmt,
dass also

(1+h(2)?)dz? + h(z)?dp? = 16m? <2:‘> e /2™ dX? + r2ddp?

gilt, liefert uns zunichst die Gleichung
h(z) =.

Wir versuchen nun z als Funktion von r zu bestimmen. Der Vergleich der anderen Ko-
effizienten liefert

1(0\2 dz 2_ 2 2Zm —r/2m dX 2

Wir setzen fiir die weiteren Uberlegungen 2m = 1 (bzw. wir messen r und z in Einheiten
von 2m) und bekommen dann mithilfe von (10.1.6) die Gleichung

dz L 14+ T2e
dr r—(1+T2e )’

welche sich fiir T = 0 explizit 16sen 14f3t. Man bekommt p = 7(z) mit

22
r(z) =1+ T
Diese Gleichung beschreibt eine Rotationsfldche, die durch Rotation einer Parabel um
die z-Achse entsteht, siche Abb. Dieses Bild zeigt die Einstein-Rosen-Briicke,
die manchmal auch als das Schwarzschild-Wurmloch bezeichnet wird. Wir sehen zwei
asymptotisch flache Gebiete, die durch die Briicke miteinander verbunden sind. Das
untere Gebiet entspricht dem Teil der T = 0 Hyperflache, der im Gebiet I des Kruskal-
Diagramms liegt, wahrend der obere Teil dem Gebiet IV entspricht. Wenn wir uns also
auf dem Kruskal-Diagramm auf der Linie T = 0 von positiven zu negativen X-Werten
bewegen, dann bewegen wir uns in dem Einbettungsdiagramm von unten nach oben.
Der Radius der durchquerten Kugelflichen wird dabei immer kleiner, erreicht bei X = 0
sein Minimum r = 2m und wéchst dann wieder an.

Betrachten wir die entsprechenden Rotationsfiguren fiir T # 0, so bekommen wir die
folgenden Diagramme.

Wir sehen also das folgende Bild. Die Kruskal-Raumzeit beschreibt zwei asymptotisch
flache Universen beschrieben durch X < 0 und X > 0, die anfdnglich voneinander
getrennt sind und jedes eine Singularitdt bei r = 0 besitzt. Im Verlauf der Zeit T ‘ndhern’
sich die beiden Singularititen aneinander an, und vereinigen sich schliefilich bei T =
—1. In diesem Moment entsteht eine Verbindung zwischen den beiden Universen, die
immer grofler wird und bei T = 0 schlieSlich ein Maximum erreicht. Danach schlief3t
sich diese Verbindung wieder und die Singularitdten trennen sich voneinander.

161

Einstein-Rosen-
Briicke

]Wurmloch




Abbildung 10.4: Einbettungsdiagramm der Aquatorialebene fiir T = 0

Kann man durch diese Verbindung reisen? Zur Beantwortung dieser Frage betrachten
wir noch einmal das Kruskal-Diagramm in Abb. und beachten, dass in diesem
Diagramm die Lichtstrahlen auf Geraden mit Steigung +45° laufen. ‘Reisen” bedeutet
wie immer, sich auf einer zeitartigen Kurve zu bewegen, deren Steigung folglich immer
zwischen —45° und +45° liegen muss. Unter diesen Vorgaben ist es leicht einzusehen,
dass es unmoglich ist, eine zeitartige Kurve zu finden, die vom Gebiet I ins Gebiet IV
tiihrt. Es ist also nicht moglich, von einem Universum ins andere durch die Einstein-
Rosen-Briicke zu gelangen. Die Verbindung 6ffnet und schliefst sich so schnell, dass es
kein Beobachter schafft, rechtzeitig hindurch zu kommen.

Man kann sich nun fragen, ob es moglich ist, Losungen der Einstein-Gleichungen zu
finden, in denen es ein dhnliches Wurmloch gibt, welches aber so lange offen bleibt,
dass man tatsdchlich hindurchreisen kann? Diese Frage ist schwierig zu beantworten,
wenn man nur physikalisch sinnvolle Lésungen betrachten will. Es ist einfach, eine Me-
trik hinzuschreiben, die solche Eigenschaften hat. Wenn man nun jedoch den Einstein-
Tensor dieser Metrik berechnet und daraus via Einstein-Gleichungen den Energie-Im-
puls-Tensor bestimmt, der diese Metrik erzeugt, dann findet man, dass dieser nicht
physikalisch sinnvoll ist. Dies duflert sich z.B. darin, dass man negative Energiedichte
und Driicke findet. Es handelt sich also um Material, das man zumindest bis heute nicht
so ohne weiteres im Labor herstellen kann. Trotz dieser eher ins Science-Fiction Genre
abgleitenden Bemerkung sei hier die einfachste Metrik angegeben, die ein statisches
Wurmloch beschreibt:

g = dt? — dx? — (x% + a?)(d8? + sin? 0dd?)
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Ubung 10.2: Bestimmen Sie den Energie-Impuls-Tensor, der diese Metrik erzeugt. Diskutieren
Sie den Verlauf von radialen Lichtstrahlen in dieser Metrik. Wie sieht das Einbettungsdiagramm
der Aquatorialebene einer t = const Hyperflache aus?

10.3 Die Kerr-Losung

Zum Abschluf$ des Kapitels tiber Schwarze Locher kommen wir nun zu einer exakten
Losung der Einstein-Gleichungen, die wie keine andere Einfluf$ auf die Entwicklung
der Gravitationsphysik genommen hat. Die Kerr-Lésung ist eine Vakuum-Losung, die
die Schwarzschild-Losung verallgemeinert. Sie beschreibt das Gravitationsfeld einer
sbestimmten Konfiguration einer rotierenden Masse, so wie die Schwarzschild-Losung
eine sphérisch symmetrische Massenverteilung beschreibt.

Im Gegensatz zur Schwarzschild-Losung gibt es jedoch keine reguldre innere Losung
mit idealer Fliissigkeit, die an die Kerr-Losung angeschlossen werden konnte. In die-
sem Sinne kann man nicht sagen, dass diese Losung von einer Materieverteilung er-
zeugt wiirde. Die wahre Bedeutung der Kerr-Losung liegt darin, dass sie den Endzu-
stand eines Schwarzen Lochs charakterisiert, das durch den Gravitationskollaps einer
rotierenden Masse z.B. eines Neutronensterns entstanden. Nach einer gewissen Zeit
wird dieses Schwarze Loch alle ,,UnregelméfSigkeiten”, die von dem kollabierten Kor-
per herriihren in Form von Strahlung und anderen Prozessen ‘abgeschiittelt’ haben und
zur Ruhe kommen. Es wird sich also einem stationdren Gleichgewichtszustand anna-
hern. Dieser wird durch die Kerr-Losung beschrieben. Dieses Szenario ist zwar nicht
liickenlos bewiesen, viele Untersuchungen deuten jedoch sehr stark darauf hin.

In diesem Kapitel werden wir diese Losung etwas genauer untersuchen und einige ih-
rer Eigenschaften erldutern. Der Weg von den Einstein-Gleichungen zur Kerr-Losung
ist nicht gerade einfach. Wir werden uns daher darauf beschréanken, die Metrik anzu-
geben, ohne die Gleichungen explizit zu l6sen. Als Einstieg wollen wir uns aber einen
“Trick” anschauen, der aus der Schwarzschild-Losung die Kerr-Losung generiert.

10.3.1 Null-Tetraden

Dieser Trick beruht auf der Verwendung von Null-Tetraden. Dies ist eine spezielle Basis
im Tangentialraum eines Punktes P € M, die wie folgt konstruiert werden kann. Wir
beginnen mit einer beliebigen Orthonormalbasis

(eo, e1,€2,€3),
also vier Einheitsvektoren mit Skalarprodukt

gij = g(ey, e;) =ny = diag(+1,—1,—-1,-1).
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Null-Tetrade

Nun definieren wir zwei lichtartige Vektoren

1—L(e +eq) n—L(e —eq)
A 0 1), o 0 1
Die iibrigen beiden raumartigen Vektoren kombinieren wir ebenfalls zu lichtartigen
Vektoren. Dies kann man mit reellen Koeffizienten nicht erreichen,

Ubung 10.3: Warum nicht?

daher bilden wir formale komplexe Linearkombinationen

1 ) _ .
m=—(ez+ties), m=—(ey—ies).
ﬂ( 2 3) 2( 2 3)
Nun ist tatsdachlich
g(m)m) = 0> g(ﬁ)ﬁ) = O) g(ﬁ,m) = _]

Insgesamt ist die Matrix der Skalarprodukte der Basis (1,n, m,m)

Eine andere Schreibweise des gleichen Sachverhalts bekommen wir mit der Index-
schreibweise
Ll =nn*=mm®*=mm* =0, ln®=1=-mm% (10.3.1)

Eine solche Basis nennt man Null-Tetrade. Man kann mithilfe einer Null-Tetrade die
Metrik darstellen als

Jab = lanp + nglpy — MMy — MgMp. (10.3.2)

Ubung 10.4: Zeigen Sie die Giiltigkeit dieser Darstellung, indem sie die Skalarprodukte der
Basisvektoren berechnen. Warum reicht dieser Nachweis aus?

Ganz entsprechend 14f3t sich die inverse Metrik darstellen
g =1%N% 4+ N4 — mm® — mmP.

Wenn man also eine (Null)-Tetrade kennt, dann kennt man auch die Metrik. Wir wollen
uns dies hier zunutze machen und die Schwarzschild-Metrik in avancierten Eddington-
Finkelstein Koordinaten betrachten

ds? = (1 - 2:‘) dv? — 2dvdr — +2 (ole2 +sin%0 d¢2> .
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Es ist schnell einzusehen, dass folgende Vektoren eine Null-Tetrade bilden

1 i
-9, =— [0g+—=0g |,
1=0,, m \/Zr(e+sin6 ¢>

1 2m .
e (I T A
2 T Tl’l—\/ZT ae Sil’lea(b .

Der “Trick” beginnt damit, dass wir r erlauben komplexe Werte anzunehmen. Wir schrei-
ebn die Tetrade nun in der Form

m—L 0 +La
o ~ vz % sine %)
m m .
n:*avif ]777T ar, m — ] _71
2 ( T T‘) m \/ET <ae sinea¢> .

Als néchstes machen wir eine Koordinatentransformation
viov =v4iacosd, t—1'=r+iacos®, 0—0'=0, ¢— ' =0o.
Dann ist
0y =04, 0,=0y, 0p=0¢ —iasin® (0, +09,), 0¢ = dyr.

Wir setzen diese Transformation in die Ausdriicke fiir die Nulltetrade ein. Dies ergibt
Linearkombinationen der Vektoren 0,/, 9,,, 0gr und 94,y mit Koeffizienten in denen die
Koordinaten v’ und v’ stehen. Wir fordern nun, dass diese reell sein sollen und setzen
in den dann resultierenden Ausdriicken anstelle der gestrichenen Koordinaten wieder
die ungestrichenen ein. Dies ergibt schliefilich die neue Nulltetrade

1261‘»
1 2mr
n_av_2(1_r2—|—a2cosze> O,
1 i
m= —iasin® (0,4 0,)+ 0+ —=0 >
V2(r+iacos0) < (0:+8v) + 0 sing ¢

Dies ist wieder eine Basis mit der Eigenschaft, dass 1¢ und n* reell sind und dass m¢
und M komplex konjugiert zueinander sind. Dies ist genau die Eigenschaft, die eine
Nulltetrade besitzen muss. Wenn wir nun fordern, dass diese vier Vektoren eine solche
Nulltetrade bilden sollen, dann wird dadurch eine Metrik definiert. Diese ist genau
diejenige, beziiglich der die Vektoren die Skalarprodukte besitzen.

Wir kénnen nun die zu dieser Nulltetrade duale Basis des Kotangentialraums berech-
nen. Wir erhalten die vier 1-Formen

la = —dv—asin’0dd,

Ng = —%ocdv—i—dr—k asin?0 (1 — loc) do,

(r—iacos9)

V2

Mg = — (do+isin0ddg).
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Dabei ist
2mr

- 124 aZcos?’
Mit dieser dualen Basis kann man nun schliefdlich gemafs (10.3.2) die Metrik berechnen.

Um verschiedene Koordinatensysteme unterscheiden zu konnen, benutzen wir ab jetzt
GrofSbuchstaben fiir die Kerr-Eddington Koordinaten

2mR 2mR
g= <1 — ;‘) dVv2 — 2dVdR + %(ZasinZG)dVdd) + 2asin2 ©dRAD — £dO2
2mR
- ((R2 + a?)sin?© + %az sin @) do?,
(10.3.3)

mit der Definition von £ = R? + a?cos? ©. Diese Metrik ist eine Losung der Einstein-
Gleichungen. Dies zu verifizieren ist fiir sich genommen schon eine sehr langwieri-
ge Aufgabe. Es handelt sich dabei um die Kerr-Metrik in einem Koordinatensystem,
welches den avancierten Eddington-Finkelstein Koordinaten dhnelt (man beachte das

Fehlen von dR? und den Term —2dVdR). Man nennt dieses Koordinatensystem Kerr-

Kerr-Eddington Ko-| gqgington Koordinaten.

ordinaten

Es ist offensichtlich, dass sich fiir a = 0 die Schwarzschild-Metrik ergeben muss, weil
dann die Koordinatentransformation, die oben durchgefiihrt wurde, die identische Trans-
formation ist. Dies 1df3t sich auch explizit nachpriifen. Gewissermafien bekommt man
die Kerr-Metrik, indem man die Schwarzschild-Metrik komplexifiziert, und dann eine
Transformation ins Komplexe vornimmt. Die Kerr-Metrik ist also mit der Schwarzschild-
Metrik durch eine komplexe Tarnsformation verbunden. Die tiefere Bedeutung dieser
Verwandschaft ist noch nicht verstanden. Es gibt zwar ganz neue Untersuchungen von
E.T.Newman zu diesem Themaﬂ jedoch ist der letzte Durchbruch noch nicht gelun-
gen.

10.3.2 Die Kerr-Metrik in Boyer-Lindquist Koordinaten

Die Kerr-Metrik enthélt zwei Parameter, die Gesamtmasse m und den Drehimpuls
] = ma, wobei a den spezifischen Drehimpuls darstellt. Die Kerr-Metrik kann in ver-
schiedenen Koordinatensystemen aufgeschrieben werden. Je nach Wahl der Koordina-
ten werden unterschiedliche Bereiche der gesamten Kerr-Raumzeit tiberdeckt und ver-

Spin-Formalismus ‘ schiedene Aspekte verdeutlicht. Die Kerr-Metrik wurde mit dem Spin-Formalismus

von Newman und Penrose gefunden, einem Formalismus, den wir hier nicht weiter
erldutern wollen. Dies hatte jedoch zur Folge, dass sie zuerst in einem Koordinaten-
system dargestellt wurde, in dem eine Interpretation dieser Geometrie sehr schwierig,

Boyer-Lindquist-

Koordinaten wenn nicht sogar unmoglich war. Erst nachdem die Boyer-Lindquist-Koordinaten ge-

1Kozameh, Newman und Silva-Ortigoza, gr-qc/0506046
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funden wurden, konnte man die Ahnlichkeit mit der Schwarzschild-Metrik erkennen
und auch die physikalischen Eigenschaften der Metrik genauer untersuchen.

In diesen Koordinaten lautet die Metrik

2
g=dt?— ? (dt — asin?@ dc[)) _5 <Ldr2 + dez) — (1 +a?)sin?0dd2 (10.3.4)

Dabei sind die Funktionen A und X~ durch

A =1%—2mr+ad? (10.3.5)
Y =12+ a%cos?0 (10.3.6)

gegeben. Eine etwas andere Form dieser Metrik bekommt man, wenn man die Terme
umstellt
A L2 2 1.2 2 1.2 2, 2 2
9=+ (dt asin Gdc[)) > (Adr +do 5 sin 0 ((r + a‘)do adt) .
(10.3.7)

Diese Metrik sieht sehr kompliziert aus. Es ist jedoch in beiden Fallen sehr leicht zu
sehen, dass man fiir a = 0 genau die Schwarzschild-Metrik zurtick bekommt.

Die Transformation, die zwischen Kerr-Eddington-Koordinaten (V, R, ®, ®) und Boyer-
Lindquist-Koordinaten (t, 1,0, ¢) vermittelt, ist definiert durch

dV:dt+A+T2der, d@:d¢+%dr, dR = dr, de = de.

I"Jbung 10.5: Bestimmen Sie die Beziehung zwischen den Koordinaten, die aus dieser Relation
zwischen den Differentialen folgt.

Wir sehen, dass die Metrik offensichtlich fiir ¥ = 0 singuldr wird. Diese Singularitit
entspricht fiir a — 0 der Schwarzschild-Singularitit bei r = 0. Es scheint etwas eigen-
artig zu sein, dass

Y =0 & r=0 und e:%

und nicht fiir r = 0 und weitere Werte von 0. Dies hat damit zu tun, dass die Koordinate
T nicht genau das ist, was sie vorgibt zu sein. Insbesondere ist r = 0 nicht ein einzelner
Punkt, sondern eine ganze Fliche. Wir werden spiter noch sehen, wie dies zustande
kommt.

Eine weitere Singularitdt der Kerr-Metrik ist durch A = 0 gegeben. Offensichtlich muf3
es sich dabei um ein Analogon zum Schwarzschild-Horizont bei r = 2m handeln, denn
flira =0ist X/A =0 < r = 2m.Jedoch ist es auch hier anders als bei Schwarzschild.
Die Funktion A = 12 — 2mr + a? besitzt zwei Nullstellen

r=1L=m%vmZ—a?
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jedoch nur wenn a? < m?ist. Es handelt sich bei diesen Singularitdten der Metrik
offensichtlich um Koordinatensingularititen, denn die Kerr-Metrik in Kerr-Eddington
Koordinaten ist bei R = r = r+ vollkommen reguldr. Wir werden im Folgenden nur
den Fall a? < m? betrachten. Der Fall a = 4+m (extreme Kerr-Losung) sowie der Fall
a? > m? sind Sonderfille, die eine weniger gute physikalische Interpretation besit-

zen.

10.3.3 Kerr-Schild Koordinaten

Das Koordinaten-System, in dem Kerr die Losung entdeckte, fillt in die Klasse von
Kerr-Schild Koordinaten, die sich gut eignen um sogenannte algebraisch spezielle L6-
sungen der Einstein-Gleichungen zu beschreiben. Wir erhalten diese Koordinaten, in-
dem wir die Koordinatentransformation

x+iy = (R— ia)e'?sin©,
z =RcosO, (10.3.8)
T=V-—-R

Mit dieser Transformation ergibt sich die Metrik in Kerr-Schild-Form

g =dt?—dx? —dy?—dz?

~ 2mR?®  /R(xdx+ydy) + a(xdy —ydx) N zdz ©dr 2 (10.3.9)
R4 =+ a2Z2 R2 + aZ R .

Dabei ist R wieder als Funktion von x, y und z zu betrachten, die durch die Gleichung
RY*— (x> +y?+ 22— a?)R?—a’2? =0

definiert ist. Das wesentliche an dieser Form der Metrik ist die Tatsache, dass die fla-
che Minkowski-Metrik als eine Art Hintergrund wirkt. Man kann dies benutzen, um
das Verhalten der anderen Koordinatensysteme zu untersuchen, indem man beispiels-
weise die Flaichen R = const, ® = const usw. als Flachen in dem (zwar kiinstlichen)
euklidischen Raum untersucht, der durch die ‘kartesischen Koordinaten’ (x,y, z) defi-
niert wird.

Betrachten wir beispielsweise die Fliche R = 0, dann bekommen wir mit (10.3.8)
X = asin® sin @, Yy = asin® cos O, z=0,

wobei 0 < @ < 2mrund 0 < © < 7. Diese Relationen beschreiben eine Scheibe mit
Radius a, © = 0 entspricht dem Zentrum der Scheibe, © = 71/2 ihrem Rand. Die Scheibe
wird durch diese Beziehung zweimal tiberlagert, zu jedem Punkt auf der Scheibe gibt
es zwei ©-Werte.
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Die Flachen mit konstantem R # 0 sind konfokale Ellipsoide, die rotationssymmetrisch
um die z-Achse sind. Dies findet man schnell heraus, indem man die definierende Glei-
chung fiir R umschreibt in

2yt 22

Rt a2 R
Die Brennpunkte dieser Ellipsoide liegen auf einem Kreis mit Radius a. Fiir grofse Wer-
te von R werden die Flachen immer kugelformiger, so dass im Grenzfall R mit dem
tiblichen euklidischen Abstand zusammenfallt.

1.

Die Flachen konstanten @'’s lassen sich ebenfalls als Kegelschnitte darstellen. Elimina-
tion von R aus der Koordinatentransformation (10.3.8) liefert

X2+y2 ZZ

— =1.
a2sin?® a?cos?®

Es handelt sich also um Hyperboloide, rotationssymmetrisch um die z-Achse, die asym-
ptotisch zu dem Kegel sind, der durch die Gleichung

x2+y2 =z’ tan’©

beschrieben wird. Diese Flachen sind in Abb. etwas veranschaulicht. Es ist offen-
sichtlich, dass die Metrik (10.3.9) die Form

Jab = Nab — hlalp

besitzt. Es zeigt sich, dass fiir den Kovektor 1, die Gleichung Napl®lP = 0 gilt. Damit
gilt auch gabl®P = 141° = 0. Es handelt sich also um einen lichtartigen Vektor. Im Fall

der Kerr-Metrik ist

2 3
ho 2mR%
R4 + a2z2

und R -
x—l—ade_I_ Yy —ax

RZ + aZ RZ + (12
Der Grenzfall a = 0 zeigt, dass auch die Schwarzschild-Metrik in der Kerr-Schild-Form
geschrieben werden kann, mit

lg =dTt+

dy + %dz.

2m X y z
h=— dt+ = = =
R T+Rdx+Rdy+Rdz

10.3.4 Grundlegende Eigenschaften der Kerr-Metrik

Kontinuierliche Symmetrien Sowohl in der Kerr-Eddington-Form als auch in der
Boyer-Lindquist-Form scheint die Kerr-Metrik nicht von der Zeit und vom Azimuth-
Winkel abzuhédngen. Die Metrik-Komponenten sind nur Funktionen von r = R und
0 = ©. Die Transformationen

T—T+a bzw. t—t+«,
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Killing-Vektor
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Abbildung 10.5: Die Schnitte der Flichen R = const und © = const mit der y-Ebene.

die Zeittranslationen entsprechen, lassen die Metrik invariant, es sind dies also Sym-
metrie-Transformationen. Betrachten wir nur die Boyer-Lindquist-Form, dann ist t —
t + « fiir beliebiges « € R eine endliche Symmetrie-Transformation. Betrachten wir
einen beliebigen Punkt P auf der Kerr-Mannigfaltigkeit, der die Koordinaten (t, 1,0, ¢)
besitzt, dann ist durch « — t + « eine Kurve durch P definiert. Deren Tangentialvektor
T%bei P ist durch die Ableitung nach x gegeben

app & _
T [P] - d(X(t—f—cx’T’e‘d)) ‘OCZO_(

1,0,0,0)

gegeben. Auf diese Weise erhalten wir an jedem Punkt P einen Tangentialvektor T[P],
mithin also ein Vektorfeld. Dieses Vektorfeld, welches man durch Differentiation einer
Symmetrie-Transformation bekommt, nennt man auch infinitesimale Symmetrie-Trans-

| formation oder auch Killing-Vektor.

Auf analoge Weise bekommen wir einen zweiten Killing-Vektor @, der infinitesimalen
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Transformation in der ¢-Richtung entspricht

d
(Da[P] = a(t)r> e) (b + (X) ‘“:0: (O) O) O) ] )
Die Kerr-Metrik ist demnach invariant unter Zeittranslationen und Rotationen um den
Winkel ¢. Sie ist stationér und axial-symmetrisch. In den Boyer-Lindquist Koordina-
ten haben die Killing-Vektoren die einfache Darstellung

Ta:at, q)a:a(b.

Wir konnen nun das Skalarprodukt dieser Vektoren berechnen

2 2
T, T = g(0¢,0¢) = 1 — Tm (;) , (10.3.10)

a__ o 2 .2 2 .2 Zmrsinze
O, D g(04,9¢) T°8in“0 — a“sin” 0 (1 +T2—|—azsin29> (10.3.11)
Fiir a = 0 bekommen wir die Werte fiir die Schwarzschild-Metrik. Es zeigt sich, dass in
diesem Fall der Betrag der infinitesimalen Zeittranslationen fiir grofSe r positive ist, so
wie man es auch im Minkowski-Raum hat. Translationen in der Zeit sollten entlang zeit-
artigen Richtungen geschehen. Jedoch wird der Killing-Vektor T in der Schwarzschild-
Metrik wie auch in der Kerr-Metrik raumartig fiir kleine r.

Rotationen um eine Achse sollten raumartig sein. In der Tat ist ® (®¢ < 0, sofern r > 0
bleibt. Aber muss das so sein? Wir hatten schon gesehen, dass r = 0 in der Kerr-Metrik
eine kompliziertere Struktur hat, als wir es gewohnt sind. Tatsachlich ist r = 0 (fiir eine
feste Zeit t) nicht ein einzelner Punkt wie in der Minkowski-Raumzeit, sondern eine
Scheibe, deren Rand der Kerr-Singularitdt entspricht. Nahert man sich der Scheibe von
einer Seite aus in der Nihe ihres Zentrums, so wird r klein und erreicht r = 0. Nun
kann man aber durch die Scheibe hindurch zu negativen Werten von r hindurch gehen.
Diese Situation ist dhnlich wie bei Riemannschen Fldchen, die durch geeignete Schnitte
in verschiedene Blatter geteilt werden. Man kann tiber diese Schnitte in andere Blatter
der Flachen gelangen. Hier kann man also ein Gebiet mit r < 0 erreichen, in dem dann
der Killing-Vektor der infinitesimalen Rotationen zeitartig wird.

Diese Uberlegungen zeigen, dass man in der Ndhe der Kerr-Singularitat mit Uberra-
schungen rechnen muss. Beispielsweise ist die Transformation ¢ — ¢ + « periodisch,
d.h., fiir ¢ = 27t erhélt man die Identitdtsabbildung zurtick. Die Kurven, die man fiir
variables & bekommt sind geschlossen. In dem Bereich, in dem der Killing-Vektor ©¢
zeitartig ist, gibt es daher geschlossene zeitartige Kurven.

Diskrete Symmetrien Die Boyer-Lindquist-Form der Kerr-Losung zeigt auch, dass

die Metrik unter der simultanen diskreten Inversion von Zeit und Winkel

t— —t, b — —0
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invariant ist, jedoch nicht unter den separaten Transformationen. Dies deutet darauf
hin, dass die Kerr-Losung einen stationdr rotierenden Korper beschreibt, denn in dieser
Situation entspricht eine Umkehrung des Drehsinns genau einer Zeitinversion.

Ebenso ist die Metrik unter
t— —t, a— —a, bzw. a+— —a, b——d

invariant. Dies bedeutet, dass a den Drehsinn der Bewegung beschreibt, denn Umkeh-
rung des Drehsinns muss durch Umkehrung von a kompensiert werden.

Schliefslich ist das Auftreten des Diagonalterms mit dtd¢ ebenfalls ein Hinweis auf die
Interpretation als Feld eines rotierenden Korpers, denn dieser Term tritt auf, wenn man
beispielsweise die flache Metrik in einem rotierenden Bezugssystem aufschreibt.

ﬁbung 10.6: Zeigen Sie, dass die Minkowski-Metrik in einem System, welches sich bzgl. eines
Inertialsystems um die z-Achse mit Winkelgeschwindigkeit a dreht, in Zylinderkoordinaten die

Form
ds? = (1 — a?r?)dt? — 2ar?d¢dt — (dr? + r2ddp? + dz?)

annimmt.

Die statische Grenzflache Die Boyer-Lindquist-Form der Kerr-Losung geht fiir grofie
r in die Minkowski-Metrik iiber. Das bedeutet, dass wir in diesem Grenzfall die Koor-
dinaten (t,, 0, ¢) als Koordinaten in einem Intertialsystem im Unendlichen betrachten
diirfen. Sie spezifizieren einen Beobachter im Unendlichen.

Wir betrachten nun einen zweiten Beobachter, der bzgl. des Inertialsystems im Unend-
lichen in Ruhe ist, das heifst, seine Ortskoordinaten (r, 0, ¢) dndern sich nicht. Die Vie-
rergeschwindigkeit u® eines solchen statischen Beobachters ist proportional zum Koordi-
natenvektor 0y, es gilt also

u® ~ 04.

Eine Vierergeschwindigkeit ist immer ein zeitartiger Vektor, es muss daher immer
wu® >0
gelten. Nun ist aber
gt = g(d,0¢) = A— a’sin?0 = r* — 2mr + a’ cos®
und dieser Ausdruck verschwindet fiir

r=S8. =m=£vVm?—a?cos?0. (10.3.12)

Wie ist dies zu interpretieren? Wenn g verschwindet, heifst das, dass 9+ lichtartig wird.
Da u® proportional zu 0 sein soll, folgt daraus, dass der Beobachter zwangsldufig
Lichtgeschwindigkeit erreicht. Man kann zeigen, dass die Weltlinie des Beobachters
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keine Geodiite ist, das heifdt ein solcher statischer Beobachter ist nicht frei fallend, son-
dern er muss dem Einflufs der Gravitation standhalten, indem er sich beschleunigt. Die
Situation ist wie in einem Strudel, wo man gegen die Stromung schwimmen muss, um
bzgl. dem Ufer in Ruhe zu sein. Je ndher man an den Wirbel kommt, umso schneller
muss man gegen die Stromung anschwimmen, d.h. die relative Geschwindigkeit zwi-
schen Schwimmer und Wasser erhoht sich. Dasselbe passiert in der Ndhe des Zentrums
in der Kerr-Raumzeit: je ndher der Beobachter dem Zentrum ist, umso starker muss
er beschleunigen, umso hoher wird seine Geschwindigkeit, bis sie schlieSlich Lichtge-
schwindigkeit erreicht. Ist dies der Fall, kann der Beobachter nicht mehr gegeniiber
dem Unendlichen in Ruhe bleiben. Aus diesem Grund nennt man die Flache r = S
auch die statische Grenzflache.

Diese Flache ist auch dadurch charakterisiert, dass Licht, welches von dieser Fliche
ausgesandt wird, im Unendlichen eine unendliche Rotverschiebung erfahrt. Dies ist ganz
in Analogie zur Schwarzschild-Metrik, wo dies am Horizont r = 2m geschieht. Offen-
sichtlichist S; — 2m, S_ — 0 fir a — 0. Im Unterschied zur Schwarzschild-Metrik ist
die statische Grenzflache jedoch kein Horizont, also keine lichtartige Flache, die als ei-
ne Einweg-Membran wirken wiirde. Es ist also durchaus moglich, dass Beobachter, die
diese Flache ins Innere tiberschreiten, wieder herauskommen konnen. Die Membran-
Eigenschaft des Schwarzschild-Horizonts wird von der Fliche A = 0 tibernommen,
die dadurch ausgezeichnet ist, dass die Boyer-Lindquist-Form der Metrik dort singuldr
wird. Dieser sogenannte Kerr-Horizont ist durch die Gleichung

r=1r=m=yvm2—a?

definiert.

ﬂbung 10.7: Zeigen Sie, dass die statische Grenzflache r = S (aufler fiir sin6 = 0) eine zeit-
artige Hyperflache in der Kerr-Geometrie ist, dass aber der Horizont r = r4 hingegen eine
lichtartige Hyperfldche ist.

Auch hier gilt wieder v, — 2m, v— — 0 fiir a — 0, so dass im Schwarzschild-Limes
der Schwarzschild-Horizont die charakterisierenden Eigenschaften der beiden Hyper-
flachen miteinander vereint.

Fiir a > 0 haben die statische Grenzflache und der Horizont nur zwei Punkte gemein-
sam, die Pole bei sin ® = 0. Ansonsten liegt die statische Grenzflache immer aufierhalb
des Horizonts. Die Region, die von den beiden eingeschlossen wird, nennt man die Er-
gosphére. Die Existenz dieser Region ermdoglicht interessante Phanomene, wie wir im
folgenden sehen werden. Die beiden Horizonte sowie die innere und dussere statische

Grenzflache sind in Abb.[10.6 veranschaulicht.

10.3.5 Der Penrose-Prozess

Die charakteristische Eigenschaft der Ergosphére ist die Tatsache, dass in ihrem Inneren
die Metrik-Funktion gy = Tq T negativ wird, der Killing-Vektor T® = 0 wird raumar-
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Killing-Gleichung

Abbildung 10.6: Horizonte und statische Grenzfldche im fast extremen Fall a ~ m

tig. Was im Unendlichen ein zeitartiger Vektor war, wird innerhalb der Ergosphére ein
raumartiger Vektor.

Um den Penrose-Prozess zu beschreiben, brauchen wir einen kurzen Exkurs iiber das
Verhalten von frei fallenden Teilchen, d.h. von zeitartigen Geodéten. Diese werden
durch eine Vierergeschwindigkeit u® beschrieben, die der Geodéaten-Gleichung

uVaul =0

gentigt. Ist £ ein Killing-Vektor, also eine infinitesimale Symmetrie der Raumzeit, dann
kann man zeigen, dass das Skalarprodukt

uqé“

ein Konstante der Bewegung ist, sich also entlang der Weltlinie des Teilchens nicht dndert.

Ubung 10.8: Ein Killing-Vektor erfiillt die Killing-Gleichung
V(a&p) = 0.

Zeigen Sie, dass aus dieser Gleichung und der Geoditen-Gleichung die obige Behauptung
folgt.

In der Kerr-Geometrie haben wir zwei Killing-Vektoren, infinitesimale Zeittranslatio-
nen T¢ und infinitesimale Drehungne ®“ um die z-Achse. Es gibt daher zwei Konstan-
ten der Bewegung eines Teilchens mit Ruhmasse mg

E = mousT9, L=u, D%

Dabei beschreibt E, welches mit der Zeittranslation verkniipft ist, die Energie des Teil-
chens, wihrend L den Drehimpuls um die z-Achse angibt.

Wir betrachten nun ein Teilchen, welches im Unendlichen mit einer Energie E, startet
und in die Ergosphdre eindringt. Wir nehmen weiter an, dass es dort in zwei Teile mit

174



Vierergeschwindigkeit v¢ und Ruhmasse m; bzw. w® und m; zerfillt. Aufgrund der
Energieerhaltung muss
Eo = myva T+ mow,T¢

gelten. Nun ist innerhalb der Ergosphére T raumartig. Wahrend fiir zwei zukunftsge-
richtete zeitartige Vektoren T® und u® das Skalarprodukt 1, T¢ immer positiv ist, muss
dies fiir raumartige Vektoren nicht gelten. Es gibt also die Moglichkeit, dass eines der
Zerfallsprodukte (sagen wir Teilchen 1) mit negativer Energie ausgestattet wird und
weiter ins Innere des Horizonts vordringt, wihrend das zweite Teilchen mit positiver
Energie die Ergosphére wieder verldfit und ins Unendliche entschwindet.

Der Nettoeffekt dieses Prozesses ist, dass ein Teilchen mit Energie E; > Ep im Un-
endlichen ankommt. Dem Kerr-Loch wurde Energie entzogen. Verfolgt man dieses Ar-
gument weiter und betrachtet auch den Drehimpuls, dann stellt man fest, dass diese
Energie von der Rotationsenergie des Lochs herkommt. Man kann also im Prinzip ein
rotierendes Kerr-Loch ‘abbremsen” und ihm die Rotationsenergie entziehen.

Die Untersuchung der Schwarzen Locher hat in der Vergangenheit auf viele faszinie-
rende Ideen gefiihrt: die Thermodynamik von schwarzen Lochern, der Flichensatz
tiber das Anwachsen der Oberfldche von Schwarzen Lochern, Hawking Strahlung und
das Verdampfen von schwarzen Lochern und schliefllich in die Bereiche der Quanten-
Gravitation. Die Untersuchung von schwarzen Lochern gibt uns Einblicke in die letz-
ten, unverstandenen Gebiete der Physik.
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A Differentialgeometrische Grundlagen

A.1 Mannigfaltigkeiten und Tangentialraum

Eine (differenzierbare) Mannigfaltigkeit M ist eine Menge von Punkten (im Zusam-
menhang mit ART auch Ereignisse genannt), die im Kleinen so aussieht wie ein R™.
Die verschiedenen kleinen Teile werden durch Karten beschrieben, d.h., sie werden mit
Koordinaten versehen. Karten, die die gleichen Bereiche tiberdecken, kann man auf-
einander abbilden. Der Charakter der Ubergangsabbildungen bestimmt den Charakter
der Mannigfaltigkeit.

Man kann sich die Mannigfaltigkeit als ein Objekt vorstellen, welches durch “Verkle-
ben’ von einzelnen Teilstiicken konstruiert wird. Die ‘Verklebevorschrift’ wird durch
Ubergangsabbildungen gegeben. Abb. veranschaulicht diese Idee. Wir werden im

Abbildung A.1: Klebekonstruktion einer C°-Mannigfaltigkeit

folgenden nur differenzierbare Mannigfaltigkeiten betrachten, damit wir auf diesen
Gebilden Analysis treiben konnen. D.h. wir wollen Ableitungen von (Skalar-, Vektor-,
Tensor-) Feldern berechnen kénnen ]

IDie Theorie der differenzierbaren Mannigfaltigkeiten ist eine zentrale Disziplin der Mathematik, die
Differentialtopologie bzw. -geometrie. Daher gibt es unzahlige Biicher. Es sei hier nur auf Differential
Topology von V. Guillemin, A. Pollack verwiesen.
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A.1.1 Mannigfaltigkeiten

Definition A.1. Eine n-dimensionale reelle Mannigfaltigkeit M ist ein topologischer (Haus-
dorff) Raum zusammen mit einer Familie von offenen Teilmengen Uy, die die folgenden Eigen-
schaften besitzt:

(i) Die Mengen U, iiberdecken M, d.h., jeder Punkt P € M liegt in mindestens einem U.

(i) Zu jedem o« gibt es einen Homoomorphismus \p, der Uy homoomorph auf eine offene
Teilmenge des R™ abbildet.

Wir konnen uns also eine Mannigfaltigkeit zusammengesetzt denken aus kleinen Tei-
len Uy, die alle ‘so aussehen wie ein kleines Stiick des R™. Dies kdnnen beliebig viele
seinE] Die offenen Mengen U, heiflen Koordinatenumgebungen, die Paare (Uq, P «)
nennt man Karten. Physiker verwenden anstelle der Bezeichnung ‘Karte’ tiblicherwei-

se ‘Koordinatensystem’. Ein Punkt P € M liegt in mindestens einer solchen Koordinaten-

umgebung U,. Das Bild von P unter dem Homdomorphismus {4, der Uy in den R™
abbildet, ist ein n-tupel von reellen Zahlen, den Koordinaten von P bzgl. der Koordi-
natenumgebung U,, die wir mit x[P] bezeichnen wollen, wobei 1 < 1 < n.

Falls zwei Mengen Uy und Ug sich {iberlappen, also wenn Uq N Upg # () ist, dann ist
die Ubergangsabbildung

Vg =Wp oy 1 Wallla N Upl — W[l N Ugl,ha(P) — Hg(P)

wohldefiniert und bijektiv. Jeder Punkt P € U, N Up in der Ubergangsregion zwischen
zwei Koordinatenumgebungen Uy und Up besitzt zwei Sitze von Koordinaten: x'[P]
bzgl. U, und y¥[P] bzgl. Ug, die man eindeutig aufeinander abbilden kann (wegen
der Bijektivitit der Koordinatenabbildungen). Die Ubergangsabbildung ist also von der
Form x! = xi(y"), so dass

x'[P] = x*(y*[P])

fir alle P € U, N Ug gilt (vgl. Abb. . Die Ubergangsabbildung, auch Koordina-
tentransformation genannt, besteht aus n reellwertigen Funktionen von n reellen Va-
riablen, die nach den {iblichen Regeln der Differentialrechnung differenziert werden
konnen. Die ‘Qualitdt’ der Ubergangsabbildungen bestimmt die ‘Qualitit’ der Mannig-
faltigkeit.

Definition A.2. Die Mannigfaltigkeit heifit CT-differenzierbar (glatt, analytisch), falls die
Ubergangsabbildungen x* = x*(y¥) r-mal stetig differenzierbar (unendlich oft differenzierbar,
reell-analytisch) sind.

2Es gibt jedoch eine technische Zusatzvoraussetzung (oben unterdriickt), die verlangt, dass jeder Punkt
nur in einer endlichen Anzahl von solchen Mengen liegen kann (parakompakt).
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Abbildung A.2: Zur Definition einer Mannigfaltigkeit

Es ist iiblich, in der Definition einer Mannigfaltigkeit anzunehmen, dass die Kollektion
von offenen Mengen U, maximal ist in dem Sinne, dass alle Koordinatensysteme mit
kompatiblen Ubergangsabbildungen eingeschlossen sind. Anderenfalls wire es mog-
lich, durch Hinzufiigen oder Weglassen von Koordinatenumgebungen Mannigfaltig-
keiten formal zu dndern, ohne dass dies wirklich sinnvoll wire. Wir werden uns im
Weiteren immer mit glatten Objekten (Mannigfaltigkeiten und Feldern) befassen.

Beispiele

1. R™ist trivialerweise eine glatte Mannigfaltigkeit. Als (einzige) Karte konnen wir
die Identitdtsabbildung
U=R" > R" x—x

nehmen. (Man beachte, dass R™ eine offene Menge ist). Dadurch wird R™ zu einer
n-dimensionalen glatten Mannigfaltigkeit.

2. Die 2-Sphére S?2 ={(x,u,z) € R3: x?+y?+z? = 1} ist, obwohl 2-dimensional,
eine wichtige Mannigfaltigkeit, die an mehreren verschiedenen Stellen in der Phy-
sik auftritt. In der ART unter anderem als die Menge aller lichtartige Richtungen
an einem Ereignis.

Wir setzen Uy = S?—{(0,0, 1)} mit Koordinatenabbildung (vgl. Abb. |

11)1 :u1 HIRZ;(X)l\:’»Z’) — E»: Lai
1—2z"1—2z

und U, = S2—{(0,0,—1)} mit Koordinatenabbildung
. 2. _(* Y

178



Dann rechnet man leicht nach, dass die Ubergangsabbildung auf der Ubergangs-
region U, = S2—{(0,0,41)} folgendermafien lautet:

&

=gz wobei €12 = (812 + (82)2,

n=n(&)

Diese Abbildung ist auf ihrem Definitionsbereich beliebig oft differenzierbar, so-
gar analytisch. Daher ist S? eine glatte und sogar analytische Mannigfaltigkeit.

Abbildung A.3: Stereografische Projektion vom Nordpol

3. Der Kegel C = {(t,x,,z) € R*: t> — x? —y? — z? = 0} ist keine Mannigfaltigkeit.

Ubung 1.1: Warum? Wie sieht es mit dem Halbkegel C = {(t,x,y,z) € C:t > 0} aus?
Und wie mit dem offenen Halbkegel Ci ={(t,x,y,z) € C:t > 0}?

A.1.2 Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten

Definition A.3. Eine (stetige) Abbildung f : M — N zwischen zwei Mannigfaltigkeiten
M und N heifst differenzierbar in einem Punkt P € M, falls es Koordinatenumgebungen
(U, W) bzw. (Up, ) von P in M bzw. £(P) in N gibt, so dass die Abbildung

fop =g o foiy
differenzierbar in x'[P] = 1 (P) ist.
Die Abbildung f ist differenzierbar auf M, falls sie in jedem Punkt differenzierbar ist.
Nattirlich ist die Definition der Differenzierbarkeit in einem Punkt nicht abhdngig von

der Wahl der Karten. Wenn die Abbildung bzgl. eines Kartenpaares differenzierbar ist,
dann auch beziiglich jedes anderen Paares.

Ubung 1.2: Zeigen Sie, dass dies aus der Differenzierbarkeit der Ubergangsabbildungen folgt.

Definition A.4. Eine differenzierbare Abbildung f : M — N heifst Diffeomorphismus, falls ’ Diffeomorphismus

f bijektiv und auch £~ differenzierbar ist.
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Abbildung A.4: Abbildung zwischen zwei Mannigfaltigkeiten

Beispiele
(i) Rotationen der Kugel

Ry : $2 82, (x,y,z) = (xcosd +ysind,—xsind +y cos d, z).

(il) Die Inversion oder Antipodenabbildung der Sphére

i:8% = Sz, (x,v,2) = (—x,—y,—z).

(ili) Einbekanntes Beispiel fiir eine bijektive, differenzierbare Abbildung, die kein Dif-
feomorphismus ist, ist

RS R, x— %3

Ubung 1.3: Verfizieren Sie diese Beispiele.

Von besonderem Interesse (besonders in der ART) sind die Diffeomorphismen einer
DiffeomorphismengrLthnnigfaltigkeit auf sich. Sie bilden eine Gruppe, die Diffeomorphismengruppe bzgl.
der Komposition o von Abbildungen.

A.2 Felder

A.2.1 Skalarfelder

Skalarfeld ‘ Ein (reelles) Skalarfeld ist eine differenzierbare Abbildung ¢ : M — R. Beziiglich einer
Karte (U, ) hat es die Darstellung ¢ = ¢ 0P &1, die durch

(X' [P]) = $(P)

fir alle P € U, definiert ist.
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Folglich entspricht jedem Skalarfeld eine Kollektion (¢ «) von reellwertigen Funktionen
von n Variablen, die miteinander vertraglich sind in dem Sinne, dass fiir alle P € Uy N
u B gllt

balX'TP)) = G(P) = by IPl) = balx') = Py (x}).

Etwas anders geschrieben, lautet die Vertraglichkeitsbedingung
o= o (Vpowg').

Stellen wir uns umgekehrt vor, wir haben eine Kollektion von Funktionen (¢ «) gege-
ben, die auf den entsprechenden Koordinatenumgebungen definiert sind. Wir fragen
uns, wann diese ‘“Teilfelder” zu einem eindeutigen Skalarfeld auf ganz M ‘zusammen-
geklebt” werden kénnen, welches dann also “global” definiert ist. Dies ist offensichtlich
genau dann der Fall, wenn die obige Kompatibilititsbedingung gilt, denn nur dann
ist garantiert, dass das Skalarfeld auf den Uberlappregionen wohldefiniert ist. Sind die
lokalen Teilfelder alle differenzierbar, so ist auch das global zusammengeklebte Skalar-
feld per definitionem differenzierbar.

Wir konnen also Skalarfelder als global definierte Funktionen betrachten, oder sie als ei-
ne Kollektion von lokal definierten, aber miteinander kompatiblen Koordinatendarstel-
lungen auffassen. Dieser ,patch-work” Zugang zur Definition von globalen Objekten
stellt sich manchmal als recht vorteilhaft heraus und wir werden ihn dazu verwenden,
um Vektorfelder bzw. Tensorfelder im allgemeinen zu definieren.

Ist f : M — N eine differenzierbare Abbildung und ¢ ein Skalarfeld auf N, dann ist
¢ o f ein Skalarfeld auf M. Wir nennen dieses ,verpflanzte” Skalarfeld den pull-back
von ¢ unter f und bezeichnen es mit f*¢.

A.2.2 Kontravariante Vektorfelder

Mit dem Begriff “Vektor” verkniipft man intuitiv eine Richtung. Fiir einen Vektor im
R™, also ein n-tupel (V',..., V™) kann man diese Intuition sogar prézisieren, indem
man das n-tupel mit der Richtungsableitung einer beliebigen Funktion f in Richtung des
Vektors in Verbindung bringt:

.0f(x)
v v HE i 20
(Vi,..., V") i \4 "

0

Mit Hilfe jedes fest gewihlten n-tupels kann man fiir jede Funktion f die Richtungs-
ableitung berechnen. Umgekehrt sind auch alle V' bestimmbar, wenn man fiir jede
Funktion weifs, wie ihre Richtungsableitung aussieht. Dem Vektor (V1 ..., V") ent-

. . . . . . . . i 0
spricht also in eindeutiger Weise der lineare Differentialoperator } ; V'5%.
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Dies ldsst sich auf Mannigfaltigkeiten tibertragen. Man betrachtet zunéchst lineare Dif-
ferentialoperatoren in einer Karte. In einer Karte (U, 1) hat ein linearer Differential-
operator am Punkt x'[P] € {[U4] die Darstellung

> Vet =

wobei aa ! bedeutet. Befindet sich P in
einem Ubergangsgebiet Uqp = Uy N Up zwischen zwei Karten Uy und Up, dann gibt
es auch in der Karte (Ug, ) lineare Differentialoperatoren. Wir haben also zwei mog-
liche Darstellungen

LD d
2 ValX) 3z und 3 Vi) P
k

i

Wann stimmen diese tiberein? Wir betrachten ein Skalarfeld ¢ auf Uyg, so dass ¢p«(x) =
¢p(y(x)). Dann sind die beiden Ausdriicke gleich, falls fiir jedes solche Skalarfeld die
beiden Ableitungen fiir alle P € U,g tiberein stimmen:

ad)oc ad)ﬁ
; Vi )51 Z 5y (A.2.1)
Nun gilt aber
i ad>a L @% (x))
2 Valx R
_ i M dy
- - Oc( ) ayk (U(X)) aXi( )
ik
odp
= V) 2B (y)
4 k
k %y
Die beiden Ausdriicke sind also genau dann gleich, falls
N 3
> Vil 5500 = VEly(x)). (A22)

1

Betrachten wir nun alle Koordinatenumgebungen U,, in denen sich P befindet. Wenn
wir in einer Karte ein n-tupel (VI(XY[P]),..., VM(x![P]) angeben, dann kann in jeder an-
deren Karte ein n-tupel berechnet werden, indem man von dem Transformationsgesetz
Gebrauch macht. Wir haben so eine Kollektion von n-tupeln konstruiert, je eines fiir je-
de Karte, die miteinander kompatibel sind. Offensichtlich wird durch diese Kollektion
ein kartenunabhingiges Objekt definiert, denn berechnen wir die Ableitung einer belie-
bigen Funktion in P bzgl. einer Karte, dann bekommen wir genau das gleiche Ergebnis,
wie wenn wir es bzgl. einer anderen Karte berechnet hitten. Dieses ‘Objekt’ ist in jeder
Karte eine Richtungsableitung. Wir kommen so zu der
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Definition A.5. Sei P € M und U die Kollektion von Koordinatenumgebungen mit P € Uy.
alvektor Eine Kollektion von n-tupeln (V] ..., VIV) definiert einen Tangentialvektor an M im Punkt
P, falls die n-tupel miteinander kompatibel im Sinne von (A.2.2)) sind.

Diese Definition ist unanschaulich. Es wire einfacher gewesen, eine Mannigfaltigkeit
als eine Teilmenge in einem R™ zu veranschaulichen, den Vektorbegriff im R™ zu ver-
wenden und so einen Tangentialvektor zu definieren. Zumindest in drei Dimensionen
hétte man dann eine klare Vorstellung von den Verhiltnissen gehabt. Diese Vorgehens-
weise ist aber zum einen unbefriedigend, weil man von etwas (R™) Gebrauch macht,
was nicht streng notwendig ist. Andererseits ist es aber auch physikalisch falsch, an-
zunehmen dass es einen umgebenden Raum fiir die Raumzeit gébe. Denn worin sollte
sich unser Universum befinden? Sollten wir nicht in der Lage sein, nur mit den Mitteln,
die wir zur Verfiigung haben, einen Vektor zu definieren, also ohne auf die Struktur
eines uns sowieso nicht zugianglichen umgebenden Raumes zuriick zu greifen.

Dennoch ist die Definition im Grunde einfach. Ein Tangentialvektor an einem Punkt
wird in einem Koordinatensystem als ein n-tupel dargestellt und durch den ‘Kunst-
griff” alle moglichen kompatiblen Darstellungen als gleichberechtigt in die Beschrei-
bung aufzunehmen, wird die Definition koordinatenunabhéngig. Es gibt andere Defini-
tionen eines Tangentialvektors, die andere Eigenschaften eines Vektors im R™ auf Man-
nigfaltigkeiten tibertragen (Tangentialvektor an eine Kurve, Produktregel der Richtungs-
ableitung etc.) Sie alle haben die Eigenschaft, dass eine Klasse von konkreten ‘Darstel-
lungen’ durch eine Aquivalenzrelation zu einem abstrakten Objekt zusammengefasst
wird. Letzten Endes sind alle diese Definitionen dquivalent.

Offensichtlich bilden die Tangentialvektoren an jedem Punkt P einen linearen Vektor-
raum der Dimension n. Denn in einer Karte ist das so (die Menge aller n-tupel ist ein
n-dimensionaler Vektorraum) und die Linearitit der Kompatibilititsbedingung
hat zur Folge, dass die Linearkombination zweier Tangentialvektoren kartenunabhan-
gig definiert ist. Dieser Vektorraum heifst Tangentialraum an M in P und wird mit TpM ’ Tangentialraum ‘
bezeichnet.

In jedem Koordinatensystem gibt es eine ausgezeichnete Basis, die Koordinatenbasis. | Koordinatenbasis |
Sie ist dadurch definiert, dass wir in einer festen Karte (Ug, 1) mit Koordinaten x* die
n-tupel (1,0,...,0), (0,1,0...,0),..., (0,...,0,1) wahlen. Dies definiert n Tangential-
vektoren in P, die linear unabhingig sind. Sie werden tiblicherweise mit

0
ﬁ’P

bezeichnet, denn es handelt sich um Differentialoperatoren, die die Anderung eines Ska-
larfeldes ¢ am Punkt P entlang einer Koordinatenlinie liefern. Eine solche Basis ist mit jeder
Karte verkntipft, d.h. jedes Koordinatensystem definiert eine Basis in TpM. Diese Ba-

sen miissen sich nattirlich ineinander transformieren lassen, d.h. sind (% i=1.mund

p)
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Tangentialbiindel

Blindelkarte

(%k ‘p)k,:kn zwei Koordinatenbasen in TpM, dann gibt es n? reelle Zahlen s'(P), so

dass
0

d .
F b= Zslk“’)ﬁ B

1

Ubung 1.4: Wodurch sind diese Koeffizienten bestimmt?

Ein beliebiger Tangentialvektor V € TpM ldsst sich nun bzgl. dieser beiden Basen dar-

stellen 5 )
2 VPG = V=2 VPl [p-
i k

Setzen wir hier die Beziehung zwischen den Basen ein, dann bekommen wir das be-
kannte Transformationsverhalten, vgl. (3.1.2), fiir die Koordinaten eines kontravarian-
ten Vektors’)
VIP) =) sW(P)V¥(P), i=1:n.
k

Wir haben nun die schon friither angesprochene Situation, dass sich an jedem Punkt
der Mannigfaltigkeit ein Vektorraum, namlich der Tangentialraum, befindet. All die-
se Rdume haben im allgemeinen nichts miteinander zu tun. Jeder Tangentialvektor ist
automatisch mit einem Fufipunkt P versehen und Tangentialvektoren mit verschiede-
nen FufSpunkten liegen in verschiedenen Vektorrdumen, sie konnen also nicht addiert
werden. Man kann sich diese Situation (etwas naiv, aber hilfreich) vorstellen, als ob an
jedem Punkt der Mannigfaltigkeit eine Faser angeheftet ware, die aus allen Vektoren
aus TpM besteht. Die Menge all dieser Fasern besteht dann aus allen moglichen Tan-
gentialvektoren an allen moglichen Punkten der Mannigfaltigkeit. Sie hat eine spezielle
Struktur: man kann von jedem ihrer Elemente, also von jedem Tangentialvektor sagen,
an welchem Punkt er angeheftet ist. Diese Vorstellung lasst sich formalisieren.

Die Vereinigung TM := [Upcm{P} X TpM heifit Tangentialbiindel von M. Das Tangen-
tialbtindel ist auf nattirliche Weise ebenfalls eine Mannigfaltigkeit. Um dies zu sehen
miissen wir Karten angeben. Seien x! lokale Koordinaten fiir eine Umgebung Uy von
M. Dann lésst sich ein Tangentialvektor an einen Punkt P in U, eindeutig als Linear-
kombinationen der Koordinatenableitungen darstellen:

)
VZZ_W@-
1

Wir konnen also eine Koordinatenumgebung V := Uy x R™ C TM definieren, sowie
einen Homoéomorphismus ¢y : Vi — R2", der jedem Tangentialvektor V € TpM die
Koordinaten (x!, V¥) zuweist. Dies definiert eine Karte von TM, eine sogenannte Biin-
delkarte. Mit jeder Karte U, von M ist eine Biindelkarte verkniipft, die Biindelkarten

3Dies darf uns nicht verwundern, denn dieses Verhalten ist allgemein giiltig fiir jeden Vektor in jedem
Vektorraum.
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tiberdecken TM. Die Ubergangsabbildungen dieser Karten sind kompatibel und verlei-
hen damit TM eine Mannigfaltigkeitsstruktur.

Der Name ,,Biindel” kommt daher, dass an jedem Punkt von M ein Tangentialraum, die
Faser, angeheftet ist. Die Tatsache, dass jede Faser zu einem Punkt gehort wird durch
die Projektionsabbildung 7 : TM — M ausgedriickt, die jedem Tangentialvektor aus
TM seinen , FuSpunkt” zuordnet. Diese Abbildung ist differenzierbar, denn in einer
Biindelkarte V, und assoziierter Karte U von M ist die Projektionsabbildung gegeben
durch

(x', VK = xh

Ein Vektorfeld ist eine differenzierbare Abbildung V : M — TM mit der Eigenschaft,
dass mo V = idm ist. Das bedeutet, dass jedem Punkt P ein Element aus der Faser bei
P, also ein Tangentialvektor aus TpM, zugeordnet wird. Man sagt auch, ein Vektorfeld
sei ein Schnitt im Tangentialbiindel.

Bemerkung Es gibt andere Moglichkeiten, Tangentialvektoren, das Tangentialbiindel
und Vektorfelder zu definieren. Jede hat ihre Vor- und Nachteile. Das wesentliche am
obigen Zugang ist die Tatsache, dass man lokale Definitionen ‘globalisiert’, indem man
Kompatibilitdtstransformationen fordert.

Eine Abbildung f : M — N, die bei P differenzierbar ist, induziert eine Abbildung
f«(P) : TPM — Tg¢pN, genannt Differential oder Tangentialabbildung von f in P.
Diese wird auch mit Tpf bezeichnet und ist folgendermafen definiert: sei y* = f¥(x')
die Koordinatendarstellung von f bzgl. eines Kartenpaares um P in M bzw. f(P) in N
und V' die Komponenten eines Tangentialvektors in T,M, dann setzen wir

k Jofk
(£.(PY(V))* = Ziv 5 (XIP)

als die Komponenten eines Tangentialvektors bei f(P).

ﬁbung 1.5: Priifen Sie nach, dass die Transformationseigenschaften unter Kartenwechsel in M
erfillt sind.

Eine andere, mehr geometrische Art, diese Abbildung zu definieren ist die folgende.
Wir betrachten eine Kurve R — M, t — y(t) mit y(0) = P. Diese definiert einen Tan-
gentialvektor V = y(0) in TpM, indem wir einfach bzgl. einer Karte V' = %xi [y (t)]i=0
setzen. Nun betrachten wir die Bildkurve von y unter f. Dies ist eine Kurve (f oy)(t) in
N mit (f oy)(0) = f(P). Sie definiert einen Tangentialvektor f.(P)(V) in f(P) auf analoge

Weise wie v. In lokalen Koordinaten wie oben bekommt man wieder

Y Y I(foy)(t)]e=0 = Efk( x(v(t))) =0

afk 8fk
B Z ax1 Wllmo = Z Vi axl
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push-forward

Die Tangentialabbildung der Abbildung f ist in Koordinaten demnach nichts anderes
als die Anwendung der Funktional- (oder Jacobi-) Matrix auf die Komponenten eines
Tangentialvektors.

Wenn f {iberall differenzierbar ist, dann gibt es auch an jedem Punkt die Differentialab-
bildung f.(P) und wir konnen insgesamt eine Abbildung f. : TM — TN, Vp — f,(P)Vp
der entsprechenden Tangentialbiindel definieren. Mithilfe von Biindelkarten zeigt man
leicht, dass sie differenzierbar ist.

Mithilfe von f lassen sich Vektorfelder von M nach N transportieren: ist V ein Vek-
torfeld auf M, dann ist f.V ein Vektorfeld auf N. Man nennt diese Operation auch
push-forward.

A.2.3 Kovariante Vektorfelder

Eine spezielle Sorte von Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten sind Skalarfelder,
deren Tangential-Abbildung wir nun anschauen. Es sei also ¢ : M — R eine reell-
wertige Funktion auf M. An jedem Punkt P ist das Differential von ¢ eine Abbildung
Tpd : TPM — Ty p)R = R eine reellwertige Abbildung des Tangentialraums an M in P,
also eine Linearform auf TpM. Was ist die Bedeutung dieser Linearform? Sei V € TpM
ein beliebiger Tangentialvektor und es sei y : R — M eine Kurve mit y(0) = P und
v(0) =V, dann ist

dcl) i
(Tod, V) =Te(V) = Zvaxl

wobei die letzte Gleichung im Bereich einer Karte gilt. Diese Formel erlaubt uns eine
anschauliche Interpretation: die Linearform Tp¢ gibt die infinitesimale Anderung von ¢
in Richtung der Kurve vy an, also die Richtungsableitung von ¢ in Richtung V. Man be-
zeichnet Tp fiir Skalarfelder auch mit dp und nennt die Abbildung d¢ das (totale)
Differential von ¢.

Wir sehen also, dass es an jedem Punkt P einer Mannigfaltigkeit zum Tangentialraum
TpM auch einen Dualraum T;M gibﬁ den Raum der Linearformen auf TpM, und dass
die Differentiale von Skalarfeldern eben solche Linearformen liefern.

Jedes Koordinatensystem bei P liefert eine ausgezeichnete Basis von TpM, die Koordi-
natenbasis. Zu dieser wiederum gibt es aufgrund der allgemeinen Theorie eine duale
Basis im Dualraum TyM. Kann man diese auch durch die Koordinaten beschreiben?
Betrachten wir die Basisvektoren

1
ox' |p

4Dies ist natiirlich offensichtlich, denn jeder endlich-dimensionale Vektorraum besitzt einen Dualraum
gleicher Dimension.
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bzgl. eines Koordinatensystems (xY)i1:n. Die duale Basis w!, i =1:nin TpM ist
charakterisiert durch die Dualitédtsrelation
> .
P

. 0
1 —
<w T oxk
Wir konstruieren nun n Funktionen auf der Koordinatenumgebung U von P, deren Dif-
ferentiale bei P genau diese Eigenschaft besitzen. Dazu betrachten wir die Abbildungen

7t : U — R, diejedem Punkt Q € U in der Koordinatenumgebung seine i-te Koordinate
zuordnen. Dies sind genau n skalare Funktionen.

Die Kurve v : R — M, die dadurch definiert ist, dass ihre Koordinatendarstellung
durch
to (xRt XY

gegeben ist, hat als Tangentialvektor in P gerade den Basisvektor % |p und es gilt

- x4, i#£k
m(y(t)) = .
(r(©) {xk+t, i=k
Damit erhalten wir )
L0 dri(y(t)) -
drt = —o0 = dy.
< T axk P> gt =0 =Sk

Die duale Basis einer Koordinatenbasis a?d p ist demnach gegeben durch die Koordi-

natendifferentiale dn', die man allgemein etwas laxer als dx' schreibt.

Das totale Differential eines Skalarfeldes ¢ ldsst sich daher im Bereich einer Karte als
Linearkombination

d¢ = Z oidx’t

schreiben. Die Koeffizienten bestimmen wir unter Verwendung der Dualitédtsrelation,
indem wir beide Seiten auf einen Koordinatenbasisvektor anwenden.

Ubung 1.6: Zeigen Sie, dass dann
b . ;
dp =) —dx* A23
¢ Zi i 0¥ (A2.3)

gilt.

Bemerkung Inder Physik wird dahingehend interpretiert, dass sich die infini-
tesimale Anderung d¢ von ¢ aus den infinitesimalen Anderung der Koordinaten mit-
hilfe der partiellen Ableitungen berechnen ldsst. Man beachte jedoch, dass hier nichts
infinitesimal wird. Vielmehr sind die Differentiale (im Gegensatz zu Differenzen) nicht
mehr auf der Mannigfaltigkeit definiert, sondern im Tangentialraum eines Punktes.
Dies ist im tibrigen eine allgemeine Regel. Wenn in der Physik Verhiltnisse in der Nahe
eines Punkts “in erster Ordnung’ bzw. ‘infinitesimal” betrachtet werden, dann bedeutet
dies nichts anderes, als dass man in dem jeweiligen Punkt die Mannigfaltigkeit durch
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Kotangentenbiindel

] Kovektorfeld

|

] 1-Form

|

| pull-back

] Zurlickziehen

|

ihren Tangentialraum in dem Punkt ersetzt und entsprechende Abbildungen durch ihre
Tangentialabbildung.

In gleicher Weise wie man die Tangentialriume an eine Mannigfaltigkeit zum Tangen-
tialbtindel zusammenfasst, kann man auch die entsprechenden Dualrdume zu einem
Biindel zusammenfassen, dem Kotangentenblndel T*M = Jpcm{P)} x TEM.

Ebenso wie dem Tangentialbiindel kann man dem Kotangentenbiindel eine Mannig-
faltigkeitsstruktur geben. Die entsprechenden Karten sind analog zu den Biindelkarten
fiir TM konstruiert. Sind x* lokale Koordinaten fiir eine Umgebung U von M, dann lasst
sich jeder Kotangentenvektor w an einem Punkt P € U in der Form

w = Z widx®
k

als Linearkombination der Koordinatendifferentiale darstellen. Das 2n-tupel (x}, w;)
liefert also eine Koordinatendarstellung fiir alle Kotangentenvektoren tiber U. Wieder
zeigt man leicht, dass die so definierten Karten kompatibel sind.

Analog zu Vektorfeldern definieren wir ein kovariantes Vektorfeld oder Kovektorfeld
als Schnitt in T*M, also eine Abbildung w : M — T*M, die jedem Punkt P in M ein Ele-
ment aus dem Kotangentenraum bei P zuordnen. Man nennt ein kovariantes Vektorfeld
auch 1-Form(feld).

Ubung 1.7: Bestimmen Sie das Verhalten der Koordinatendarstellung bei Kartenwechsel und
rechtfertigen Sie so die Bezeichnung ‘kovariant’.

Analog dem push-forward fiir Vektorfelder, gibt es auch fiir 1-Formen eine Moglich-

‘ keit, sie von Mannigfaltigkeit zu Mannigfaltigkeit zu transportieren, den pull-back

oder auch Zurtickziehen. Wie der Name andeutet, ist die Richtung dieser Abbildung
entgegengesetzt zu f : M — N. Ist w eine 1-Form auf N, dann wird der pull-back f*w
auf M durch seine Wrkung auf beliebige Vektorfelder X auf M definiert: 3

(f*w, X) (P) = (w, £.X) (f(P))

Betrachten wir als speziellen Fall das Differential eines Skalarfeldes ¢ auf M. Sind y*
bzw. x* lokale Koordinaten in N bzw. M, und y* = f¥(x') die Koordinatendarstellung
von f, dann gilt fiir jedes Vektorfeld V = Vi3 /dx' auf M

k .
(@9 V) 0 = (oo 1. V) (1 = X (35 500) (i v) ()

ik dy* 7 oxt
odp ofk : .
— % @(y) (axi(X)V (x)) = (ddp, £, V) (f(x)) = (fdd, V) (f(x)).
Folglich gilt die Formel
f'de = d(f* ),

d.h., Differential und pull-back vertauschen.
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A.2.4 Tensorfelder

An jedem Punkt P der Mannigfaltigkeit sitzt der Tangentialraum TpM und sein Dual-
raum T5M. Damit konnen wir an jedem Punkt gemé&f; dem Vorgehen in Abschnitt
die Tensoralgebra tiber TpM aufbauen. Dem entsprechend gibt es dann fiir jeden Tensor-

Typ (r,s) an jedem Punkt einen Vektorraum T](,r‘s)M von (r,s)-Tensoren. Wiederum
kann man alle diese Vektorrdume zu einem Biindel tiber M zusammenfassen, dem Ten-
sorbiindel Ts)M vom Typ (r,s). Und wieder kann man Karten konstruieren, die es
erlauben, diese Biindel als differenzierbare Mannigfaltigkeiten aufzufassen.

Ein Tensorfeld vom Typ (r, s) ist in vollstindiger Analogie dann eine differenzierbare

Abbildung M — T](,r‘s)M, mit der Eigenschaft, dass jedem Punkt P ein Tensor auf dem
Tangentialraum TpM in P zugeordnet wird, also ein Schnitt im Tensorbiindel TsIM.

Mit Tensorfeldern lassen sich genau die gleichen Rechenoperationen durchfiihren wie
mit Tensoren, da die Operationen punktweise definiert werden. So ist beispielsweise
das dufsere Produkt T; ® T, zweier Tensorfelder T; und T, dadurch definiert, dass man
an jedem Punkt P € M das duflere Produkt T;(P) ® T,(P) der beiden Werte bei P bildet
(die ja beide Tensoren iiber dem gleichen Vektorraum TpM am Punkt P sind). Gleiches
gilt sinngemafs fiir die anderen Tensoroperationen wie Addition, Skalarmultiplikation,
Kontraktionen und Symmetrieoperationen. Zu beachten ist lediglich, dass man Ten-
sorfelder nicht nur mit reellen Zahlen skalar multiplizieren kann, sondern sogar mit
Skalarfeldern, also an jedem Punkt mit einer anderen Zahl.

Ebenso wie Vektor- und Kovektorfelder lassen sich auch Tensorfelder in lokalen Koor-
dinaten angeben. Wahlen wir eine Koordinatenbasis a?a mit zugehoriger dualer Basis
dx* in jedem Tangentialraum TpM in der Koordinatenumgebung, dann erhalten wir
die Koordinaten eines (1, s)-Tensorfeldes V dadurch, dass wir das Tensorfeld (welches
ja an jedem Punkt eine multilineare Abbildung V(P) von r Kovektoren und s Vektoren

ist) auf alle moglichen Kombinationen der Basisvektoren anwenden:

0

Vitng e (KIP]) = VIP)(dx™ L d o ).

Die Komponenten des Tensorfeldes in Bezug auf eine Basis sind also n""* Funktionen
der Koordinaten. Mithilfe dieser Komponentenfunktionen kann man das Tensorfeld
vollstandig rekonstruieren. Es gilt ndmlich die Darstellung

R ® ®dxk1®---®dxk1.

oxt oxir

Ubung 1.8: Verifizieren Sie diese Formel.
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Beispiele

(i) Wie schon im Kap. |3| werden wir Vektorfelder mit Tensorfeldern vom Typ (1,0)
und Kovektorfelder mit Tensorfeldern vom Typ (0, 1) identifizieren.

(ii) Ebenso werden wir Skalarfelder per Konvention mit Tensorfeldern vom Typ (0, 0)
gleichsetzen.

(iif) Ein spezielles Tensorfeld ist der Kronecker-Tensor 9, der in jeder Karte konstante
Koeffizienten hat, naimlich

5(P) =) dx'® .

i
(iv) Ein (0,2)-Tensorfeld g hat in einer Karte die Form

9(P) =Y gu(x[P]) dx' ® dx*.
i,k

(v) Ein (1,3)-Tensorfeld R hat in einer Karte die Form

0
- @dx* @ dx! @ dx™.
oxt

R(P)= >  Riam(x[P])

ik,l,m

Wie schon im Kap. 3| werden wir im Folgenden ein (abstraktes) Tensorfeld mit Hilfe
seiner Indexstruktur kennzeichnen, also indem wir beispielsweise mit v ein kontrava-
riantes Vektorfeld oder mit w 43, ein zweifach kovariantes Tensorfeld bezeichnen. Dabei
sind nicht die Komponenten gemeint, d.h, wir betrachten die Indizes a,b,... als ab-
strakte Symbole und nicht als Platzhalter fiir die nattirlichen Zahlen.

Mit dieser Ubereinkunft schreiben wir z.B. fiir den Kronecker-Tensor op, fiir die Ten-
sorfelder in Beispiel (iv) und (v) gqb und R%.g4, etc. Damit lassen sich wie schon zuvor
die Tensoroperationen leicht darstellen. Z.B. wiirde Ry, = R€ge1, das Tensorfeld R be-
zeichnen, dessen Koordinatendarstellung durch

R(P) =) (Z Rmm(x[mo dx* @ dx!

k,l

gegeben ist.

Bemerkung Pull-back bzw. Push-forward wurden oben fiir 1-Formen bzw. Vektor-
felder eingefiihrt. Es ist ziemlich offensichtlich, dass man fiir beliebige Tensoren weder
die eine noch die andere Abbildung definieren kann. Ist ein Tensorfeld rein kovariant,
dann lasst sich der Pull-back definieren, ist es rein kontravariant, dann gibt es einen
Push-forward. Handelt es sich bei der Abbildung f um einen Diffeomorphismus, dann
kann man mithilfe von f~! auch die jeweiligen Umkehrungen definieren und dann ist
es auch moglich, beliebige Tensorfelder von M nach N zu verpflanzen.
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A.3 Zusammenhang, kovariante Ableitung

Wie wir gesehen haben, ist die Differentiation eines Skalarfeldes eine wohldefinierte
Operation. Das Differential eines Skalarfeldes, also eines (0, 0)-Tensorfelds ist ein Ko-
vektorfeld, ein (0, 1)-Tensorfeld. In Hinblick auf unser Ziel, Analysis von Tensorfeldern
zu betreiben, miissen wir uns jetzt fragen, ob und wie man diese Operation des Dif-
ferenzierens auf allgemeine Tensorfelder verallgemeinern kann. Wir erwarten, dass sie
ein (r, s)-Tensorfeld in ein (1, s 4 1)-Tensorfeld abbildet, denn es sollte mit jedem Tan-
gentialvektor eine Richtungsableitung verbunden sein, die angibt, wie sich das betrach-
tete Tensorfeld in Richtung des Tangentialvektors dndert.

Es ist moglich, eine solche allgemeine Differentiationsoperation einzufiihren, jedoch
nur, indem man eine der Mannigfaltigkeit eine zusédtzliche Struktur verleiht. Um zu se-
hen, was hier benétigt wird betrachten wir das einfachste nicht-triviale Beispiel, ndm-
lich ein Vektorfeld V.

In einer Kartenumgebung U von M mit Koordinaten (x')i—1., hat das Vektorfeld die

Darstellung

~ 0

1

Z \Y (X)ﬁ'
1
Nun kénnten wir versucht sein, die Ableitung des Vektorfeldes einfach dadurch zu de-
finieren, dass wir die Koordinatendarstellung der Ableitung durch die Komponenten
oVi(x)

oxk
definieren. Diese sehen so aus wie die Komponenten eines (1, 1)-Tensorfelds. Um dies
aber zu verifizieren, miissen wir nachweisen, dass sich diese Komponenten unter Kar-
tenwechsel richtig transformieren. Es sei also U’ eine weitere Kartenumgebung mit Ko-
ordinaten (y*)y_1.n, so dass V die Darstellung

- 0
Z Vk(y ) uk
" Y
in U’ besitzt. Da ein Vektorfeld ein (1,0)-Tensorfeld ist, gilt

Vi) = 3 V) (o) = 3 VT ulu),
k k

wobei wir hier zur Vereinfachung der Schreibweise die Jacobi-Matrix der Koordinaten-
transformation x' = x*(y¥) eingefiihrt haben. Nun zeigt jedoch eine kurze Rechnung,
dass

m

i (/L m i 2.1
A (x(y))zz[av W00 2 () + V) o) Y

oxk oy™ 77 oxk x oyt oytoym 7 oxk (x(y))]

GY A
oym

- [6\71

3 — W I ™)) + Vi)
Yy

(M(IU"&(X(Q))] :
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Dies ist offensichtlich kein tensorielles Transformationsverhalten wie man am deut-
lichsten an dem Term mit den zweiten Ableitungen der Koordinatentransformation
erkennt. Tensorielles Transformationsverhalten bedeutet insbesondere, dass sich die
Komponenten homogen transformieren, was hier nicht der Fall ist.

Wollen wir tensorielles Transformationsverhalten erreichen, dann miissen wir die Kom-
ponenten der Ableitung des Vektorfeldes ‘korrigieren’, d.h. so abandern, dass der in-
homogene Term bei Kartenwechsel wegféllt. Da dieser Term linear in den Feldkompo-
nenten ist, machen wir fiir die Komponenten der Ableitung von V den Ansatz

AVi(x "
o +Zrkl VY (A3.1)

d.h., wir nehmen an, dass uns n3 Groflen Ffd(x) beziiglich der Koordinaten (x') gege-
ben sind, die wir zur Korrektur des falschen Transformationsverhaltens verwenden.
Dies kann aber nur dann funktionieren, wenn diese Grofien selbst ein ganz bestimm-
tes Transformationsverhalten aufweisen. Dieses darf natiirlich ebenfalls nicht tensoriell
sein, denn sonst wére die korrigierte Abeitung wieder kein Tensor. Vielmehr muss das
nicht-tensorielle Verhalten der partiellen Ableitung vom nicht-tensoriellen Transforma-
tionsverhalten der I' aufgehoben werden. Um dieses Verhalten zu bestimmen, betrach-
ten wir wieder einen Kartenwechsel:

oV
an )+ Z M(x (v))

1 ; -~ :
B Z [ aV “hm (x(y)T4(y) + VHy) ,gnli(l;s)(l1 ) ™e(x(y))

+Zv‘ (al L) ™) + R ()™ ()

i (9T mly ))

Wenn also die Ableitung des Vektorfeldes wieder ein Tensorfeld sein soll, dann muss
die letzte Summe fiir beliebige V! verschwinden. Aus dieser Bedingung ergibt sich das
Transformationsverhalten der I}, bei Kartenwechsel:

Malx(y) = Y (Z [y ()] - o0 (y)) 7)™ 07V alx(w).

jm A\ oy™
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Wir kommen also nun zu dem folgenden Schluss: wenn wir fiir jede Karte n® Gro-
Ben F,id(x) als Funktionen der Koordinaten (x!) vorgeben, die sich bei Kartenwechsel
wie oben angegeben transformieren, dann ist es moglich, zu jedem Vektorfeld eine Ab-
leitung zu berechnen und zwar so, dass diese wieder ein Tensorfeld ist. Aus diesem
Grund nennt man diese Operation kovariante Ableitung. Die Grofien I} (x) nennt man ’ kovariante Ableitung ‘
Zusammenhangskoeffizienten. Sie definieren eine invariante Struktur auf der Man-
nigfaltigkeit, ndmlich einen sogenannten Zusammenhang oder auch Konnexion. Ein
Zusammenhang ist kein Tensorfeld auf M, trotzdem ist er invariant, also koordinatenu-
nabhingig, definiert.

’ Zusammenhangsko#ffi:

’ Zusammenhang ‘

Die kovariante Ableitung ordnet jedem Vektorfeld V ein (1, 1)-Tensorfeld zu. Fiir jeden
Tangentialvektor t € TpM in einem Punkt P erhédlt man daraus einen weiteren Tangen-
tialvektor, dessen Komponenten bzgl. einer Karte durch

>t (Zrk +) r]ilvl)
k 1

gegeben sind. Dieser Vektor ist die kovariante Ableitung von V in Richtung t. Dieser
Begriff verallgemeinert die Richtungsableitung von Skalarfeldern auf Vektorfelder.

Vielfach wird ein Zusammenhang auf M mit einem Ableitungsoperator V gleich- ’Ableitungsoperator
gesetzt. Dabei handelt es sich um eine Abbildung, die jedem Vektorfeld V ein (1,1)-
Tensorfeld VV zuordnet und dabei folgenden Forderungen gentigt:

1. V:V = VVist additiv: fiir je zwei Vektorfelder U und V gilt

V(U+V)=VU+VV.

2. V erfiillt die Leibniz-Regel (Produktregel): fiir jedes Vektorfeld V und jedes Ska-
larfeld ¢ gilt

V(pV)=dd @V +dVV.

Man priift leicht nach, dass diese Bedingungen fiir die oben definierte kovariante Ab-
leitung erfiillt sind. Wir konnen also fiir die kovariante Ableitung eines Vektorfeldes
V nun auch VYV schreiben und fiir die kovariante Richtungsableitung in Richtung t
schreiben wir auch VV. Die Wirkung des Ableitungsoperators auf Skalarfelder wird
durch das Differential gegeben, d.h. man legt fest, dass fiir beliebige Skalarfelder ¢
gilt

Vo =do.

Wie sind die Zusammenhangskoeffizienten durch den Ableitungsoperator gegeben?
Dazu betrachten wir die Koordinatenbasis in einer Kartenumgebung. An jedem Punkt
P mit Koordinaten x[P] konnen wir die Richtungsableitung des Koordinatenvektors

=% in Richtung eines anderen Koordinatenvektors aii bestimmen. Dieses ist wieder

oxk
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ein Tangentialvektor in P, also durch die Basisvektoren linear kombinierbar. Es muf3

also eine Relation der Form
v 0 L 0
9

B W
axt 0xK - kL

(A3.2)

bestehen. Diese Entwicklungskoeffizienten sind gerade die Zusammenhangskoeffizi-
enten. Dies wird noch einleuchtender, wenn man die kovariante Ableitung eines Vek-
torfeldes unter Benutzung von V berechnet. Das Vektorfeld V habe die Koordinaten-

darstellung
V=3 Vi,
i

wobei wir 0; = a%i gesetzt haben. Nun ist nach den Regeln fiir V

VV=>3 dVi®di+V'V(dy).

i

Fiir die Richtungsableitung V3, V entlang des Basisvektors 0y finden wir dann

Vo V= Z<dv ak> 1+Zv1vak di) = aVa +Zv1rk1a1

o
Z( +Zv1rkl>

Man vergleiche dies mit (A.3.1).

Ubung 1.9: Zeigen Sie, wie sich auch das Transformationsverhalten der Zusammenhangskoef-
fizienten aus herleiten lasst.
In unserer Indexschreibweise wird der Ableitungsoperator mit einem (abstrakten) In-
dex versehen, der andeutet, dass sich durch den Prozess des Ableitens der kovariante
Grad um eins erhoht. So ist ja die Ableitung eines Skalarfeldes ein Kovektorfeld und
wir schreiben dementsprechend

Vad

fiir die kovariante Ableitung von ¢. Analog wird aus einem Vektorfeld V® durch kova-
riante Ableitung ein (1, 1)-Tensorfeld V,VP. Die Richtungsableitung in Richtung eines
Vektors t¢ ist dann gegeben durch 1V, VP = (VV)P. Mit dieser symbolischen Be-
zeichnung wird es einfacher, die kovariante Ableitung fiir beliebige Tensorfelder zu
definieren. Dies geschieht dadurch, dass man Regeln aufstellt, nach denen man die Ab-
leitung berechnen will. Diese sollten moglichst natiirlich sein und dem Wesen einer
Ableitung entsprechen. Im einzelnen fordert man fiir die kovariante Ableitung (bzw.
den Ableitungsoperator)

1. Linearitat: fiir je zwei Tensorfelder Tb-. und SP. gleichen Typs ist

Va <Tbmc... + Sbmc...) = vaTbmc... + vasbmc
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2. Produktregel: fiir je zwei Tensorfelder Tb-. und S%-. beliebigen Typs ist

Va (Trre. %) = (VaTe.) 8% + T (VoS ).

3. Vertauschen mit Kontraktionen: die kovariante Ableitung eines kontrahierten Ten-
sorfeldes ist das gleiche wie die Kontraktion (iiber entsprechende Indizes) der
kovarianten Ableitung des Tensorfeldes.

Einige Bemerkungen hierzu:

e Der Kronecker-Tensor hat in jedem Koordinatensystem die gleiche Gestalt. Er ist
an jedem Punkt der Koordinatenumgebung gleich und damit auf ganz M. Fur
jeden sinnvollen Ableitungsbegriff sollte seine Ableitung daher verschwinden. In
der Tat folgt dies einfach aus der Relation 62 = 858¢ durch Differenzieren:

Vbl = V8588 + 65V 168 = 2V 460,
Dabei wurde die Produktregel und die Vertauschung mit Kontraktionen benutzt.

e Mit diesem Resultat ldsst sich auch die Vertauschung mit Kontraktionen etwas

klarer formulieren. Es sei T%?. 4 ein beliebiges Tensorfeld und Tebe oy =

Die Konstanz des Kronecker-Tensors ist also dquivalent zu Regel 3.
e Regel 2. ist die Verallgemeinerung der oben formulierten Leibnizregel.

e Mit diesen Regeln ist die kovariante Ableitung eindeutig festgelegt, wenn man
weiss, wie sie auf Vektorfelder wirkt, d.h. wenn man fiir eine (und damit fiir jede)
Karte die Zusammenhangskoeffizienten kennt. Dies folgt aus der unten hergelei-
teten Wirkung auf Kovektorfelder und aus der Tatsache, dass jedes Tensorfeld in
einer Kartenumgebung als eine Linearkombination von dufSeren Produkten der
Basis(ko)vektoren darstellbar ist.

Die Wirkung der kovarianten Ableitung auf ein Kovektorfeld w, ergibt sich aus der
folgenden Betrachtung. Fiir jedes Vektorfeld V¢ ist

Vel(waVY) = Vew VE+ w VeV

Setzen wir hier den Spezialfall ein, wo V¢ ein Koordinatenbasisvektor 9y und wq ein
Koordinatendifferential dx), istﬂ so gilt (man beachte, dass (dx),0x) = dxadf = &
ist)

0=Vl = (vedxia) 38 + dxl, (V.09).

5Man beachte hier die unterschiedliche Qualitit der Indizes: ‘k” und ‘i’ stehen fiir beliebige natiirliche
Zahlen zwischen 1 und n wihrend “a” hier als (zusatzlicher) Indikator dafiir steht, dass es sich um
Kovektoren bzw. Vektoren handelt.
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Uberschieben wir diese Gleichung jetzt mit 9§, d.h. berechnen wir die Richtungsablei-
tung in Richtung des Basisvektors 07, dann folgt

- (Vedxja) 9808 + dxd, (V5,08)
- (vedxia) %98 + dxJ, (Z rfk(x)ag> - (vedxg) 0¢84+ 1, (x)
i
Das (0, 2)-Tensorfeld Vedxja hat die Koordinatendarstellung
Vedx’;1 = Z oc’-im(x)dx’édxﬁ1
im

mit zu bestimmenden Koeffizientenfunktionen «'yi(x). Setzen wir dies in die obige
Gleichung ein, so folgt

—T = (V dx) ) Zoclm <dx dxpt ) ofoR
= Z oJim(x) (et ) (dx™09) = od (x).

Damit haben wir die beiden wesentlichen Relationen fiir die Zusammenhangskoeffizi-
enten gefunden:

Vedf =) TH(x)dx(df,  Vedxl=—) Ni(x)dxgdxk. (A.3.3)
1k 1k
Hiermit kann man die kovariante Ableitung fiir beliebige Tensorfelder bestimmen.
Als Beispiel sei hier ein (0, 2)-Tensorfeld betrachtet, das die Koordinatendarstellung
gab =) _ guxdxhdxg
ik

besitzt (das Argument x wird unterdriickt). Die kovariante Ableitung berechnet man
mithilfe der Rechenregeln fiir V. wie folgt

Vegan =) _ (Vegikdxiadx{j + gk Vedxhdxf + gikdxiavedx]g)
ik

= Z < aglkdxldx dxb Jik Z Flmdx1 dxmdxb

— g ) F{?ndxiadxédxgl) _

lm

Eine leichte Umordnung und Umbenennung der Summationsindizes ergibt schlief3-

lich
Vegab =) _ ( ai‘f Z = glmrg;g) dxLdxtdxf. (A.3.4)
ikl m
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Das bedeutet, die Komponenten der kovarianten Ableitung von gqp in einer Basis ist
durch den Ausdruck in Klammern gegeben. Auf dhnliche Weise berechnet man die
kovariante Ableitung fiir Tensorfelder anderen Typs.

Die Bezeichnung ‘Zusammenhang’ kommt daher, dass wir mit der kovarianten Ablei-
tung ein Werkzeug in der Hand haben, mit dem wir Vektoren an verschiedenen Punkten
der Mannigfaltigkeit miteinander in Beziehung bringen kénnen und damit einen Zu-
sammenhang zwischen ihnen herstellen. Um dies zu sehen, betrachten wir zwei Punk-
te P und Q in M und eine glatte Kurve y(A) zwischen ihnen, so dass P = y(0) und
Q = (1) gilt. An jedem Punkt der Kurve gibt es den Tangentialvektor t = ¥(A). Es sei
nun ein Vektorfeld V entlang der Kurve gegeben, dann nennen wir V ein paralleles
Vektorfeld entlang v, falls an jedem Punkt der Kurve

ViV=0

ist. Man sagt auch, der Vektor V(P) werde entlang vy parallel transportiert zum Punkt
Q. Dieser Paralleltransport stellt die Verbindung zwischen den Tangentialraumen an
verschiedenen Punkten der Mannigfaltigkeit her.

Offensichtlich ist der Paralleltransport fiir Tensoren vollkommen analog definiert. Der
Paralleltransport ist eine Verallgemeinerung der Parallelverschiebung der euklidischen
Geometrie auf beliebige Mannigfaltigkeiten. Im Falle des euklidischen Raums kann
man den Ableitungsoperator dadurch festlegen, dass man die Zusammenhangskoeffi-
zienten bzgl. der kartesischen Koordinaten Null setzt. Dies bedeutet nicht, dass die Zusam-
menhangskoeffizienten in jedem Koordinatensystem verschwinden. Vielmehr kann man
aus der Koordinatentransformation die entsprechenden Zusammenhangskoeffizienten
berechnen und damit den Ableitungsoperator in beliebigen Koordinaten ausdriicken.

In der euklidischen Geometrie sind Geraden dadurch ausgezeichnet, dass sie bei Paral-
lelverschiebung entlang sich selbst in sich {ibergehen. Anders ausgedrtickt, verschieben
wir den Tangentialvektor an die Gerade in Richtung der Geraden, also parallel zu sich,
so dndert sich seine Richtung nicht. In Analogie dazu betrachten wir im allgemeinen
Fall eine Kurve auf einer Mannigfaltigkeit und in einem beliebigen ihrer Punkte, P,
ihren Tangentialvektor t. Gilt in P

Vit ~t

so nennen wir die Kurve gerade in P. Gilt die Gleichung an jedem ihrer Punkte, dann ist
die Kurve eine Autoparallele

Die so definierte kovariante Ableitung gestattet es uns nun, Tensoren an verschiede-
nen Punkten einer Mannigfaltigkeit miteinander in Beziehung zu setzen. Insbesondere
kénnen wir jetzt die Anderung eines Tensorfeldes in einem beliebigen Punkt in einer
beliebigen Richtung berechnen. Was wir dazu benétigen sind die n®> Zusammenhangs-
koeffizienten in einer Koordinatenumgebung. Nun sind dies offensichtlich viele Frei-
heiten, die man bei der Wahl dieser Koeffizienten hat und es ist nicht klar, wie man
diese wihlen soll. Es ist beispielsweise immer moglich, die Koeffizienten so zu wihlen,

197

’ paralleles Vektorfeld

Paralleltransport

Autoparallele




Torsion

dass ein bestimmtes vorgegebenes Vektorfeld kovariant konstant ist, also eine identisch
verschwindende kovariante Ableitung besitzt.

Um etwas tiber die Freiheiten zu erfahren und damit auch tiber die Moglichkeiten, sie
einzuschranken nehmen wir an, dass es zusétzlich zu V4 einen weiteren Ableitungs-
operator V4 auf M gibt. Wir interessieren uns fiir den ‘Unterschied’ zwischen den bei-
den Operatoren. Offensichtlich gilt fiir jedes Skalarfeld ¢ : M — R

Vo =dd =V,
d.h., die Wirkung der beiden Ableitungsoperatoren auf Skalarfelder ist gleich.

Dagegen ergibt sich fiir Vektorfelder im allgemeinen ein Unterschied, denn in einer
Koordinatenumgebung gilt

d L .2 L
Vogw=2 Tigo Vegr=2 g
1 1

)

Betrachten wir die Differenz der Zusammenhangskoeffizienten

1. _pl l

Berechnen wir diese Koeffizienten nach einer Koordinatentransformation, so stellt sich
heraus, dass sie sich transformieren wie die Komponenten eines (1, 2)-Tensors.

Ubung 1.10: Beweisen Sie diese Behauptung.

Dies liegt letztlich daran, dass der inhomogene Term in der Transformation der Zusam-
menhangskomponenten nicht von den I'’s abhdngt, sondern nur von der Koordinaten-
transformation, und diese ist fiir beide Zusammenhangskoeffizienten die gleiche. Wir
konnen also in der Koordinatenumgebung den Tensor

Z [ﬁ-}k —T} } 91 ® dx' @ dx®
ikl

anschreiben und wissen, dass dieser Tensor tiberall definiert ist. Damit ist gezeigt: die
Differenz zweier Ableitungsoperatoren ist ein (1,2)-Tensorfeld. Es gibt also ebenso viele Ab-
leitungsoperatoren wie es (1,2)-Tensorenfelder gibt. In unserer Indexschreibweise ha-
ben wir
VaVP = VaVP+CoPeVe,  Vawp = Vawy — CoSpwe

fiir beliebige Vektorfelder VP bzw. Kovektorfelder wy. Es ist offensichtlich, dass mit
gegebenem Ableitungsoperator V jedes Tensorfeld C,°. auf diese Weise einen weiteren
Ableitungsoperator definiert, denn die beiden Kriterien fiir Ableitungsoperatoren sind
erfillt.

Um diese riesige Auswahl an Ableitungsoperatoren einschranken zu kénnen, betrach-
ten wir zundchst die Torsion des Ableitungsoperators. Dies ist das (1, 2)-Tensorfeld
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T%., welches durch die Relation
(vavb - vaa) d) = Tcabvcd)

fiir beliebige Skalarfelder ¢ erkldrt wird. Die Torsion ist also ein Maf dafiir, wie weit
die kovariante Ableitung angewandt auf Skalarfelder kommutativ ist. Kann man Ablei-
tungsoperatoren finden, deren Torsion verschwindet? Um diese Frage zu beantworten,
betrachten wir die zwei Ableitungsoperatoren V und V und ihre jeweilige Torsion. Es
gilt nun

vavbd) = va(vb‘b) = vavb(b - Cacbvc(b

und damit
Tcab = Tcab - Cacb + Cbca = Tcab - 2C[acb]-

Sei nun V torsionsfrei, also T¢,1, = 0. Dann erfiillt der Differenztensor die Gleichung
ZC[aCb] = Tcab.

Dies ist eine lineare Gleichung fiir C,y. Eine partikuldre Losung dieser Gleichung ist
einfach
Cacb = Tcab~

Die homogene Gleichung
Ciafp =0

besagt, dass jede ihrer Losungen symmetrisch in den unteren Indizes ist, so dass wir
die allgemeine Losung in der Form

Cacb = Tcab + Sacb

schreiben konnen, wobei S, = Sp%q sein muss, aber sonst beliebig gewahlt werden
darf.

Wir erhalten durch diese Rechnung folgendes Ergebnis

Satz A.1. Auf einer Mannigfaltigkeit kann man immer einen torsionsfreien Zusammenhang
einfithren. Je zwei torsionsfreie Zusammenhiinge unterscheiden sich durch ein Tensorfeld C“p
mit Cacb = Cbca.

Wir werden ab jetzt immer annehmen, dass ein Ableitungsoperator torsionsfrei ist und
dass dem entsprechend der Differenztensor symmetrisch in den unteren Indizes ist.

A.4 Der Riemann-Tensor, Krimmung

Wie stellt man fest ob eine Flache und, allgemeiner, eine Mannigfaltigkeit gekriimmt
ist? Zundchst miissen wir zwei Arten von Kriimmung unterscheiden. Aus unserer An-
schauung entnehmen wir einen Begriff von Kriimmung der darauf beruht, wie sich
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eine Fldache im drei-dimensionalen Raum verbiegt. Dies fiithrt auf den Begriff der ‘du-
Beren Kriimmung’, der mit Hilfe eines umgebenden Raumes definiert werden muss.
Wir sind hier jedoch an der Kriimmung der Raumzeit interessiert, die wir ohne Be-
zugnahme auf einen umgebenden Raum feststellen wollen. Wir benétigen daher den
Begriff der ‘inneren Kriimmung’ oder einfach ‘Kriimmung’.

Diese Kriimmung beruht auf dem Begriff des Paralleltransports bzw. dessen infinitesi-
maler Version, der kovarianten Ableitung. Aus der Anschauung entnehmen wir, dass
sich ein Vektor, der in der Ebene parallel entlang einer geschlossenen Kurve transpor-
tiert wird, wieder auf sich selbst abgebildet wird (vgl. Abb.[A.5). Hingegen ist dies auf
einer Kugel nicht so. Eine weitere Moglichkeit die Kriimmung einer Mannigfaltigkeit

/, | /7 N\

NS

Abbildung A.5: Paralleltransport eines Vektors um eine geschlossenen Kurve in der
Ebene und auf der Kugeloberfliche

zu beurteilen besteht darin, zwei parallele ‘Geraden” zu verfolgen und zu sehen, ob sie
sich voneinander entfernen oder aber aufeinander zulaufen. In der Ebene oder im drei-
dimensionalen euklidischen Raum bleiben parallele Geraden immer parallel, wahrend
dies im allgemeinen nicht so sein muss. Der Grad der Abweichung von der Parallelitéat
ist ein Maf3 fiir die Kriimmung,.

Beide Moglichkeiten beruhen auf dem Begriff des Paralleltransports. Im ersten Fall ist
das offensichtlich. Im zweiten Fall steckt der Paralleltransport im Begriff der geraden
Linie als derjenigen Linie, deren Tangentialvektor parallel entlang sich selbst transpor-
tiert wird.

Wir kommen auf die erste Moglichkeit zuriick (vgl. Abb. und betrachten einen
Vektor, der ausgehend von P entlang der angegebenen Kurve parallel transportiert
wird. Wir nehmen an, dass die Kurvenparameter ein Intervall At bzw. As durchlau-
fen. Uns interessiert die Differenz der Vektoren bei P vor und nach dem Transport. Wir
sehen aus dem Bild, dass dabei zwei Paralleltransporte wesentlich sind, zuerst entlang
der Kurve mit Parameter t nach rechts, wo aus dem Vektor 1 bei P der Vektor 2 entsteht,
und dann entlang der Kurve mit Parameter s nach oben, wo sich Vektor 3 ergibt. An-
schlieSend geht es in umgekehrter Reigenfolge wieder nach P zuriick. Stellen wir uns
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Abbildung A.6: Paralleltransport um eine geschlossene Kurve

jetzt vor, dass dieses ganze Bild infinitesimal zu sehen ist, dann ist es nicht verwunder-
lich, dass bei der Berechnung der Differenz der Vektoren 1 und 5 bei P der Kommutator
der kovarianten Ableitung eine Rolle spielen muss. Wie dies im Detail zustande kommt,
wird ausfiihrlich im Buch von Wald [22] gezeigt.

Wir werden also darauf gefiihrt, den folgenden Ausdruck zu betrachten
Xabc = VaVbVC — VbVaVC

tiir ein beliebiges Vektorfeld V¢. Offensichtlich ist dies ein (1, 2)-Tensorfeld. Es ist nun
eine erstaunliche Tatsache, dass dieser Ausdruck, der scheinbar von der zweiten Ablei-
tung des Vektorfeldes abhangt, tatsachlich nur von dem Vektorfeld selbst abhidngt. Es
kommt nicht einmal die erste Ableitung vor. Wir zeigen dies folgendermafien. Fiir ein
beliebiges Skalarfeld f betrachten wir die zweifache kovariante Ableitung V V4, (fV€)
und erhalten mit den tiblichen Rechenregeln fiir die kovariante Ableitung

VaVp (fV€) = Vo (VpfVE+ 1V, VE)
= (VaVpf) Ve Vo f VVE+ Vi f Vo Ve + (Vo Vi VE).

Bei der Berechnung des Kommutators heben sich die ersten drei Terme weg (man be-

achte, dass wir uns auf torsionsfreie Zusammenhénge beschrianken), so dass wir die
einfache Relation

(VaVe—VpVa) (fVE) =1 (VaVp — VupVa) VE

erhalten. Diese Eigenschaft ist ausschlaggebend dafiir, dass der Wert des Tensorfeldes
Xab© an einem Punkt P € M nur vom Wert des Vektorfelds V¢ bei P abhdngt. Denn nehmen
wir an, dass V¢ und V¢ zwei Vektorfelder sind, die bei P iibereinstimmen. Dann ist
offensichtlich V¢(P) — V¢(P) = 0. Nun kann man immer n glatte Funktionen f (@) mit
fl®)(P) = 0 und n Vektorfelder XE’(X) finden, so dass

n
ve—Vve=3 flaxe,
o=1
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Riemann-Tensor

| Ricci-ldentitaten

gilt. Damit wird

Xab® = Xap® = (VaVp = VpVa) (V= VE) = (VaVp— Vi Va) (Y FOXE,)
a=1
= 19 (VaVe— VpVa) X5,
=1

und somit offensichtlich
Xab“(P) = Xap“(P) = 0.

Das bedeutet, dass tatsdchlich der Wert von X1,(P) nur vom Wert V¢(P) abhidngt. An-
ders ausgedriickt: die Abbildung

(TSP Ve wq) — TSPwe [(VaVp — VpVa) VI

ist an jedem Punkt P eine lineare Abbildung nach R, und daher ein (1, 3)-Tensorfeld,
das wir mit Rqp.? bezeichnen. Das dadurch definierte Tensorfeld ist der Riemann-
Tensor. Wir haben also die folgende Relatiorﬁ

2V Vg Ve = (VaVp — VpVa) V& = Rapc Ve

Ubung 1.11: Zeigen Sie, dass die entsprechende duale Version wie folgt lautet
2V oV we = (VaVp — VpVa) we = —Rapedwa.

Diese beiden Relationen, die es gestatten zweite Ableitungen durch Kriimmungsterme
auszudriicken, findet man auch unter dem Namen Ricci-ldentitaten.

Der Riemann-Tensor ist ein besonderer (1, 3)-Tensor, der einige zuséatzliche Eigenschaf-
ten besitzt. Da ist zuerst einmal die offensichtliche Antisymmetrie in seinen ersten beiden
Indizes:

Rabcd = _Rbacd-

’zyklische Identitat ‘ Auflerdem gilt die zyklische Identitét

| Bianchi-Identitt

R[abc}d = O)

\ sowie die Bianchi-ldentitat

VieRapcd = 0.

Als Beispiel beweisen wir die zyklische Identitdt, die Bianchi-Identitat wird ganz dhn-
lich bewiesen. Wir betrachten zunéchst einen beliebigen total antisymmetrischen (0, 3)-
Tensor Tqp.. Es gilt

Tave = Tiabe) = Tjiablg = Talbd)-

6Das Vorzeichen vor dem Riemann-Tensor und seine Indexstellung unterliegen verschiedenen Konven-
tionen, die leider nicht einheitlich sind.
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Das erste Gleichheitszeichen ist die Definition der totalen Antisymmetrie. Wir bestim-
men

Titabld = 3 (Tiabd — Tivad) = Tiabe

und analog
Tiaioel) = 3 (Tabe = Tiact]) = Tavd-

Wie wenden dies auf die dreifache total antisymmetrisierte Ableitung eines Skalarfel-
des f an
ViaVoVaf = VoV Vaf = 3Riapg *Vaf

und
ViaVoVygf =V ViV f =0,

da der Zusammenhang torsionsfrei ist.
Ubung 1.12: Beweisen Sie die Bianchi-Identitt.

Wie kann man nun den Riemann-Tensor eines gegebenen Ableitungsoperators konkret
berechnen? Sei uns also ein Ableitungsoperator bzgl. eines Koordinatensystems durch
seien Zusammenhangskoeffizienten gegeben. Es gilt dann also

Vo0 =) T (A.4.1)
1

Um die Koeffizienten des Riemann-Tensors zu berechnen, muss man wie tiblich seine
Wirkung auf den Basisvektoren bestimmen, also die Funktionen

Rabc10§oR0fdx g
berechnen. Dazu betrachten wir zunédchst den allgemeinen Fall
XYPZ Rape® = XYP (Vo V29— VyVaz?).
Wir bringen jeweils ein Vektorfeld unter die Ableitung und erhalten dann
XYPZRaped = XV (YPVZ4) YOV, (X9VaZ?) = (XOVaY? = YOVoX) V29,
Die rechte Seite wird auch oft in der Form
[VxVy—VyVx—Vixy]Z (A4.2)

geschrieben, wobei [X,Y] der Kommutator der beiden Vektorfelder X und Y ist (vgl.
Ubung)

Wir spezialisieren jetzt auf den Fall X = 9; und Y = 0y. Dann bekommen wir zuerst

[ai) ak] = O)

203



so dass der dritte Term in (A.4.2) verschwindet. Mit (A.4.1) erhalten wir

Vo, Vo, — Vo, Vo, 01 = Vo Zrkla — Vo, ng’laj
j

or ar?
-y [afil L +Z rLr =i om
j

_y (22 51+Z rhrgr iy | o
— | oxt  oxk Kt KUY m

Damit ergeben sich schliefSlich die Komponenten des Riemann-Tensors aus den Zu-
sammenhangskoeffizienten wie folgt

Ryq™ = 2 6F3{1+Z T — T
ikl  — Oxt Oxk kU1 kU'Yy
j
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