Relativistische Umlaufbahnen und Schwarze L6cher

Die aufregende Geschichte eines Partikels (Photagighes mit dem Schwarzen
Loch Samba tanzt

Dr. Wilfried Tenten Juni 2005 bis Januar 2007

Aufbauend auf der Lagrange DGL und deren numeridobsung werden
Trajektorien von Kérpern sowohl mit der klassisciNawton Theorie als auch mit
der ART inklusive Schwarzschild und Kerr Metrik gelnnet.

Die Lagrange DGL "L" der Kerr'schen Losung der AB3Schreibt ein sparischens
Objekt der Masse M mit einem Drehwinkel-Moment (Bkloment) J:
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Ist a = 0. heil3t das, dieses Objekt rotiert nibhe. Kerr Losung mutiert zur
Schwarzschild Lésung. Fir ¢ = unendlich (infinity)d t = tau reduziert sich die
Schwarzschildldsung auf die Newton Losung der kdagen Mechanik. Das heil3t als
Differenz zwischen der kinetischen (Bewegungs-) poténtiellen (Lage oder Ruhe)
energie (das ist die Aussage der Lagrange Gleighing Gleichung der Bewegung
erfolgt aus einer Vereinfachung der euler-LagraBgeiehung:

d o 9
dt oq’, _ 0q, -0
wobei g eine Koordinate darstellt und q' derené&dhtial zur Zeit ist.

> restart: with(plots): with(plottools):
War ni ng, the name changecoords has been redefined

War ni ng, the name arrow has been redefined



Newton Mechanik
Zunéchst Definitionen: kinetische und potentielteeEjie sowie Lagrange Gleichung

> T := 1/2*(diff(r(t),0)"2 + r(t) 2*diff(phi(t),n» 2);
2 2
T=5 (G0 + 5102 G )

>V = -G*M/r(t);

Vi
>L:=T-V;
] ::é[j't r(t)jz+;r(t)2(§t(p(t)j2 s
> 11 := subs({r(t)=var1, diff(r(t),t)=var2, phi(t)= vars,

diff(phi(t),t)=var4}, L):

__var2? varl’var4> GM
L1:= + +

2 2 varl

Diese Substitution umfasst den radius r(t), dasil phi(t). Dabei fallt wegen diff
(phi(t),t) die Variable 3 weg.

Diese Euler Lagrange Beziehung wird fur die Newtagrange Gleichungen
vorbereitet. Dazu wird die Lagrange Funktion

partiell zuerst nach var4 differenziert und ddmaiksubstituiert.

> ell = diff(L1, vard);

> el2 = diff(L1, var3);

> e13 := subs({varl=r(t),var2=diff(r(t),t),var3=phi
(t),vard=diff(phi(t),t)},e11);

>eqld =el3=1;

> e21 = diff(L1, var2):

> e22 = diff(L1, varl):

> e23 .= subs({varl=r(t), var2=diff(r(t),t), var3=p hi(t),
vard=diff(phi(t),t)}, e21):
> e24 .= subs({varl=r(t), var2=diff(r(t),t), var3=p hi(t),

var4=diff(phi(t),1)}, e22):
> €25 := diff(e23,1):
> eq26 :=e25-e24 =0;
ell:= var? var4

elz:=0



e13::r(t)2[;(p(t)j

eq14::r(t)2[c(ljt(p(t)jzl

GM _
r(t)2

(& d ?
eq26:= (dtz r(t)J — (1) [dt (p(t)j ,

eg31 und eq32 sind entkoppelte DGLs aus eql4

> eq31 := isolate(eql4, diff(phi(t),t));
_d _
eq31.—a @t) =

r(t)?

> eq32 := eval(eq26, eq31);

2 2
eq32:= OI—r(t) - GMZO
dt? r(t)®  r(t)?

Die init Werte werden behalten, die DGLs werden atisth geldst und es wird ein
schon Bildchen gemalt. G und M werden normiert zu 1

> G:=1; M:=1;
G:==1
M:=1
> eq4l :=r(0) = 26;
> eq42 :=D(r)(0) = 0;
> eq43 := phi(0) = 0;
> eq44 = D(phi)(0) = 0.0071;
>en = eval(T +V, {r(t)=rhs(eqg41l), diff(r(t),t)=r hs
(eg42), diff(phi(t),t)=rhs(eg44)});
> | := eval(lhs(eql4), {r(t)=rhs(eq41l), diff(phi(t) ,t)
=rhs(eq44)});

eq4l:=r(0) =26
eqg4: :=D(r)(0)=0
eq4::=¢(0)=0
eg4< :=D(¢)(0) =0.007:
er :=-0.0214229584
| :=4.799¢



Die Exzentrizitat wird nicht benotigt, wird abes&eferenz auzfgefihrt

> epsilon := sgrt(1 + 2*en*|1"2/((G*M)"2));
€:=0.113993840

> inil := eq4l, eq42, eq4s,
inil :=r(0)=26,D(r)(0)=0,¢(0)=0

> eqg51:=dsolve({eq31, eq32, inil}, {r(t), phi(t)},
numeric, output=listprocedure);

eq51:=[t =(proct) ... exdpyom), @(t) = (proct) ... edigrom),

r(t) = (proc¢) ... esmtipyom), éljt r(t) =(procg) ... errwlmtm)}

> polarplot([rhs(eq51(t)[3]), rhs(eq51(t)[2]), t=0. .720],
scaling=constrained, title="Newton L6sung, elliptis che
Umlaufbahn™);

Mewton Lisung, elliptische Umlaufbahn

> pnewton := polarplot([rhs(egq51(t)[3]), rhs(eq51(t 2D,
t=0..720], scaling=constrained, color=black,
legend="Newton LAsung", linestyle=3, thickness=2):

Schwarzschild Metrik
>G:='G"M:="M"



Die Berechnung der Schwarzschild Metrik ist nahieemtisch mit der Newton

Mechanik
Wir nutzen die Lagrange Beziehung:

> f 1= 1/2%(-(c2 - 2*G*M/r(tau))*diff(t(tau), tau)®
+ 1/(1 - 2*G*M/(c 2*r(tau)))*diff(r(tau), tau)

(tau)"2*diff(phi(tau),tau)”2);
2

2 dt

r(t) l_2GM

c?r(t)

> f1 := subs({t(tau)=varl, diff(t(tau),tau)=var2, r
=var3, diff(r(tau),tau)=var4,
phi(tau)=var5, diff(phi(tau),tau)=var6}

Die Euler-Lagrange Beziehungen werden gerechnétlfesleq34)

> ell ;= diff(f1, var2):
> el2 .= diff(f1, varl):
> e13 := subs({varl=t(tau), var2=diff(t(tau),tau),
(tau), varS=phi(tau),

var4=diff(r(tau),tau), var6=diff(phi
(tau),tau)}, ell):
>eqld .=el3 =-gq
>
> e21 .= diff(f1, var4):
> e22 .= diff(f1, var3):
> e23 := subs({varl=t(tau), var2=diff(t(tau),tau),
(tau), var5=phi(tau),

var4=diff(r(tau),tau), var6=diff(phi
(tau),tau)}, e21):
> e24 .= subs({varl=t(tau), var2=diff(t(tau),tau),
(tau), varS=phi(tau),

var4=diff(r(tau),tau), var6=diff(phi
(tau),tau)}, e22):
> e25 ;= diff(e23, tau):
> eq26 .= e25-e24 =0;
>
> e31 ;= diff(f1, var6):
> e32 .= diff(f1, varb):
> e33 ;= subs({varl=t(tau), var2=diff(t(tau),tau),
(tau), varS=phi(tau),

var4=diff(r(tau),tau), var6=diff(phi
(tau),tau)}, e31):
>eq34 :=e33=h;

. 1(2_2GM d,, Y 1(&“”) ,(d
=3¢ j(t(T)j # 5~ S (D) (dT(p(T)j

N2+t

(tau)

, f):

var3=r

var3=r

var3=r

var3=r



eqls:= —[cz - Zr(GTI)VI] [ddt t(l’)j =-a

eq2¢ :=
2 2 2
d d d
— — —
) [dt r(t)j GM 2(0) ) G M[dt t(T)j — (1) (d(p(T)Jz_
1_2GM 2 ) ) 1_2GM r('[)2 dT
[ czr(T)j o c*r(1)
eq34:=r(t)? Ecp(t) =h
Gott-= dt B
Dieses DGL System wird in die folgenden 3 DGLs adfgselt
> e(q53 := isolate(eql4, diff(t(tau),tau));
_d o a
eq53.—dT t(t) =  2GM
r(t)
> e(q54 := isolate(eq34, diff(phi(tau),tau));
d
eqs54:=——-@(1)=
054:= g M) = 2
> e(55 := subs({eq53, eq54}, eq26);
2 2
dolem Lo
eq55:= - (dT r(T)j dr? . G M a? _h
| - 2GM 2czr(t)2 1_22(37“/I r(t)? 24 2CM cory
( c? r(t)J ¢ r(1) ( r(T) j

Die Init Werte werden beibehalten, wir I6sen wiedemerisch und bedienen uns der
Normierungvon M =1 G =1 und c = 1. Dann malenweder ein schon Bildchen

>M:=1,G:=1;c:=1,
M:=1



>eq77 :=r(0) = 26;
eq7i:=r(0) =26

>eq78 :=D(r)(0) =0;
eq7¢:=D(r)(0)=0

> eq79 := phi(0) = 0;
eq7¢:=¢(0)=0

> eq80 := D(phi)(0) = 0.0071;

eg8( :=D(¢)(0) =0.007:

> h := eval(lhs(eq34), {r(tau)=rhs(eq77), diff(phi
(tau),tau)=rhs(eq80)});
h :=4.799¢

> a = sqrt((1 - 2*M/rhs(eq77))*(1 + h"2/rhs(eq77)™
a:=0.977001925

es wird jetzt das effektive Potential mit seinemRémrpunkt visualisiert

> Vsq = sqrt((1 - 2*M/r)*(1 + h"2/r*2)):
> plot([Vsq, a], r=2..40, 0.973..1.12, legend=
['effektives Potential”, "Energie"]);

2));
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effektives Potential

Energie
> fsolve(Vsg=a, r, 10..20);
15.4681243
> fsolve(Vsg=a, r, 20..30);
25.9999999

> ini ;= eq77, eq78, eq79;
ini :=r(0)=26,D(r)(0)=0,¢0)=0

> eq91 ;= dsolve({eq54, eq55, ini}, {r(tau), phi(ta u)l,
numeric,
output=listprocedure);

eq91::[T =(proc() ... emdigyom), @(1) = (proc(t) ... ectigrom),

r(t) =(proc() ... eamipyom), ; r(t) =(procf() ... emﬂpﬂm)}

> rhs(eq91[3])(0);
26.



> x1:=rhs(eq91[2])(200); x2:=rhs(eq91[3])(200);
> x3:=rhs(eq91[3])(1000);x4:=rhs(eq91[3])(2000);
x1:=1.703307048821003
x2 :=20.09292006759241
x3:=15.66763493254419
x4 :=25.69178917671409.
> alpha:=45*2*Pi/360;
a=l
T4

> eq:=x=(rhs(eq91[3])(alpha)); x1:=solve(eq,x);evalf( cos
(alpha));evalf(sin(alpha));
ec :=x=25.99990134722772
x1:=25.9999013
0.707106781

0.707106781

> x0:=evalf(1+2/3)*cos((rhs(eq91[2])(alpha)));
x(0 :=1.66664075

> pschl := polarplot([rhs(eq91(tau)[3]), rhs(eq9l(t au)
[2]), tau=0..300],
scaling=constrained, axesfont=[TIMES, ROM AN,

12], title="Umlaufbahnen um einen
Massekdorper",legend="Schwarzschild"):

> psch2 := disk([15.47*1.56*cos(alpha), 15.47*1.56* sin
(alpha)], 0.5, color=black):

> psch3 := disk([15.47*cos(x3), 15.47*sin(x3)], 0.5 :
color=Dblack):

> psch4 := disk([15.47*cos(x3), 15.47*sin(x3)], 0.5 :
color=Dblack):

> pschb := disk([15.47*cos(x3), 15.47*sin(x3)], 0.5 :
color=Dblack):

> pns := disk([0,0],5.8, color=orange):

Nun die ganze Schonheit der Bahnkurvenschar unmétessekoérper. Das ist der
rote (nicht der grine!!) Punkt. Die Newton Losungjlsdie kreisférmige Bahn dar.
Die rote Linie mit einigen exemplarisch gemaltenbd&ikdrpern die Bahn der
Schwarzschildlésung. Deutlich sind die Unterschirderkennen.

> display([pschl, psch2, psch3, psch4, pschb, pns,
pnewton));



Umlautbahnen um einen Massekirper

.-"'--.-'
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achwarzschild
"""""" Mewton Losung
> pschwarz := polarplot([rhs(eq91(tau)[3]), rhs(eq9 1(tau)
[2]), tau=0..1000],
scaling=constrained, color=blue,
legend=Schwarzschild):
> pschwarz3d := spacecurve([rhs(eq91(s)[3]), rhs(eq 91(s)

[2]),
sqrt(8*(rhs(eq91(s)[3])-2)), s=0.. 2500],
coords=cylindrical, color=black,

numpoints=400):

Kerr Metrik
>M: ="M 1:=""

The same procedure as every year: Das gleichdanKerr Metrik. Das Einzige was



wir andern ist die Lagrange Beziehung

> a = J/M; Delta := r(tau)*2 - 2*M*r(tau) + a"2;
J

a:zm

J2
. 2 _
A:=r(1) 2Mr(r)+W

> f:= 1/2*(-(1 - 2*M/r(tau))*diff(t(tau)  tau)"2

+ r(tau)"2/(Delta)*diff(r(tau) tau)*2 + (r(tau)* 2+a’
2+ 2*M*a2/r(tau))*diff(phi(tau),tau)*2-4 *a*M/r
(tau)*diff(t(tau), tau)*diff(phi(tau), tau));

2
2 r(t)? Er(l’)
f::'l(1 rz(i\/l))( A )J ;r(r)ZZLSTr(T)}I\JAZZ

+;[r(r)2+‘]2+ 2 J(; (p(T)jz— ZJ(it(T)j (C?Tq“)j

M2 Mr(t) r(t)

> f1 := subs({t(tau)=varl, diff(t(tau),tau)=var2, r (tau)
=var3, diff(r(tau),tau)=var4,
phi(tau)=var5, diff(phi(tau),tau)=var6}, f):

Entwicklung der Euler-Lagrange Gleichungen el1ei3i4

> ell := diff(f1, var2):
> el2 := diff(f1, varl):
> e13 := subs({varl=t(tau), var2=diff(t(tau),tau), var3=r
(tau), var5=phi(tau),
var4=diff(r(tau),tau), var6=diff(phi
(tau),tau)}, ell):

Da passiert immer die Anderung: erst war es 1ndanund jetzt -e

>eqld :=el3 = -6

d
eql4:= —(1 - ZMJ Gjr t(T)j - —2 : [dr (P(T)j =-e

r(1) r(T)

> e21 := diff(f1, var4):
> e22 = diff(f1, var3):



> e23 .= subs({varl=t(tau), var2=diff(t(tau),tau),
(tau), var5=phi(tau),

var4=diff(r(tau),tau), var6=diff(phi
(tau),tau)}, e21):
> e24 .= subs({varl=t(tau), var2=diff(t(tau),tau),
(tau), var5=phi(tau),

var4=diff(r(tau),tau), var6=diff(phi
(tau),tau)}, e22):
> e25 ;= diff(e23, tau):
> eq26 .= e25-e24 =0;

var3=r

var3=r

r(t) [(;jt r(t))2 i r(t)? [C?T r(t)j [2 r(T)[c?t I’(T)J -2M [(;jt r(t)

eq26:.= 7 2
r(r)2—2Mr(T)+W {r(T)Z‘ZMr(T)Jf,;],,zJ
) iz d 2 d 2
. r(t) [dTZr(T)J . M(th(T)j +1I’(T)2(d_l_l’('l')j (2r(1)-2M)
J? r(t)? 2 2
(2= 2Mi(n) + s [r(t)z—ZMr(t)+h‘;2]

d d
_;[2 r(t) - Mzr(‘]:)z][; (P(T)jz_ ZJ(dT t(rT()Tj)z(dT (P(T)j 0

> e31 := diff(f1, var6):
> e32 = diff(f1, var5):
> e33 := subs({varl=t(tau), var2=diff(t(tau),tau),
(tau), var5=phi(tau),

vard=diff(r(tau),tau), var6=diff(phi
(tau),tau)}, e31):
>eq34 :=e33=1;

eq34::£r(T)2+ > + 2 ](iqT)j—Wﬂ

M2 M(T) r(T)

es erfolgt eine ganz ahnliche Art der Entkopplung: eq53 bis eq 55)

> eg53 := isolate(eql4, diff(t(tau),tau));

var3=r



2] (C?T (KT)]
A6
_1+m

r(t)

_d
eq53.—OIT t(t) =

> eq53p := subs(eq53, eq34);

2‘][ddr ([(T)J
222 \(d S A G
eq53p::(r(T)2++ ][dr (P(T)J‘ =1

Mz Mr(o) r(T)[—1+r2(TN;J

> eq54 ;= isolate(eg53p, diff(phi(tau),tau));
d —-IM2(r(t)-2M)-2J M?e
eqod:=—@(1) =
a dT(p( ) (1) M2+ 2r(1)>M3 - 2% r(1)

> eq54p := subs(eqb54, eq53);
2J(-IM?(r(t)-2M)-2J M?e)
r(t) (-r(1)>M?+ 2r(t)> M3 - 22r(1))
L. 2M

r(T)

d
eq54p::a t(t) =

> e(55 := subs({eq53, eq54}, eq26);

o] o(o)(ge)-mgo

r(t)2—2Mr(t)+‘]—2 ) 2y
M2 [r(t) —2Mr(t)+M2]
[d ] |
r(t) [drz r(T)J M[_e+r(r)
+ = .
(1) =2M (1) + = r(r)2[-1+rmj



2
L r(t)zuﬁlT r(t)] (2r(t)-2M)
+i

2

2 ; 7
(r(r) -2Mr(1) +I\/I2J

2 J?
Mr(1)?2

(-r(t)3M2+2r(t)> M3 -2 r(T))2

2
[Zr(T)— ](—IMZ(r(T)—ZM)—ZJ M? e)

1
2

ZJ(:T([J(T)j
2] —e+T (-IM?(r(t)-2M)-2J M?e)

(1)? (—1 +r2(T'V)'j (=r(T) M2+ 2 1(T 2 M - 2 1(1))

=0

Losung der DGL mit den angenommenen init-Bedingange

>M:=1:J:=0.37;

M:=1
J:=0.37
>|:=4.7996; e :=0.9772;
| :=4.799¢
€:=0.977:
> eq77 :=r(0) = 26;
eq7i:=r(0) =26

>eq78 :=D(r)(0) =0;
eq7¢:=D(r)(0)=0

> eq79 := phi(0) = 0;
eq7¢:=¢(0)=0

> eq80 := D(phi)(0) = eval(rhs(eg54), {r(tau)=rhs

(eq77)});
eq8( :=D(¢)(0) = 0.0071430043¢

> ini :=eq77, eq78, eq79;
ini :=r(0)=26,D(r)(0)=0,¢0)=0



> eq91 := dsolve({eg54, eqg55, ini}, {r(tau), phi(ta ul,
numeric,
output=listprocedure);

eq91::{T=(proc(r) ... eavyom), @(t) = (proc () ... evdbigyom),

r(t) =(proc() ... esmetipgyom), :T r(t) =(proc() ... amﬂpmn)}

> polarplot([rhs(eq91(tau)[3]), rhs(eq9l(tau)[2]), tau=
0..2000],
scaling=constrained, color=red, title="Ke re
direkt",legend="Umlaufbahn rechts auf x-Achse
beginnend");
Ierr direkt

Urmlauftbahn rechts a

> pkerrd := polarplot([rhs(eq91(tau)[3]), rhs(eq91( tau)
[2]), tau=0..1000],

scaling=constrained, color=red, legend="K err
direct"):

>M:=1:J:=-0.37;



J:=-0.37

>|:=4.7996; e := 0.976797;

| :=4.799¢
€:=0.97679
>eq77 :=r(0) = 26;
eq7i:=r(0) =26

>eq78 :=D(r)(0) =0;
eq7¢:=D(r)(0)=0

> eq79 := phi(0) = 0;
eq7¢:=¢(0)=0
> eq80 := D(phi)(0) = eval(rhs(eg54), {r(tau)=rhs
(eq77)});
eq8( :=D(¢)(0) =0.00705389931

>ini :=eq77, eq78, eq79;
ini :=r(0)=26,D(r)(0)=0,¢0)=0

> eq91 := dsolve({eg54, eqg55, ini}, {r(tau), phi(ta ul,
numeric,
output=listprocedure);

eq91::{T=(proc(r) ... eavyom), @(t) = (proc () ... evdbigyom),

r(t) =(proc() ... esmetipgyom), C?T r(t) =(proc() ... emﬂpmn)}

> polarplot([rhs(eq91(tau)[3]), rhs(eq9l(tau)[2]), tau=
0..2500],
scaling=constrained,color=blue, title="Ke re

retro”,legend="Umlaufbahn rechts auf x-Achse beginn end");



Kerr retro

Urnlaufbabn rechts auf x-Achse

> pkerro := polarplot([rhs(eq91(tau)[3]), rhs(eq91(
[2]), tau=0..1000],

scaling=constrained, color=blue, legend="
retro”, axesfont=[TIMES, ROMAN, 12]):
> pkerrl := disk([16.31*c0s(3.63467), 16.31*sin
(3.63467)], 0.5, color=black):
> pkerr2 ;= disk([14.53*c0s(3.923), 14.53*sin(3.923
0.5, color=black):
> pkerr3 := disk([16.31*c0s(10.9765), 16.31*sin
(10.9765)], 0.5, color=black):
> pkerr4 .= disk([14.53*cos(11.7778), 14.53*sin(11.
0.5, color=black):
> display
([pnewton,pschwarz,pkerrd,pkerro,pkerrl,pkerr2,psch
r3,pkerrd,psch3,pns));

tau)

Kerr

)1,

778)],

2,pker
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-------- Mewton Lisung

—  Schwarzschild
kerr direct
kerr retro

Das "Gummibett"

Die Gummibettgleichung, siehe: Misner, Thorne, ¥itkeler,Gravitation, p. 613.
Der Stern wird mit gleichformig verteilter Massegenommen

> M :="'M" m = rp"3/R"3*M;

3
m =P M
R3
> zin ;= int(sqrt(1/(1 - 2*m/rp) -1), rp=2*M..r) + C,
r
2rpcM
1 —
R3

2M

> zout = int(sqrt(1/(1 - 2*M/rp) -1), rp=2*M..r);



M
r-2Mm

zout:=2./2 (r-2M)

> eq201 := eval(zin, r=R) = eval(zout, r=R):

> C := solve(eg201, C):

> pin := plot3d([r*cos(phi), r*sin(phi), eval(zin, {M=1,
R=5.8})], phi=0..2*Pi, r=0..5.8, grid=[25,6],

orientation=[88,135], shading=zhue):

> pout := plot3d([r*cos(phi), r*sin(phi), eval(zout , {M=
1, R=5.8})], phi=0..2*Pi, r=5.8..27, grid=

[25,12],axes=boxed):

Die Trajektorie (Bahnkurve) wird in diese Gummibedrstellung eingemalt. Diesen
Federball kann man drehen und wenden und sich ulieed betrachten.

> display([pin, pout, pschwarz3d], style=hidden);

1. Beispiel

ein Partikel mit einem 0 Grad Moment wird von ein8ohwarzen Loch "Kerr Typ"



eingefangen; mit max. Spin-WinkeI-Momen} (a =M ) angenommen.
> restart:
> a := J/IM; Delta := r(tau)"2 - 2*M*r(tau) + a"2;

J

a:zm

J2
A:=r(1)2=-2Mr(1) e

> f:=1/2*(-(1 - 2*M/r(tau))*diff(t(tau),tau)"2
+ r(tau)"2/(Delta)*diff(r(tau),tau)"2 + (r(ta uy"2 +
an2 + 2*M*a"2/r(tau))*diff(phi(tau),tau)"2-4*a*M/r( tau)

*diff(t(tau), tau)*diff(phi(tau), tau));
2

r(t) )\ drt

2 r(1)? Er(T)
f::_l(l_ ZMJ(d t(r)j +2 r(r)2_2(;Tr(T)+j'\J;

+;[r(r)2+‘]2+ 2 32 ](C?T([(UJZ_ZJ[;T'[(UJ(;(KT))

M2 Mr(T) r(T)
> f1 := subs({t(tau)=varl, diff(t(tau),tau)=var2, r (tau)
=var3, diff(r(tau),tau)=var4,
phi(tau)=var5, diff(phi(tau),tau)=var6} , f):

> ell ;= diff(f1, var2):
> el2 ;= diff(f1, varl):
> e13 := subs({varl=t(tau), var2=diff(t(tau),tau), var3=r
(tau), var5=phi(tau),
var4=diff(r(tau),tau), var6=diff(phi
(tau),tau)}, ell):
>eqld :=el3 =-¢;

d
eqls:= —[1 - rZ(ITVI)j ((;jr t(r)j - ZJ(?(TTT(T)j =-e

> e21 = diff(f1, var4):
> e22 .= diff(f1, var3):
> e23 := subs({varl=t(tau), var2=diff(t(tau),tau), var3=r
(tau), var5=phi(tau),
var4=diff(r(tau),tau), var6=diff(phi
(tau),tau)}, e21):
> e24 .= subs({varl=t(tau), var2=diff(t(tau),tau), var3=r
(tau), varS=phi(tau),



var4=diff(r(tau),tau), var6=diff(phi
(tau),tau)}, e22):
> e25 ;= diff(e23, tau):
>eq26 .= e25-e24 =0;

N 0 I A0 | QL LA R

> 2
r(T)2—2|\/|I’(T)+'\‘::|2 {r(T)Z—ZMr(T)+I;J/|22J

2

d? 2
Krf[wﬁdtﬂ M(iguoj 1«Tf(igmoj(2ru)—2M)
+ + + =

2

2 2 2
r(T)z_ZMr(T)'FI\\iIZ r(T) [r(T)Z—ZMr(T)+'j|22]

d d
_;[2 r(t) - Mzr(‘]:)zj [; cP(T)jZ 29 (dt t(:()))gdr <p(r)j g

> e31 := diff(f1, var6):
> e32 = diff(f1, var5):
> e33 := subs({varl=t(tau), var2=diff(t(tau),tau), var3=r
(tau), var5=phi(tau),
var4=diff(r(tau),tau), var6=diff(phi
(tau),tau)}, e31):
>eq34 :=e33=1;

eq34::[r(T)2+ r + 2 ]((;jt(p(T)j—Wﬂ

M2 M(T) r(T)

> eg53 := isolate(eql4, diff(t(tau),tau));

L4 2M

r(t)

_d
eq53.—OIT t(t) =

> eq53p := subs(eq53, eq34);



=107 e ey (0 s
eq53p__[r(T) e Mr(t)j[dT (p(T)j r(T)[‘lJ’rz(rN;j

> e(q54 := isolate(eg53p, diff(phi(tau),tau));
d -IM2(-r(1) +2M) +2JM?e
eqb4:=—— (1) = 3(2( ) 2)3 5
dt r(1)3M2=2r(t)> M2+ J%r(1)

> eq54p := subs(eq54, eq53);
o, 23 M2 (-r(t)+2M)+2J M?e)
r(t) (r(t)>M2=2r(1)?> M3+ J2r(1))
2M
_1+7

r(t)

d
eq54p::a t(t) =

> eq55 := subs({eg53, eq254}, eg26);
r(t) [otljt r(r)] i r(t)? [:T r(t)j [2 r(T)[c?t r(r)] -2M [otljt r(t)

eqb5:= 5 5

r(T)Z—ZMr(T)+'\::|2 {r(T)Z—ZMr(T)+I;J/|22J

d 2
23| —q(1)
r(t)? [dzz r(r)] M[_e+(dtj]
dt r(t)
+ .J2 + 2
I’(T)Z—ZI\/II’(T)+W r(T)z[_lJ,z'V'j

r(T)

2
L r(t)zuﬁlT r(t)] (2r(t)-2M)
5 2

2 ; 7
(r(r) -2Mr(1) +I\/I2J



2r(1)- 25 (-IM2(=r(1)+2M)+2J Mze)2
1 M r(t1)?

2

(F(T)3MZ = 2 (T )2 M2 + 32 1(1))

ZJ(C(:[([(T)j
2J _6+T (-IM2(-r(1)+2M)+2J M?e)

B 2M =0
r(t)? [—1 + I’(T)j (r(1)>M?2=2r(1)>M3+ J321(1))

>M:=1;J:=1;

M:==1

=1

>[:=0;e:=1;

[:=0

e=1
>eq77:=r(0) =5;

eq7i:=r(0)=5
> eq78 := D(r)(0) = -0.64;
eq7¢ :=D(r)(0) =-0.64
> eq79 := phi(0) = 0;
eq7¢:=¢(0)=0
> eq80 := D(phi)(0) = eval(rhs(eqg54), {r(tau)=rhs
(eq77)}); .
eq80:=D()(0) =20
> ini ;= eq77, eq78, eq79;
ini :==r(0)=5,D(r)(0)=-0.64, ¢(0)=0

> eq91 := dsolve({eq54, eg55, ini}, {r(tau), phi(ta

numeric,
output=listprocedure);

eq91::[t:(proc(r) ... exigyom), (1) = (proc(t) ... encbigrom),

r(t) =(proc() ... eaipyom), otljt r(t) =(proc() ... mfnﬂnnm)}

w},



> with(plots):
War ni ng, the nane changecoords has been redefi ned

> polarplot([rhs(eq91(tau)[3]), rhs(eq9l(tau)[2]), tau=
0..4.49],
scaling=constrained, numpoints=2400);

2. Beispiel
Hier wird das Verhalten eines Partikels nahe ds&bilen Orbits demonstriert. Das
Partikelchen umkreist den Korper einige male undlwiann rausgeschleudert. Klar,
das werden wir auch animieren.

> restart:
> f:= 1/2*(-(c"2 - 2*G*M/r(s))*diff(t(s),s)"2 + 1/ @a-2
*G*M/(c”2*r(s)))*diff(r(s),s)"2 + r(s) 2*diff(phi(s ),s)"

2);



2

fi= 1(2‘ZGM 9 9)) 1(§Sr(s)j 1 o(d Y
“2l° (&9 + 2 S+ 219 5%

2 r(s) )lds "2 ,_2GM
c?r(s)

> f1 .= subs({t(s)=varl, diff(t(s),s)=var2, r(s)=va r3,
diff(r(s),s)=var4, phi(s)=var5, diff(phi(s),s)=var6 }):
> ell := diff(f1, var2):
> el2 := diff(f1, varl):
> e13 := subs({varl=t(s), var2=diff(t(s),s), var3=r (s),
var5=phi(s), vard=diff(r(s),s), var6=diff(phi(s),s) }

ell):
>eqld :=el3 =-alc;

eqls:= —[cz - Zr?S;V' ] GS t(s)) = -%

> e21 := diff(f1, var4):
> e22 := diff(f1, var3):

> e23 := subs({varl=t(s), var2=diff(t(s),s), var3=r (9),
var5=phi(s), vard=diff(r(s),s), var6=diff(phi(s),s) }
e21):

> e24 .= subs({varl=t(s), var2=diff(t(s),s), var3=r (9),
var5=phi(s), vard=diff(r(s),s), var6=diff(phi(s),s) }
e22):

> e25 = diff(e23, s):
> eq26 .= e25-e24 =0;

eq2c =
2 d2 2
GS r(s)) GM e r(s) G M[(;jst(s)j d 2
- + —1(s)| c¥s) | =
[1— > J 2r(s)2 1- 2 1(s)
cr(s)
> e31 := diff(f1, var6):
> e32 := diff(f1, varb):
> e33 := subs({varl=t(s), var2=diff(t(s),s), var3=r (s),
var5=phi(s), var4=diff(r(s),s), var6=diff(phi(s),s) H

e31):
> eq34 :=e33 = h/c;

eq34:=1(s)? (C?S q(s)j -

> eqb3 := isolate(eql4, diff(t(s),s));



a

c (—cz + Zr?s)Mj

_d __
eq53.—d—st(s) =

> eq54 := isolate(eq34, diff(phi(s),s));

d h
eq54:=— @(s) =———
q dSCP( ) cr(s)?

> eq55 = eval(eq26, {€q53, eq54)});
eqst =

2 2
d GM & Ks)
[ds r(s)) ds® G Ma’ h?

+ +
2G MY 1_2GM 2G MY 1(s)*c?
[1— 2 r(s)j c?r(s)? 2 1(s) r(s)zcz(—02+ ) j

>M=1,G:=1;c:=1;

>eq77 :=r(0) =3.76777,
eq7i:=r(0)=3.7677"

>eq78 :=D(r)(0) =0;
eq7¢:=D(r)(0)=0

> eq79 = phi(0) = 0;
eq7¢:=¢(0)=0

> eq80 := D(phi)(0) = 0.30290054;
eq8( :=D(¢)(0) = 0.3029005

> h := eval(lhs(eq34), {r(s)=rhs(eq77), diff(phi(s) ,S)
=rhs(eq80)});
h :=4.30000356

> a = sqrt((1 - 2*M/rhs(eq77))*(1 + h"2/rhs(eq77)" 2));
a:=1.03936478

> Vsq = sqrt((1 - 2*M/x)*(1 + h"2/x"2)):
> plot([Vsq, a], x=2..25, a-0.1*a..a+0.1*a, legend=
['effektives Potential”, "energie"]);
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> ini :=eq77, eq78, eq79;
ini :=r(0)=3.7677,D(r)(0)=0,¢(0)=0

> eq91 ;= dsolve({eq54, eq55, ini}, {r(s), phi(s)},
numeric, output=listprocedure);

eq91::[s: (proc(@) ... eirom), @(s) = (proc @) ... esvtipyom),

r(s) = (proc @) ...errd:lmxm:),(ir(s):(proc(s) emﬂmrm‘)}

> with(plots):
War ni ng, the nane changecoords has been redefi ned

> polarplot([rhs(eq91(s)[3]), rhs(eq91(s)[2]), s=O0. .100],
scaling=constrained);



> pl := plot3d([x*cos(t), x*sin(t), sqrt(8*(x-2))], X=
2..14, t=0..2*Pi, style=hidden):
> p2 .= spacecurve([rhs(eq91(s)[3]), rhs(eq91(s)[2] ),

sqrt(8*(rhs(eq91(s)[3])-2)), s=0..130],
coords=cylindrical, color=black, numpoints=400):
> display([p1, p2]);



>N :=75; nstep := 2;

N:=75

nstef :=2

> for i from O by nstep to N*nstep do
pl[i] := polarplot([rhs(eq91(s)[3]), rhs(eq91(s)[
s=i..I+nstep], numpoints=5):
pl3d[i] := spacecurve([rhs(eq91(s)[3]), rhs(eq91(
[2]), sqrt(8*(rhs(eq91(s)[3])-2)), s=i..i+nstep],
coords=cylindrical, numpoints=5, color=black):
plsum(i] := display(seq(pl[j*nstep], j=0..i/nstep
pl3dsumli] := display({p1, seq(pl3d[j*nstep], j=
0..i/nstep)}):
end do:
> display([seq(plsuml[i*nstep], i=0..N)], insequence
scaling=constrained);

2]),

)):

=true,



