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Dieses kleine MAPLE Beispiel soll mit einfachen @leingen die Planeten- und
Kometenbahnen aus Erdsicht zeigen. Exemplarisch

wurde dazu der Planet Merkur und der Komet Hallesgasucht. Andere Planeten,
Asteroiden oder Kometen lassen sich durch Einsdtmen Ephemeriden leicht
einfigen.

Es wird zunachst mit einer reinen Ellipsenbahregenet und anschlielRend die
Kepplerbbahnen betrachtet. Relativistische Effski@ie Bahnstérungen durch
Monde und andere Himmelskdrper bleiben hier unbesightigt.

Das soll ja auch nur ein einfaches Beispiel seas,gich mit dem Anspruch eines
Schulerwissens der gymnasialen Oberstufe leiclsteleen lassen soll.

Die Ephemeriden sind von: http://www.solarviews.égenm/datal.html und
http://www.solarviews.com/germ/data2.html

> restairt;

Kreis- und Elliptische Bewegungen

Erst mal die Kreisbewegung mit Radius r und deraRansperiode omega:
X(t) = a*cos(2*Pi*t/omega), y(t) = a*sin(2*Pi*t/oaga).

Die Erdbahn besitzt einen mittleren Radius von 6B¥&m, omega = 1 Jahr.
>r_erde := 6378.14: omega_erde := 1:

x_erde :=t->r_erde*cos(2*Pi*t/omega_erde): y_er de :=
t ->r_erde*sin(2*Pi*t/omega_erde):
plot([x_erde(t), y_erde(t), t=0..1],title="Erdbahn als

Kreisbahn™);



Erdbahn als Kreisbahn
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Jetzt erweitern wir diese Sicht auf die Ellipsenbdbie Exzentrizitat betragt:
0.0167.
Zeichnen wir das mal, und wir werden sehen: aus stthénen Rund wird ein Ei.
>e _erde :=.0167:
c_erde :=r_erde*e_erde;
b_erde :=r_erde*sqrt(1l-e_erde”2);

c_erde :=106.51493

b _erde :=6377.25053

Die Ellipsen verlangen eine etwas andere matheom&iBarstellung, denn der
Kreisradius wird einerseits gestreckt
andererseits gestaucht. Genannt wird dies dangrdise bzw. die kleine Halbachse:

>x_erde :=t->r_erde*cos(2*Pi*t/lomega_erde) + c_er de:
y_erde :=t->b_erde*sin(2*Pi*t/omega_erde):
plot([x_erde(t), y_erde(t), t=0..1], title="Erdbahn mit

ihrer Exzentizitat" );



Erdbahn mit ihrer Exzentizitit
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Schauen wir und die sonnennachste Bahn an: didddaur:

>r_merk :=2439.7: omega_merk := evalf((r_merk/r_e rde)®
(3/2)):

e_merk :=.2056: c_merk :=r_merk*e_merk: b_m erk :=
r_merk*sqrt(1-e_merk"2):

x_merk :=t->r_merk*cos(2*Pi*t/omega_merk) + c_me rk:

y_merk :=t->b_merk*sin(2*Pi*t/omega_merk):
plot([x_merk(t), y_merk(t), t=0..omega_merk],
scaling=constrained);
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Vergleich mit der idealen Kreisbahn des Merkur:
>xc_merk :=t->r_merk*cos(2*Pi*t/fomega_merk) + c_m erk:



yc_merk :=t ->r_merk*sin(2*Pi*t/omega_merk):

plot({[xc_merk(t),yc_merk(t), t=0..omega_merk], [X_ merk
(t), y_merk(t), t=0..omega_merk]},
scaling=constrained,color=[red,blue],title="Verglei ch der

Merkurbahn: Kreisbahn (rot) mit Ellipsenbahn (blau) ")
Wergleich der Merkurbahn: Kreisbahn (rot) mit Ellipsenbahn (blau)
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Vergleichen wir diese Bahnen mit dem berihmtendya{omet
>r_halley :=115216: omega_halley := evalf
((r_halley/r_erde)™(3/2));
e_halley :=.97: c_halley :=r_halley*e_halley:
b_halley :=r_halley*sqrt(1-e_halley”2):
x_halley :=t ->r_halley*cos(2*Pi*t/omega_halley) +
c_halley:
y_halley :=t -> b_halley*sin(2*Pi*t/omega_halley):
plot([x_halley(t), y_halley(t), t=0..omega_halley],
scaling=constrained);

omega_halley :=76.7764661
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Der Halley Komet benétigt 77 Jahre fir einen Sonndauf und seine Ellipse ist sehr
gestreckt.

Relative Bewegungsung und deren Bahnfiguren

Oben habe ich die Bahnen der Planeten vorgeddal$t.ist zwar unter
Vernachlassigung aller Nebeneffekte wie Monde, Bfaessung anderer Planeten
passiert

und auch relativistische Effekte sind nicht vorhemdalso keine Periheldrehungen.
Darauf kommt es auch hier nicht an.

Schauen wir jetzt mal auf die relative BewegungRlaneten zueinander. Wir, die
Menschen auf der Erde, schauen den Merkur an. gtfierswir seine Bahn?

Der Merkur als auch die Erde sind in standiger Bpwg und der Merkur ist
sonnennaher, bewegt sich demnach schneller.

Also

>tmax := max(2*omega_merk, 2*omega_erde):

plot([x_merk(t) - x_erde(t), y_merk(t) - y_erde(t), t=
0..tmax], scaling=constrained,

> title="Die Merkur Bahn von der Erde aus gesehen (Er de im
Mittelpunkt)");



Oie Merkur Bahn von der Erde aus gesehen (Erde im Mittelpunkt)
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Wir beobachten eine seltsame wellenférmige BewegDigse Wellenform hat
offensichtlich mit der Differenzbildung der Einzelsegungen zu tun.

Schauen wir in den Himmel und beobachten den Maaisehen wir, dal3 er sich auf-
und ab bewegt, dal3 er sogar stehenbleibt und aich g

rickwarts bewegt. Vergleicht das mal diesem Ergebnd schaut mal, wie einfach
das Ergebnis zu erhalten war!!!

Wagen wir uns damit mal an Halley:

> tmax := max(2*omega_halley, 2*omega_erde):

plot([x_halley(t) - x_erde(t), y_halley(t) - y_erde (1),
t=0..tmax], scaling=constrained,

> title="Die Kometenbahn des Halley von der Erde aus

gesehen, Erde im Mittelpunkt)");



Die Kometenbahn des Halley van der Erde aus gesehen, Erde im Mittelpunkt)
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Jedoch ist ein Fehler in den Bildern!! Welcher wol???

Die Umlaufgeschwindigkeit ist nicht konstant, somdsie verhalt sich gemaf Kepler:
- Die Quadrate der Umlaufzeiten von Planeten \rhaich wie die Kuben der
grof3en Halbachsen

- Ein Planet Uberstreicht in gleichen Zeiten gleiétéchen.

Der Einflu3 der Gravitation

Die Gravitationskraft F = gamma * Mm/r*2 zeigt dibhangigkeit derselben vom
Abstand des umlaufenden Kérpers.

Schreiben wir dies in differentieller Form:
X" =-x/"3, y" =-y/r"3.
unter Beachtung, daf3:

XN2 +yN2 =12
1/r"2= sgrt((x")"2+(y")"2)

Durch eine kleine Substitution wird die Angelegebkiereinfacht:
u=x"and v=y'

Somit kénnen 4 Gleichungen erster Ordnung niedehyeben werden:
>x=XT y=yiu = viE v e=

> ODEa := diff(x(t),t)=u(t):

ODED := diff(y(t),t)=v(t):

ODEc := diff(u(t),t)=-x(t)/(x(t)2+y(t)*2)\(3/2):

ODEd := diff(v(t),t)=-y(t)/(x(t)2+y(t)*2)\(3/2):



eqns := [ODEa, ODEb, ODEc, ODEd];

aans = 3 x() = u(), Sy =v(n), Suy = -

(x(1)2+y(1)2)

.
y(t)
(x(t)2+y(1)2)

d - —
av(t)_ )

Differentialgleichungen werden durch Integratiotbgeund dazu muf3 auch die
Integrationskonstante bekannt sein. Dieses wirdHtiié

der Anfangswertbedingung erméglicht. Jedoch mufRdiangswertbedingung
vernunftig sein.

>|Cx :=x(0) =1:
ICy :=y(0) =0:
ICu :=u(0) =0:
ICv :=v(0) =1:
solcurve := dsolve({ODEa, ODEb, ODEc, ODEd, ICx, IC Y,
ICu, ICv},
[x(1), y(t), u(t), v(t)], numeric):
Jetzt schauen wir uns ausgewéhlte Ortspunkte &h:Mj 3Pi/2 und 2Pi:
> P1 := solcurve(Pi/2);
P2 := solcurve(Pi);
P3 := solcurve(3*Pi/2);
P4 := solcurve(2*Pi);
P1:=[t=1.5707963267949x(t) = -0.487816757432923966 £0

y(t) = 0.99999924677821472u(t) = -1.00000028690815834
v(t) = -0.129483408989805246 0

P2 :=[t=3.14159265358¢ , x(t) = -0.9999977479662783 ,

y(t) = -0.390191275915263204 Fpu(t) = 0.479099051889369946 F0
v(t) = -1.00000129387785952 ]

P3:=[t = 4.71238898038¢, x(t) = 0.0000110542484625399¢ ,
y(t) = -0.999996585358547740u(t) = 1.00000198868718027
v(t) = 0.0000113844052061435122 ]

P4 :=[t=6.28318530717¢, X(t) = 0.9999961666598354
y(t) = 0.0000198086268683804034i(t) = -0.0000200848149460668667
v(t) = 1.00000191386782555 ]

Und dann lassen wir uns die Werte von x und y diBsekte geben:
> Pla = [op(2,P1[2]),0p(2,P1[3])];



P2a :=[op(2,P2[2]),0p(2,P2[3])];
P3a :=[op(2,P3[2]),0p(2,P3[3])];
P4a := [op(2,P4[2]),0p(2,P4[3])];
Pla :=[-0.487816757432923966 £00.99999924677821477

P2a :=[-0.999997747966278382 -0.390191275915263204]10
P3a :=[0.0000110542484625399¢ , -0.9999965853585477 ]
P4a :=[0.9999961666598354 , 0.0000198086268683804C( ]

Wir erhalten damit einen Kreis, periodisch in 2Pas erstaunt nicht weiter.
> with(plots):

pointplot([seq([op(2,solcurve(t*.05)[2]),0p(2,s0lcu rve
(t*.09)[3])],
t=0..125)], connect=true,title="Kreisbahn" );
Kreishahn i
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Wiederum das Spiel am Anfang gezeigt hier wiedériwvoim Kreis zur Ellipse.
Zunéchst jedoch machen wir ein Beispiel mit beiebi Werden, um zu sehen ob wir
eine Ellipse erhalten:
>e :=0.8; a:=1; tmax := 2*Pi*a*sqrt(a):
ICx := x(0) = a*(1-e);
ICy :=y(0) =0:
ICu :=u(0) =0:
ICv := v(0) = evalf(sqrt((1+e)/(a*(1-e))));
solcurve := dsolve({ODEa, ODEb, ODEc, ODEd, ICx, IC Y,
ICu, ICv},

[x(1), y(t), u(t), v(t)], numeric);
pointplot([seq([op(2,solcurve(t*tmax/100)[2]),

op(2,solcurve(t*tmax/100)[3])],

t=0..100)], connect=true,
scaling=constrained,title="Ellipsenbahn);
€:=0.8



a:==1
ICx:=x(0)=0.2
ICv :=v(0) = 3.00000000

solcurve :=proc(x_rki45) ... end pro

Ellipsenbahn

H0.6

Kommen wir zuriick auf unsere relativen Planetenbahmd
Merkur Bahn an.

r-0.b

schauen uns die Erd-

Ich wechsel jetzt mal in der Radiusdarstellungasifonomische Einheiten.

>a_erde :=1; tmax_erde := 2*Pi*a_erde*sqrt(a_erde);
ICxe := x(0) = a_erde*(1-e_erde);
ICye :=y(0) =0:
ICue :=u(0) =0:
ICve := v(0) = evalf(sqrt((1+e_erde)/(a_erde*(1-
e_erde))));
solcurvee := dsolve({ODEa, ODEb, ODEc, ODEd, ICxe,
ICue, ICve},

[x(1), y(t), u(t), v(t)], numeric);
a_merk :=r_merk/r_erde; tmax_merk := 2*Pi*a_merk*s

(a_merk);

ICxm := x(0) = a_merk*(1-e_merk);
ICym :=y(0) = 0:

ICum :=u(0) =0:

ICvm :=v(0) = evalf(sqrt((1+e_merk)/(a_merk*(1-
e_merk))));
solcurvem := dsolve({ODEa, ODEb, ODEc, ODEd, ICxm,
ICum, ICvm},
[x(1), y(t), u(t), v(t)], numeric);
a erde :=1

ICye,

qrt

ICym,



tmax_erde :=2n
ICxe :=x(0) = 0.983:

ICve :=v(0) =1.01684180
solcurvee :=proc(x_rkf45) ... end pro
a_merk :=0.382509634
tmax_merk :=0.473144246 n
ICxm :=x(0) = 0.303865653
ICvm :=v(0) =1.99186918

solcurvem :=proc(x_rki45) ... end pro

> tmax ;= 2*max(tmax_erde, tmax_merk);
pointplot([seq(
[op(2,solcurvee(t*tmax/300)[2])-op(2,solcurvem
(ttmax/300)[2]),
op(2,solcurvee(t*tmax/300)[3])-op(2,solcurvem(t*tma
[3D)],
t=0..400)], connect=true,
scaling=constrained,title="Merkurbahn von der Erde
gesehen mit gravibedingter Geschwindigkeitskorrektu
tmax ;=4

x/300)

aus

r);



Merkurbahn von der Erde aus gesehen mit gravibedingter Geschwindigkeitsk

Schaut man intensiver hin, so erkennt man, da@esoher inneren Schleife kleiner
sind als andere.

Versuchen wir das gleiche mal mit unserem Kometalhelt:

> ICxe := x(0) = a_erde*(1-e_erde);

ICye :=y(0) =0:

ICue :=u(0) =0:

ICve := v(0) = evalf(sqrt((1+e_erde)/(a_erde*(1-

e_erde))));

solcurve_erde := dsolve({ODEa, ODEb, ODEc, ODEd, IC xe,
ICye, ICue, ICve},

[x(1), y(t), u(t), v(t)], numeric);
a_halley:=r_halley/r_erde;tmax_halley := evalf(2
*Pi*a_halley*sqrt(a_halley));

ICxh := x(0) = a_halley*(1-e_halley);

ICyh :=y(0) = 0:

ICuh :=u(0) =0:

ICvh :=v(0) = evalf(sqrt((1+e_halley)/(a_halley*(1 -
e_halley))));

solcurve_halley := dsolve({ODEa, ODEb, ODEc, ODEd, ICxh,

ICyh, ICuh, ICvh},

[x(t), y(t), u(t), v(t)], numeric);
tmax := 2*max(tmax_erde, tmax_halley);
pointplot([seq(



[op(2,solcurve_erde(t*tmax/1000)[2])-op(2,solcurve halley

(t*tmax/1000)[2]),

op(2,solcurve_erde(t*tmax/1000)[3])-op(2,solcurve_h alley
(t*tmax/1000)[3])],

t=-100..100)], connect=true,

scaling=constrained,title="Bahn des Kometen Halley mit

gravibedingter Geschwindigkeitskorrektur");
ICxe :=x(0) =0.983:

ICve :=v(0) =1.01684180
solcurve_erde :=proc(x_rkf45) ... end pro
a_halley :=18.0642005
tmax_halley :=482.400764
ICxh :=x(0) = 0.541926015
ICvh :=v(0) = 1.90661547
solcurve_halley :=proc(x_rkf45) ... end pro
tmax :=964.801528

Bahn des Kometen Halley mit gravibedingter Geschwindigkeitskarrektur




>
In Sonnennahe befindet sich halley innerhalb ddb&hnn. Die Bahngeschwindigkeit
nimmt mit zunehmender Sonnenn&he auch zu und

ist maximal grof3 im Perihel.

Machenb wir von der erdinneren Bahn mal eine Vdigrting des Bildes

> pointplot([seq(

[op(2,solcurve_erde(t*tmax/5000)[2])-op(2,solcurve halley
(t*tmax/5000)[2]),

op(2,solcurve_erde(t*tmax/5000)[3])-op(2,solcurve_h alley
(t*tmax/5000)[3])],

t=-100..100)], connect=true,
scaling=constrained,title="Bahn des Kometen Halley
innerhalb der Erdbahn (Bahn 1)");
Bahn des Kometen Halley innerhalb der Erdbahn (Bahn 1)
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Diese merkwirdige Bahn stellt also die Spur desétemHalley innerhalb der
Erdbahn dar.

Das obige Bild zeigt die Situation, wenn Halley \aer Erdseite aus in seine
erdinnere Bahn eintaucht.

Das folgende Bild zeigt die Situation, wenn HaNeyn der erdabgewandten Seite in
seine erdinnere Bahn eintaucht.

Hier sind die Kurven etwas weicher geformt.

> pointplot([seq(

[op(2,solcurve_erde(t*tmax/5000+Pi)[2])-op
(2,solcurve_halley(t*tmax/5000)[2]),

op(2,solcurve_erde(t*tmax/5000+Pi)[3])-op
(2,solcurve_halley(t*tmax/5000)[3])],

t=-100..100)], connect=true,



scaling=constrained,title="Bahn des Kometen Halley
innerhalb der Erdbahn (Bahn 2)");
Bahn des Kometen Halley innerhalb der Erdbahn (Bahn 2)
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