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Die Hauptachsentransformationeiner Quadrik in zwei Variablen

liefert als Ergebnis eine Normalform eines Kegetsitbs.

Wir bezeichnen im Folgenden die Variablen riindy statt mitx, und x, und benutzen die
Matrizendarstellung

MR M

Zunachst bestimmen wir diEigenwerteA, undA, der symmetrischen Matrix

a a
A :[ 1, 1 1, j .
al, 2 a2
Wir schreiben der Kiirze halber

A= 1 0,=q , 0,=3 5
und bekommen fir

a a
A= 1 2

nach einer friher gewonnenen Formel die Eigenwerte

A =—+—+
12 2
a, a, «/(0(l a,) +4aq,
A=+ -
2 2 2

und die zugehdrigen Eigenvektoren

A —a
\/j:[J 4]1':1,2.
a

2

Die entsprechendamrmierten Eigenvektorenbilden bei geeigneter Orientierung eine
Drehmatrix R, (Vorzeichen so setzen, dal3 die Determinante 1)wirelche den Kegelschnitt so
dreht, dal3 seine Symmetrieachsen (Hauptachsengldpaeallel zu den Koordinatenachsen sind.
Es gibt (durch Wahl der Reihenfolge der Eigenwbre. der Koordinaten) mehrere
Moglichkeiten, zu drehen - je nach Symmetrie emei oder vier! Die linearen Glieder muss
man gegebenenfalls mit transformieren, asp g, durfch [a;, &, ]R, ersetzen. Abschlief3end
kann man durch quadratische Erganzung die Koefffiereder linearen Glieder zum Verschwin



bringen.

| Beispiel 1: Eine gedrehte Ellipse
[ > restart;
interface(warnlevel=0):
with(plots):
with(plottools):
setoptions(scaling=constrained,axes=none):
setoptions3d(scaling=constrained,style=patchnogrid,
lightmodel=light2):
with(linalg):
gren:=COLOR(RGB,0,.8,0):
> :=(X,y)->36*x"2+29*y"2+24*x*y-180:
q(xy)=a(x.y);
a(x,y) =36 + 29y + 24y x — 180
> Elschief:=implicitplot(q(x,y)=0,x=-3..3,y=-3..3,axe s=normal):
Elschief;
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| Symmetrische Matrix:
[ > A:=matrix(2,2,[36,12,12,29]):
'‘A'=evalm(A);
136 12
A_LZ 29}

t Charakteristisches Polynom:

[ > p[A](X)=sort(det(diag(x,x)-A),X);

I pa(X) =X — 65X+ 900

. Eigenwerte:

[ > print(lambda[1]=20,lambda[2]=45);

| A =20,A,=45

| Eigenvektoren:

[ > print(v[1]= matrix(2,1,[9,12]),v[2]= matrix(2,1,[12 -9D);

| gl 3




. Drehmatrizen aus normierten Eigenvektoren:
[ > print(R[phi]'= matrix(2,2,[3/5,-4/5,4/5,3/5]),'R[p si|'=
matrix(2,2,[4/5,3/5,-3/5,4/5)));

3 A 4 3
| 5 5 | 5 5
A I T A I
| 5 5 5 5
' Drehwinkel:
3 (4 4 Tt
(p=arccos— |=arcsin — | =arctan — [ =.9272952180,y =p——
L 5 5 3 2
' Achsenparallele Ellipsen:
| 202 +45y* - 180= 0 bzw.45x° + 20y’ - 180= 0
' Normalformen:
X 2 2 X 2 2
SeE) e ed3) (3]
L 3 2 2 3
[ > Elnorm:=implicitplot(20*x"2+45*y"2-180=0,x=-3..3,y= -3..3,color=b
lue):
Elsenk:=implicitplot(45*x"2+20*y"2-180=0,x=-3..3,y= -3..3,color=g
ren):

display(Elschief,EInorm,Elsenk,axes=normal);
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Alternative Berechnung der Hauptachsentransformatio
Der Drehwinkekp und die gesuchte Drehmatrix

_[COS(@) -sin(tp)}_[c -}
Ry= sin(p) cog@)l Ls c
laRt sich auch direkt ohne Eigenwertberechnungefinth der transformierten Matrix
T o B B _[c s} a; o [c s}_
" AR(p_[Bz Bj_ s clla, a,jl-s cl”

{_ a,CC+2a,8C+0, S (a4—a1)sc+a2(cz—sz)}

(a,—0,)sc+a,(c*-s°) a,-20a,sc+a,c’

lautet der nicht auf der Diagonale stehende Koiefiit



B, =(a, - a,) sin(g) cog @) + a, (cog @)’ - sin(¢)°)
(a,—a,)sin(2¢)

= 5 +0, cog 2¢).

(Trigonometrische Summenformeln!)
Um 3, =0, also eine Diagonalmatrix zu erreichen, setzt man

(2o ¥ co{ 2¢) G;—0, b 1 a; — 0y
co = ZW. @="_arcco :
® sin( 2) 2a, 4 2 2a,

Weitere Losungswinkel erhalt man durch Addition zyahliger Vielfacher vomr/'2
(Vierteldrehungen).

Der Sonderfalbr, = 0 ist hier unproblematisch, dadann ja bereits eine Diagonalmatrix ist und
man flrR, die Einheitsmatrix, d.lp=0 nehmen kann, was auch mit der Formel
arccofo) = arccof{—«) = 0 zusammenpal3t.

| Beispiel 2: Eine gedrehte Hyperbel
[ > g:=(X,y)->X"2+y"2-4*x*y-3:
‘q(x.y)=a(x,y);
I dx,y) =x"+y -4yx-3
[ > Hyschief:=implicitplot(q(x,y)=0,x=-4..4,y=-4..4,axe s=normal):
Hyschief;




[ Drehmatrizen:

> Ri= (2/2)*matrix(2,2,[sqrt(2),-sqrt(2),sqrt(2),sqrt
print(R[phi]'= R,'R[psi]' =
(1/2)*matrix(2,2,[sqrt(2),sqrt(2),-sqrt(2),sqrt(2)]
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| Symmetrische Matrix:
[ > A:=matrix(2,2,[1,-2,-2,1]):
'‘A'=evalm(A);
|11 -2
] A_[-z 1
| Drehwinkel:
a,—a,
t =0,
cot B¢ ¥ 24,

TT ) 1 . ( ) 1 b I ( I . I’H[)
©o=—, coqQ) = , SIN(Q) = zw. Y =- allgemeingp + .
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[ > print(R[phi]*T*A*R[phi]' = evalm(transpose(R)&*A&* R)),
'R[psi[*T*A*R[psi]' = evalm(R&*A&*transpose(R));

T [1 0
SEUS P
T [3 o0
| RIAR< g
' Achsenparallele Hyperbeln:

x*+3y"-3=0 bzw.3X*-y*-3=0

" Normalformen:
2 2 2 2
(ﬁj 2] =1 baw %] %j -1
> Hywaag:=implicitplot(-x"2+3*y"2-3=0,x=-4..4,y=-4..4 ,color=blue):
Hysenk:=implicitplot(3*x"2-y"2-3=0,x=-4..4,y=-4..4, color=gren):

display(Hyschief,Hywaag,Hysenk,axes=normal);
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Die Hyperbel mit den "waagerechten" Asten entsdundh Drehung unw4 (Vierteldrehung
gegen den Uhrzeigersinn), wahrend die Hyperbeblerit"senkrechten" Asten durch Drehung um
-4 (Vierteldrehung im Uhrzeigersinn) entstand.

Verschiebung durch linearen Anteil
Hatten wir z.B. die Quadrik

x2+y2—4yx+2x+2y—5= 0
zu untersuchen, so ware noch der lineare Anteitansformieren, alspz, 2] R,= [2«/5, 0] zu
bilden. Die transformierte Quadrik lautete dann

2
2+3y2+24/2x-5=0 bzw.~(x-+/2) +3y2-3=0,

und die urspriingliche "waagerechte" Hyperbel we‘x‘ma/& nach rechts verschoben.

| Beispiel 3: Eine schiefe Parabel



[ > g:=(X,y)->x"2+3*y"2+2*sqrt(3)*x*y-sqrt(3)*x+y+4.
q(x,y)=a(x.y);
Ax,y) =2 +3y2+24/3xy-+/3x+y+4

> Parschief:=implicitplot(q(x,y)=0,x=0..6,y=-5..0,axe s=normal,nump
0ints=2000,view=[-6..6,-6..6]):
Parschief;
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t Symmetrische Matrix:
[ > A:=matrix(2,2,[1,sqrt(3),sqrt(3),3]):
'‘A'=evalm(A);

t Charakteristisches Polynom:
[ > p[A](X)=sort(det(diag(x,x)-A),x);

pu(x) = - 4




. Eigenwerte:

[ > print(lambda[1]=0,lambda[2]=4);

| A =0,A,=4
. Eigenvektoren:

[ > print(v[1]= matrix(2,1,[-3,sqrt(3)]),v[2]=
matrix(2,1,[1,sqrt(3)]));

2

ﬁ Eine Drehmatrix (Determinante 1) und eine Spieggdumatrix (Determinante -1, symmetrisch):

[ > print(R[phi]'= matrix(2,2,[sqrt(3)/2,1/2,-1/2,sqrt (3)/2)),
'S[psi]'= matrix(2,2,[1/2,sqrt(3)/2,sqrt(3)/2,-1/2] );
f3 1 )
_| 2 2 | 2 2
A ERTEN b PR
2 2 2 2

. T Nm , . . Yy T
Drehwinkel: ¢=- E + 7 Steigungswinkel der Splegelgeradezn:—- E

E Transformation des linearen Anteils:
[ > print(R[phi]*T*matrix(2,1,[-sqrt(3),1])=
evalm(matrix(2,2,[sqrt(3)/2,-1/2,1/2,sqrt(3)/2])&*m atrix(2,1,[-s

qrt(3),1])),
'S[psi]*matrix(2,1,[-sqrt(3),1])=
evalm(matrix(2,2,[1/2,sqrt(3)/2,sqrt(3)/2,-1/2])&*m atrix(2,1,[-s

qrt(3),11)));
T[—/3]_[ -2 —ﬁ}_ 0
i RP[ 1}'{ 6}34:1 ‘[-;
| Achsenparallele Parabeln:

4y -2x-4=0,4y°+2x+4=0,4X-2y-4=0,4x°+2y+4=0,
X=2V+2, x=-2y'-2, y=2X+2, y=-2x2-2

> Parl:=plot([-2*y"2-2,y,y=-3..3],color=blue):
Par2:=plot([2*y"2+2,y,y=-3..3],color=blue):
Par3:=plot([x,2*x"2+2,x=-3..3],color=gren):
Par4.=plot([x,-2*x"2-2,x=-3..3],color=gren):

display(Parschief,Parl,Par2,Par3,Par4,axes=normal,v iew=[-6..6,-6

.6]);
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Invarianz des charakteristischen Polynoms
Wegen der Produktregel fur Determinanten gilt fiansformationen mit invertierbarer Matiix

de(B' "’ AB) = de(B) " de(A) de(B) = det(A) .

Deshalb bleibt das charakteristische Polynom umkné:
Pa=P (-1) -
B AB

Insbesondere hat die transformierte MaB(D_(l) A B genau die gleichen Eigenwerte (inkl.
Vielfachheit) und auch die gleiche Spur wie

Klassifikation der Kegelschnitte
Wie erkennt man bei einer ebenen Quadrik

2 2
A 1% Ty % t2a X X% t28 X t28, 3X,ta8; ;=0




den Typ des dargestellten Kegelschnitts?
Mit Hilfe der Eigenwerte bzw. der Determinante

a a 2
d:deq L1 l’jjza -a
2 al, ) a2 1, 1a2, 2 1, 2

kann man sofort eine grobe Einteilung der Kegelgthaornehmen:

Ellipse, Punkt oder leere Menge bei gleichem Vorzeichen der Eigenwert X 0)
Hyperbel oderGeradenpaarbei verschiedenem Vorzeichen der Eigenwedge<(0)
Parabel, Parallelenpaar, Gerade oderleere Mengefalls der Eigenwert O auftritdlf = 0).

Die Achsenabschnitte bei Ellipsen und Hyperbelddirman als reziproke Quadratwurzeln aus
den positiven Eigenwerten.

Zur feineren Unterscheidung braucht man aul3a@uch noch die Determinante der entspreche
raumlichen Quadrik:

a1 o 43
d;=det|a, , &,, A,
a3 B3

Mit s=a, , +a, , hat man dann folgende Kriterien und Normalformen:

d,>0,sd,<0: Ellipse b +a y =a’ b’
sd,>0: leer b® 3 + &y’ =-a’ b’
d,=0: Punkt b>x* +a’y* =0
d,<0, d;#0: Hyperbel b?x? - &’ y? = a° b’
d,=0: sich schneidende Geraden b*x*-a*y*=0
d,=0, d,;#0: Parabel X —ay=0

d,=0: Parallele Geraden oder leer x*-a=0

Im letzten Fall handelt es sich nur @me Gerade, falls diex®3-Matrix den Rang 1 hat

Satz uber die Hauptachsentransformation symmetrisobér Matrizen

Jede symmetrische MatriA aus R(nxn) hat nur reelle Eigenwerte und besitzt Orthonoriasein
(b,,...b,) aus reellen Eigenvektoren. Spaltenweise zusameseir bilden diese eine orthogonale

Matrix B, so daRB’ AB = A eine Diagonalmatrix wird, deren Diagonalelemen¢éeElgenwerte
von A sind.

1. Wir betrachten zunachst einen EigenwkeaiusC und dazu einen EigenvektarEs gilt also



Av=Av und folglich wege =A=A"
)\vTvz()\ V)Tvz(Av)Tv:vTATvszsz)\ Vv

Dav nicht der Nullvektor ist, also’ v =|v[ # 0 gilt, muRA = A reell sein.

2. Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten stebfinander senkrecht: Ist
Av=Av und Aw=pw,

so folgt
vT()\ - u)wsz)\ W—vTuW:vTAw—vTAW:O,

und fUrA # p erzwingt das' w=0.

3. Jeder Eigenraum besitzt eine Orthonormalbasis.Mén eine solche aus einer beliebigen Basis
gewinnt, beschreiben wir weiter unten.

4. Man muf3 sich nun noch Uberlegen, dal3 algebraisuthgeometrische Vielfachheit der
Eigenwerte im Falle einer symmetrischen Matrix ébestimmen (was wir hier tbergehen wolli
Dann kann man die in 3. gewonnenen Orthonormalb@sekigenrdume zu einer
Orthonormalbasis des GesamtraurRegusammensetzen und bekommt mit der daraus gebauten
Transformation die gewiinschte Diagonalgestalt.(Be3)-Matrizen geht das einfach:

- Entweder sind alle drei Eigenwerte verschiedenndstehen die zugehdrigen Eigenvektoren
automatisch aufeinander senkrecht und missen whrggd. normiert werden,

- oder alle drei Eigenvektoren sind gleich; danmisin Vielfaches der Einheitsmatrix, und man
kann irgendeine Orthonormalbasis &g<z.B. die kanonische) nehmen,

- oderA hat einen einfachen und einen doppelten Eigendann nimmt man je einen normierten
Eigenvektor zu diesen beiden Eigenwerten und etgheze (orthogonalen!) Vektoren durch
deren Kreuzprodukt zu einer Orthonormalbasis.

Zusammenfassung: Hauptachsentransformation

1. Bestimmung aller Eigenwerte (notfalls ndherungsaje

2. Berechnung von Basen der Eigenraume mittels Bation nach Gauf3-Jordan.
3. Umformung in Orthonormalbasen.

4. Zusammensetzen zur Transformationsmatrix.

Es bleibt zu klaren, wie man aus einer gegebensisBime Orthonormalbasis macht.

Orthonormierung nach Gram-Schmidt:
Istc,,...c, Orthonormalbasis eines Unterrauntkeandb ein nicht inU liegender Vektor, so erhalt
man eine Orthonormalbasis...c, , ;des vonJ undb zusammen aufgespannten Raumes, indem
man die Projektion voh aufU bildet:

by :=bcl+...+bCk , WobeibCj =B, ¢ die Projektion von b aud mit {3, = b’ G ist,
und den Lotvektor

b-by

. 0 . .
normiert, alsa, , , = (b —b,) setzt (zur Erinnerung: Der normierte VektBrentsteht aus,



indem man durch den Betrlag| dividiert).
Wir verifizieren mit Hilfe des Skalarprodukts, d&f$- b, und damit aucl, , , tatsachlich
senkrecht auf jedem der Vektorgn j = 1,...k steht:

k k
T T T T T
G (b (Zﬁiqn‘cj b [ZBiCj Cu} =¢ b-b =0
i=1 i=1
T T L
wegen ¢ ¢ =1undc ¢ =0furi#j.

Durch Iteration dieses Verfahrens erhalt man ausrdieliebigen Basis
b,...0o
sukzessive eine Orthonormalbasis
0 0
0 T T T
c,:=b,, c,:=(b,—c b, b)), c;:=(by—c,b; c,—c,b; C,) ...

In der Praxis empfiehlt es sich meist, die Normmererst ganz am Schluf3 vorzunehmen, um in

den Zwischenschritten Wurzeln zu vermeiden:
.
G

-
G G

o)

¢, =by, ¢, =b,~a;,c, c;3:=b;—a, ;¢ —a, ;€ usw. mita; ;=
. 0 0 0 . .
Dannwirdc, , C, ,C; ... eine Orthonormalbasis.

Beispiel4: Orthonormalbasis eines Losungsraumes
Fur das Gleichungssystefix = 0 mit der symmetrischen Matrix

(1 2 3 4 7§
2 3 45 6
A 3 4 5 6 7
4 5 6 7 8
5 6 7 8 9

berechnet man mit dem Gaul3-Jordan-Verfahren zlgeride Basisvektoren:
b,=[1,-2,1,0,0 b,=[2,-3,0,1,0 b;=[3,-4,0,0, 1 .

Hieraus bekommt man erst eine Orthogonalbasis diliecfolgenden Schritte des
Gram-Schmidt-Verfahrens:

¢,=[1,-2,1,0,0,¢c, c,=6,

T T 2
C, b2:[1,—2, 1, O,q [2,—3,0, 1,q :4,(]1’2:5’

2[1,—2,1,0,0]_[2 1 4 } T 10
3 - )

c,=b,—0a;,¢,=[2-3,0,10 -

T T 11
¢ b3=[1,-2,1,0,07[3,-4,0,0, 4 =110, 3=,



T 2 1 4 ' 10
¢ by=| 5 -5 "5 10| [3-40,01 =5 oy =1,

=b;-0, 3¢, -0, 3¢, =[3,-4,0,0, 1 -

C3
1 1 T 5
—0,-—,-1,1|,¢c; c5=7.
2 2 2

Probe: ¢,c,=0, c;¢c;=0,c,¢c;=0.

11[1,-2,1,0, 0] [g 1 ﬂlo}
6 3 3 37

Durch Normieren der Vektoren ergibt sich nun eine Orthonormalbasis:
o [1,-2,1,0,0 o [2-1,-430 o [10-1,-272]

S O - R T

| MAPLE berechnet mit dem Befehll | space eine Basis des Losungsraums Yox=0 ...
[ > A:=matrix(5,5,[1,2,3,4,5,2,3,4,5,6,3,4,5,6,7,4,5,6, 7,8,5,6,7,8,9

D);

nullspace(A);

1 2 3 4 5
2 3 45 6
A=|3 4 5 6 7
4 5 6 7 8
5 6 7 8 9

{[1,-214,00, [2-3,0,14, 0] [3,-4,0,0 1]}

| und daraus mit dem Befe@ anSchm dt eine Orthogonalbasis:

[ > GramSchmidt(%);
{[1-2 100, [Z—'1—41 oHlo—'1 1 1}}
1 ] el L 3 3 3 2’ ) 2! 1

| Mit dem Befehlnor nal i ze wird schlief3lich noch normiert:
[ > c[1]:=normalize([1, -2, 1, O, 0]);

c[2]:=normalize([2/3, -1/3, -4/3, 1, 0O]);
c[3]:=normalize([1/2, O, -1/2, -1, 1));

MERION

6 H

C_ffffofffo
s 5 a5 fof
C__{ff”ff ffff}

10

| Wie man sieht, beseitigt MAPLE alle irrationalennxer.



