Das Schwarze Loch, wie es dazu kommt und welche Eigschaften

diese Schwarzen Ldcher besitzen
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Einleitung

Die grof3te Fascination aus Vorhersagen der Grawitgtheorie ist diejenige der
Existenz schwarzer Lécher. Das sind Objekte im sllefon unglaublicher
Schonheit, extremster Energieentfaltung sowie endter Physik. Hier kommt man
der Singularitdt sozusagen hautnabh.

Ich mdchte zeigen, dal? diese Objekte ein BeispidIfsir unser Verstandnis der
Raumzeit, das uns seit der grundlegenden Arbeitestdins bekannter geworden ist.
Die folgenden Darstellungen basieren auf eine sytmscae Anschrift dieser
Raumzeit. Erstaunlich ist, dal3 diese Voraussetzungchst keine oder nur
unbedeutende Auswirkungen auf die Genauigkeit @ee@inungen hat. Auch
werden wir die gekrimmte Raumzeit unter die Lugamen.

Diese Prinzipien konnen u.a. gefunden werden in:

C. W. Misner, K. S. Thorne, J. A. Wheeler, GramtgtSan Francisco, 197¥.

Frolov, I. Novikov, Physics of Black Holes, Kluw@grdrecht, 1998

Geometrische Einheiten

Eine sehr nitzliche Normierung ist die in der Giawwonstheorie gerne benutze
"geometrische Einheit". Wahrend die linke Seite Ei@stein-Gleichung den
Krimmungstensor mit seiner Dimension cm”-2 besbhreiul3 demnach die rechte
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Folgende Extremwerte in Lange, Zeit, Masse und @iatie Plack Einheiten, spielen
eine sehr grol3e, eine fundamentale Bedeutung:
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Beschreibung eines relativistischen Sterns
Die ersten realistischen Metriken wurden von Scheerild zur Beschreibung der
spharischen Symmetrie sowie der statischen Raumfkitiirg verwendet.

Literatur:

http://de.wikipedia.org/wiki/Karl_Schwarzschild
http://www.phy.syr.edu/courses/modules/LIGHTCONIEi8arzschild.html
http://www.mpe.mpg.de/~amueller/astro_sl_schw.html

Dies zeigen folgenden Beziehungen:

g_compts: Metrik Komponenten
g_compts[1,1]: Metrik Komponenten im Intalhabgeleitet nach dt*2
g_compts[2,2]: Metrik Komponenten im Intalhabgeleitet nach dr*2
g_compts[3,3]: Metrik Komponenten im Intalhabgeleitet nach dtheta”2
g_compts[4,4]: Metrik Komponenten im Intalhabgeleitet nach dphi®2
g Kovarianter Metrilefisor
ginv kontravarianter M&tfliensor
> restart:
with(tensor):

with(plots):

with(linalg):

with(difforms):

coord :=[t, r, theta, phi]:# spherical coordinates :
which will be designated in text as [0,1,2,3]
g_compts := array(symmetric,sparse,1..4,1..4):
g_compts[1,1] := -exp(2*Phi(r)):
g_compts[2,2] := exp(2*Lambda(r)):
g_compts[3,3] := r"2:
g_compts[4,4] := r2*sin(theta)"2:
g := create([-1,-1], eval(g_compts));

ginv :=invert( g, 'detg’ );
War ni ng, the name changecoords has been redefined

War ni ng, the protected names norm and trace have been redefined and
unpr ot ect ed
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Wir verwenden die Standard MAPLE Prozedur fir dieskein'sche Tensor
Definition

Zwischenergebnisse

Die Idee:

Der Raum ist gekrimmt. Diese Krimmung wird mit Elittes Gaul3schen
Krimmungsmales der Flache, das damit auch seiredBerng als
Krimmungstensor gerechtfertigt. Bei geodatischegrt¥agung lassen sich seine
Ableitungen als Aggregate der Ableitungen der rsetrén FundamentalgroRen d_ij
beschreiben. Geodatisch heif3t, dal’ die Koordiriataichteuklid'scher Weise
(nichtlinear) angegeben werden. Auf der Erde semldeist Kugelkoordinaten.
Bekannter Satz daraus:

Die kurzeste Verbindung zweier Punkte ist der Gro3keis

oder den Seefahrern bekannt

Schneidet ein Kurs die Langengrade stets unter glghiem Winkel, wird die
Kurslinie Loxodrome genannt.

Damit ist auch die Verwendung der Christoffelsynabfiir die Indizierung der ersten
und zweiten Art verbunden. Aggregate nennt marKd@ponentnanschriften der
Achsen z.B. A(ij-ji) usw.

Das ergibt sich aus der Summenbildung und dereadschrift.Der
Krimmungstensor ist auch unter dem Namen: Riemdnis@©ffel-Tensor,
manchmal auch kurz Riemann-Tensor genannt, bekBieerste Verjingung
desselben wurde von RICCI als symmetrisch erkdpatter tragt diese erste



Verjingung

den Namen Ricci-Tensor. Unter Verjumgung verstedu much Spurbildung. Hierbei
wird die Stufe eines Tensors um zwei Stufen rezitizDiese besteht in der
Gleichsetzung zweier Indices: eine ko- und einegriavarianten Index. AnschlieRend
wird Uber beide Indices summiert.

Der Ricci Tensor ist ein Maldtensor. Er gibt Aufschlf? Gber die Krimmung des
Raums.

Der Riemann-Tensor beschreibt die relative Beschleugung benachbarter
Geodaten und damit auch die durch Gravitation verusachten lokalen Krafte
und Spannungen innerhalb eines ausgedehnten Korperdie sogenannten
Gezeitenkrafte.

Literatur:

http://theory.gsi.de/~vanhees/faq/relativity/nod&dahl
http://de.wikipedia.org/wiki/Friedmann-GleichungeHier ist die schone Herleitung
der Friedmann Gleichung

zs sehe, welche diezmondsen
Faktor 8 pi herleitet!

> D1g := d1lmetric( g, coord ):

D2g := d2metric( D1g, coord ):

Cfl := Christoffell ( D1g ):

RMN := Riemann( ginv, D2g, Cf1):
RICCI := Ricci( ginv, RMN ):

RS := Ricciscalar( ginv, RICCI ):

Estn ist der Einstein Tensor non_zero sind seameNull verschiedenen
Komponenten

> Estn := Einstein( g, RICCI, RS ):
displayGR(Einstein,Estn);
The Einstein Tens

non-zero component
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Wir gehen zundscht vom bekannten Ansatz der Stechbeibung als Flussigkeit aus.
In diesem Fall ist der Energie-Momenten oder Emehgipuls-Tensor

T u u :
wv = (P*P )y Tu v o4p v (alle Kompnenten von u mit Ausnahme
(0,0)
u . , u
°  sind gleich O und <4 9 0,

a
T
Die Signatur (-2) ergibt sich ZHO‘ N =lund ®V =( p+p ) Y W p
g

M, v ):

Der Energie-ImpulsTensor beschreibt den zeitlich-#umlichen Energiefluf3
durch ein raumliches Winkelsegment in beiden Richtogen.

Sehr schon beschrieben in:
http://de.wikipedia.org/wiki/Energie-Impuls-Tensor

Der Energie-Moment- oder Energie-Impuls-Tensoreiiien Flusigkeitstropfen ist:

>T_compts ;= array(symmetric,sparse,1..4,1..4):
T _compts[1,1] := exp(2*Phi(r))*rho(r):
T_compts[2,2] := exp(2*Lambda(r))*p(r):

T _compts[3,3] := p(r)*r2:

T_compts[4,4] := p(r)*r*2*sin(theta)"2:

T := create([-1,-1], eval(T_compts));



e o(r) 0 0 0 |
(2/(r))
T :=table(jcompts= 0 € p(r) 0 0 :
0 0 p(r)r? 0
i 0 0 0 p(r)r?sin(6)?

index_cha =[-1, -1]
)

Die Einstein Gleichung kann auch nachgelesen wardeW.Pauli, Theory of

relativity, Pergamon Press (1958)

Gu, v =.gm Tu, v
Jetzt werden wir die Tensor Komponenenten entwickeln:
> Energy_momentum := get_compts(T);
Einstein := get_compts(_Estn);
e(m(r))p(r) 0 0
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Die erste Einstein Gleichung fir (0,0) - Komponents:

> estn_hlp1:=8*Pi*Energy_momentum[1,1] + Einstein[1,1 I
estn_hlp2:=expand(estn_hlp1/exp(Phi(r))"2):
eql := simplify(estn_hlp2) = O;

dr
eql:= 5 =0
r
Und kann umgeschrieben werden in:
> eql = -8*Pi*rho(r)*r*2+Diff(r*(1-exp(-2*Lambda(r)) ),r)

=0

Die formale Substitution mit dem Exponentialansatzbt:

>eql_n :=subs( r*(1-exp(-2*Lambda(r))) = 2*m(r),lhs
(eql)) =0;



eql_n:=-8 np(r)r2+(§r(2 m(r))j:O

> loes:=dsolve(eql_n,m(r));
loes:=m(r) = f4 mp(r)r?dr+_C1

m(r) ist die Masse innerhalb der Spharengrenze mitu8adiDamit die Integrations
Konstante _VI gelést werden kann missen Wit ausm ermitteln:

> hlp_1:=r*(1-exp(-2*Lambda(r))) = 2*m(r):
exp_lamb:=expand(solve(hlp_1, exp(-2*Lambda(r)) ));
2m(r)

exp_lamb:=1 - ,

Die Lorentz Metrik (siehe den Ausdrick ft?r‘v" aus/\ ) in Abwesenheit von
Materie ist dan und nur dann moéglich, wenn _ClistODie zweite Einstein
Gleichung fur (1,1)-Komponenten ist:

> eq2 := simplify( 8*Pi*Energy_momentum][2,2] + Einste in
[2.2]) =0;
gme " pryrz-2r (d CD(r)J +e Mg
dr
eq2:= > =0
r
> eq2_2 := numer(lhs(simplify(subs(exp(2*Lambda(r)) = 1/

(1-2*m(r)/r),eq2)))) = O;
eq2_2:=-8mrip(r)+2 rz(;r CD(r)] —-4r (c?r CD(r)] m(r)—-2m(r)=0

Damit erhalten wir:

> eq2_3 := Diff(Phi(r),r) = solve(eq2_2, diff(Phi(r), N );

d _Anr3p(r)+m(r)
eq2_3.-a¢(r) T r(-r+2m(r))

Der Gradient des GravitationspotentiacPs ist groRer als in der Newton
0 m

Formulierung @ =T" | damit wird hier der innere Druck als Ursadee
Gravitation angenommen. (Alle Schleifen-Quanten 8éfen bitte ich um Nachsicht



bei dieser Formulierung). Weiter geht es. Wir neiisgtzt die relativistische
Gleichung der Hydrodynamik aufstellen. Das istalgentlich relevante Einstein
Gleichung. u ist die 4-er Geschwindigkeit ... imrdeain denken: x,y,z,ct, Cf2 ist die
radiale Komponente der Euler Gleichung u_r = u_th ph=0

> compts ;= array([u_t,u_r,u_th,u_ph]):
u := create([1], compts):
Cf2 := Christoffel2 ( ginv, Cfl):

eq3_hlp:=(rho(r)+p(r))*get_compts(cov_diff( u, coor d, Cf2
NIL,2]/(u_t) = -diff(p(r),r);
eq3 := Diff(Phi(r),r) = solve(eg3_hlp, diff(Phi(r), r);

eq3_hip:=(p(r) + (1)) i 9(r) | = g o(n) |

d
Ep(r)

A
*3 =g P =" oy p(r)

Damit erhalten wir die bekannt®ppenheimer-VolkofiGleichung des
hydrodynamischen Druck-Gleichgewichts in SterneiesB spielt im Themenfeld der
Sternentstehung und Sternentwicklubide entscheidende Rolle

> Diff(p(r),r) = factor( solve(rhs(eq3) = rhs(eq2_3), diff
(p(r).n) );
d o(r) = (4nrp(r)+m(r)) (p(r) +p(r))
dr r(-r+2m(r))
0
ar. P

Hier ist sichtbar, daf’ der Druckgradient géRendtder klassischen Grenze™'(
pm

2
= ) ist. Der Unterschied wird durch das Anwachdes Drucks -Z&hlerterm-

und Abnahme des Radius r -Nennerterm- bei Annalgeanrden Stern beschrieben.
Damit nimmt in diesem Ansatz die gravitation stéirke als mit dem klassischen
Newton Ansatz. Au3erhalb des Sterns gir)=M, p=0 wobei M die Masse des
Sterns ist..

Dann folgt weiterhin:

> hlp_eq4:=diff(Phi(r),r) = subs({m(r)=M,p(r)=0},rhs( eq2_
3));
eqg4 = dsolve(hlp_eq4, Phi(r));

_d _ M
hIp_eq4.—dr d(r) =

r(-r+2M)



eq4::¢(r):—%ln(r)+;ln(r -2M)+ _C1

Als Randwertbedingung -was anders ist diese ais §rof3ten Abstand!!!???

schreiben wir:

> 0 = limit(rhs(eqg4),r=infinity);

Das setzen wir dann ein:

> Phi_r:=subs(_C1=0,eq4);

Phi_r:=d(r)= —;In(r) +;In(r -2M)

Damit ergibt sich die Schwarzschildmetrik aul3erladb Sterns zu:

> g_matrix := get_compts(g);
(2%

0 0 0
g_matrix := 0 e o 0
0 0 r2 0

0 0 0 r?sin(6)?]

> g_matrix := matrix([[-exp(2*Phi(r)), O, 0, 0], [0,

*Lambda(r)), 0, 0], [0, O, r"*2, 0], [0, O, 0, r"\2*s

(theta)2]]); ]
" o0 o 0
(2(r))
g_matrix := 0 e 0 0
0 0 r2 0
0 0 0 r?sin(6)?]
sch_comp metrische Schwarzschild gonenten

sch_compts[1,1]
sch_compts[2,2]
sch_compts[3,3]
sch_compts[4,4]
sch

zugehorige Koeffizienten vot2dm Intervall
zugehorige Koeffizienten vof2dm Intervall
zugehorige Koeffizienten veémedta”2 im Intervall
zugehorige Koeffizienten vphid2 im Intervall

Schwarzschild Metrik

> coord = [t, r, theta, phi]:

exp(2



sch_compts := array(symmetric,sparse,1..4,1..4):
sch_compts[1,1] := expand( subs(Phi(r)=-1/2*In(r)+1
(r-2*M),g_matrix[1,1]) ):

sch_compts[2,2] := expand( subs(Lambda(r)=-In(1-2
*M/r)/2,9_matrix[2,2]) ):
sch_compts[3,3]:=g_matrix[3,3]:
sch_compts[4,4]:=g_matrix[4,4]:

sch := create([-1,-1], eval(sch_compts));

-1 +2rl\/| 0 0 0
0 ot 0 0
sch:=table(jcompts= 1- 2
;
0 r? 0
0 0 0 r?sin(8)?]

/2%In

, Index_char=1[-1, -

P =P 0=const (etwas spéater wird folgende Naherwergvendetp=( Y -1) p
,worin Y =1 kann als Staub betituliert werden, 4/3 Améhtkoharenter

Abstrahlung, 2 feste Materie, kann als Stein oads Betituliert

werden.

Dann wird diese Masse beschrieben: M beschreibBdEamtmasse.

> m(r)= int(4*Pi*rho0*r2,r);
M = subs(r=R,rhs(%));

4np0rd
m(r)zig
V= A7 e0 R®
B 3

Der Druck bestimmt sich zu:: Das ist die Oppentigiolkoff Gleichung

> hlp_eq5:=diff(p(r),r) = subs( {rho(r)=rho0,m(r)=4/3
*Pi*rho0*r"3},\
-(4*Pi*r*3*p(r)+m(r))*(rho(r)+p(r))/(r*(r-2*m(r)))

eq5 := dsolve(hlp_eq5,p(r));

3
[amepr) + AT oo+ pir))

8 3
r(r 3T[pOrj

_d __
hlp_eq5.—a p(r)=



(16 _C1mp0)
e

(-6+ ZJ—S

(16 _C1mp0)
+8mpOrle 0
eqs5:=p(r) = 16 C17p0 : 16_C1lTp0 A - PO,
—9-3e " 1 gmporze "
) (=6 - 2J—3 e(lG_ClT[pO)_I_ST[pO r2@(16_(:111p0)) 00 s
p(r)= IPEPSCCRCEC R I & 18 -CLe0) p

Achtung beim Substituieren: Prozedur muf3 so lauden zu substituierenden
Begriff "in die Maus" nehmen "ctrl ¢" und dann: sufctrl v = ...) dann tuts!!!

Der Exponentialausdruck hinter dem Komma im Losomgshanismus beschreibt die
Randwertbedingung.

> hlp_1:=solve(simplify(subs(r=R,rhs(eq5[1])))=0,exp( 16
* C1*Pi*rho0)); hlp_2:=solve(simplify(subs(r=R,rh s(egb
[2])))=0,exp(16* C1*Pi*rho0));

16
3+ 2J(e‘-°1"p°)) (-3+ 871p0 R?)

hlp 1:=
P -3+ 871 p0 R?

16
~3+ 2j(e(-°1""°’) (-3+ 871p0 R?)
~3+81p0 R?

hip_ 2:=-

> loes_1 := simplify(subs(exp(16*_C1*Pi*rho0) = -3+8
*Pi*rho0*R”"2,rhs(eq5[1])));

loes 2 := simplify(subs(exp(16* C1*Pi*rho0) = -3+8
*Pi*rho0*R”"2,rhs(eq5[2])));

loes_1:=—-(3-./9-24mp0 R2 - 241 pO0 2+ 64 12 p0?r2 R? - 12 1 p0 R?2

-12mp0r?+32m p0%r?R?) /(4 (-3R*-3r?+8mp0r?R?))

loes_2:=— (3 +./9 - 241p0 R? - 24 11p0 r?+ 64 12 p02 12 R? — 12 11 p0 R?
- 12mp0r?+32m p0°r?R?) / (4m(-3R?~-3r*+8mp0r?R?))

In der Sternenmitte (Zentrum) haben wir:

> druck_1:=simplify(subs(r=0,loes_1));
druck_2:=simplify(subs(r=0,loes_2));

~3+./9- 24T p0 R? + 12 11 p0 R?2
12 R?

druck_1:=-



~3-./9- 241 p0O R? + 12 11 p0 R?2

druck 2:=-
- 12tR?

Der Druck ist im Abstand R_crit unendlich hoch:

> R_critl = simplify(solve(expand(denom(druck 1))=0,R )
[1],radical,symbolic);
R_crit2 = simplify(solve(expand(denom(druck_2))=0,R )
[2],radical,symbolic);

R crit1 =0

R critz =0

Nur positive Lésungen machen Sinn...was ist demh &in negativer Druck? Im
Vakuum ist der Druck 0. rho ist die inkompressillasse. Ich lasse mal den
Parameter rho bis 0.15 laufen. Damit wird verdeht|idaf3 sich bereits im Abstand 1
keine Anderung ergibt. Abstand 1 bedeutet: StechBas zweite Bild zeigt das
Verhalten bis zum doppelten Abstand, heil3t: Bis Abstand von einem Sternradius
bezogen auf Sternoberflache.

> plot3d({subs(R=1e-1,loes_2) },r=0..1,rho0=

0..0.15,axes=boxed,title="Druck vergroRert sich

exponentiell bei Abnahme des Radius’);



Druck wvergralient sich exponentiell ber Abnahme des Radius

> plot3d({subs(R=1e-1,loes_2) },r=0..2,rho0=
0..0.15,axes=boxed,title="Druck vergroR3ert sich
exponentiell bei Abnahme des Radius’);



Druck vergrilient sich exponentiell ber Abnahme des Radius

Um die Raumzeit Geometrie vorstellbar zu machemmeehwir eine Aquator Sektion

des Sterns von? =T 2) und frieren die zeit mal in einen 3-dimemsiten Raum
ein. Diese Prozedur ist unter dem Namen "embeddiaigannt. Ausgehend vom
Metrik Tensor, das 2-dimensionale Linienelement ist
dr?
1- 2m

ds®  _ r + % dphi?
und fur den Euklid'schen 3 dimensionalen Raum:

d* _dz2 _dr? _r? dphi?

Wir fuhren mal eine 2 dimensionale Oberflache ein:
dz

z=Z(r). Asdz= dr gr

und erhalten damit der Euklid Linien- Element:
&)
ds®*  _ [l dr) dr® . r? dphi®

schw_met: Schwarzschild metrik
eg_fl_ em Gleichsetzung flacher und eingebett&sm
embedd eingebetteter Raum

> schw_met:=subs(theta=Pi/2,get_compts(sch));
eq_fl_em:=dr*2*schw_met[2,2] + dphi*2*%][3,3] = (1 +diff
(z(r),nN"2)*dr*2 +r"2*dphi”*2;

embedd_diff:=diff(z(r),r) = solve(%,diff(z(r),r))[1 I;



embedd_erg::dsolve(emb_edd_diff,z(r));

-1+— 0 0 o |
0 12 0 0
schw_met= 1-—F
0 0 r2 0
oy’
I 0 0 0 rzsu{zJ_

2 2
eq_fl_em::erM +r2dphi?= [1 + G‘r z(r)j ] dr? + r? dphi?

1-
r

el’nbﬁ‘dd_di]"f::(;jr 2(r) = ﬁm

r-2Mm

embedd_erg=z(r)=2.,/2rM-4M?+ C1

Wir nehmen die vorletzte Gleichung und driicken Mcuupo = const: aus
rho_loes Dichte der Gesamtmasse

space_inside  Raum innen

space_outside Raum aul3en

>rho_loes := solve(M = 4/3*Pi*rho0*R"3,rho0);
space_inside:= Int(1/sqrt(r/((4/3)*Pi*rho0*r*3)-1), r;
space_outside:= Int(1/sqgrt(r/((4/3)*Pi*rho0)-1),r);

rho_loes:=
4TR®
- 2
space_inside= 3 dr




space_outside= I dr
3r 4

T[pO_

> inside:=value(subs(rhoO=rho_loes,space_inside));
outside:= value(subs(rhoO=rho_loes,space_outside));

e 4 (RE-r?M
inside :=-— f(g > )
R°-r<M
2/ T ™
4rR3
Vi -4 M
outside:=
RS

Das Ergebnis dieser "Einbettung" fur die &quateriaid vertikale Zone wird unten
gezeigt. Der "Newton Fall" enspricht der horizoataDberflache mit ihrer Asymptote

r--> % . Der auRenliegende Raum liegt auRerhalb einessRitey die "Begrenzung"
des Sterns darstellt

figl: Das Sternen Innere (r in Einheit von Mnicht verwirren lassen, ist nur eine
Normierung

fig2: Das Sternen AuRere

> figl := plot3d(subs(M=1,subs(R=2.66*M,subs(r=sqrt(x N2+yn
2),inside))),x=-5..5,y=-5..5,grid=
[100,100],style=PATCHCONTOUR):

fig2 := plot3d(subs(M=1,subs(R=2.66*M,subs(r=sqrt(x A2+yN
2),outside))),x=-5..5,y=-5..5,style=PATCHCONTOUR):

display(figl,fig2,axes=boxed);



Erlauterung des Schwarzen Lochs

Damit wurde gezeigt, daf die Anderung der Radialikmmente dr gegeniiber der
Anderung des Intervalls dl, welches die Lange des/&nsegments darstellt in der
Umgebung des Sterns kleiner ist im Vergleich zuntoNé&all (Ebene z=0 und dort
ist auch drd: dl).

r

L _2M

dl= r

Der Stern verandert den Raum so daf3 ein Beobasibtevom Stern fortbeweqgt,
jedoch die Radial Koordinate langsam anwachst. Dargibt sich so etwas wie eine
Art Loch in der unmittelbaren Umgebung dieser OldeHe, welche oben als
"Aul3en" benannt wurde. Was passiert eigentlich,nngiaer Stern gerade einen
Radius besitzt, welcher exakt in diese Grenze RI=hiheinfallt? Solch ein Objekt
wird "Schwarzes Loch" genannt

Ein Probekdrper bewegt sich in der Nahe des Schewhildradius. Diese Bewegung
sei relativistisch gesehen gering:

@B p p 2 : L
9 o 8+ W =0pistdas 4-Moment! its die Ruhemasse).

Dort, wo L mit dem Winkelmoment)‘ (affiner (umkehrbarer) Parameter)
korrespondiert wird, beschreibt der zweite TermRizelial Geschwindigkeit.

hip_1. tau=Ilambda* mueh E =E/mueh L = Lénu

eg6 beschreibt das Bewegungs Integral (Losung @dr)D
V wird effektives Potential genannt

> eq6_hlp:=-E"2/(1-2*M/r(tau)) + diff(r(tau),tau)2/( 1-2



*M/r(tau)) + L"2/r(tau)2+1 = 0;
eq6 := diff(r(tau),tau)*2 = expand(solve(eq6_hlp,
(tau),tau)2));
V := sgrt(-factor(op(2,rhs(eq6)) + op(3,rhs(eqb6)) +
(4.rhs(eq6)) + op(5,rhs(eqp))));

2

d
E2 [dl’ r(T)J L2
oM T 2M 1)
_ 1-<M (1)
r(t) r(t)

eq6_hlp:=-

1

2

2 2
qu:Z[cir(T)j :E2+2M L 2L°M

(1) r)E (1)

v::M—(LZ”(T)Z)(‘“”*ZM)

r(r)®

+1=0

diff(r

op

Das effektive Potential zeigt die Orbitalbewegug,beschreibt die Anderung des
Winkelmoments L beziglich des Abstands r. Der L&#l gehdrt zu einem Partikel

das Anfangs bewegungslos ist.

> hlp:=subs({M=1,r(tau)=x,L=y},V);
plot({subs(y=3,hlp),subs(y=4,hlp),subs(y=6,hlp),1}
0..30,axes=boxed,color=
[red,green,blue,brown],title="Potential",view=0.5..

X
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Im ersten Teil haben wir die Bewegung im relatieisthen Potential betrachtet.
Jedoch haben wir uns beschrankt auf eine lineaneag. Das ist gleichbedeutend
mit einem schwachen Feld. Wir haben also ledighchwache gravitationsfelder
diskutiert. Aus diesen Betrachtungen heraus ergaishnauch die Perihel Drehung
sowie die Lichtablenkung unter Masseneinflul3.

Diese lineare Einschréankung haben wir teilweisenitbeden und haben unter die
relativistische Bewegung unter dem Potentialbegefinengelernt. Wenn gilt:

max  >E > 1 dann geht die BewegungsgrofRe gegen unendlamit®ind wir mit
dem hyperbolischen Newton Ansatz gleich. Wenn PPotential Topf (Loch) liegt,
oder E =V, dann haben wir eine begrenzte Beweguife. Die Bewegungsgrofie
verbunden mit dem Energiebegriff, die gleich detr&xwerte des Potentials ist,
beschreibt dann die Kreisbewegung. Diese stabieeBangsgrolle (Zentrifugalkraft
= Zentripetalkraft) bestimmt sich durch das Energremum, wird aber instabil bei
Energiemaximum. Die Existenz dieser Extremata @utcth folgende Beziehungen
verdeutlicht:
move_zeroes Nullstellen der Ableitung des Podésti

> move_zeroes:=numer( simplify( diff( subs(r(tau)=r,V ), 1)

) )=0;

> zeroes_erg:=solve(move_zeroes,r);
move_zeroes=r’M-rL?+3L2M=0

(L+.,/L2-12M2)L (L-./L2-12M?)L
2 M ’ 2M

zeroes_erg=

Die Konsequenz daraus ist:



Die Kreisbewegung ist maglich, wenn> 2M /3 . Das qilt, wenn: r > 3(2V). Der
minimal Abstand, ab dem die Kreisbewegung instabi ist:

> instable:=limit(1/2*(L-sqrt(L"2-12*M"2))*L/M,
L=infinity);
instable :=3 M

Fehlen Extremata (siehe rote Kurve im obigen Rid&r der Ubergang durch< 3V
endet in einer Fallbewegung (auf den Stern zu)jsiagnlich, als wirde gelten:

E> Vmax. Dies wird auclGravitationsfallegenannt. Auch hier gibt es ein Newton
Analogon: das der Punktmasse! Die begrenzte Bevegefjurden Fall eines lokalen
Minimums (blaue Kurve des obigen Plots) ist daslégan zu Newton aber besitzt
keinen elliptischen Charakter. Ich mdchte inen hdseen Fall fir L=0 zeigen. Die
wirkliche Zeit eines fallenden Probekérpers iseadRis fur "Nullgeschwindigkeit:
R=2*M/(1-E"2)

tau_erg ist daskonvergententegral fir r-> 2M

>tau_1:= Int( 1/sqrt(subs({L=0,r(tau)=r},rhs(eqg6b))), r;
> tau:= Int(1/(sqrt(2*M/r-2*M/R)),r);

> tau_simp:=limit( value( tau ),r=2*M );

> tau_erg:=simplify(tau_simp);

tau 1:= 12 N dr
E2+— -1
r
T:= 1 dr
2M  2M
r R

-2 R_RZMﬁR4/2MR—4M2—A/R_RZMﬁRZarctarE
. 1 2
tau_S|mp::—
4 JMR=2M?

R-2M — (-4M+R)./2
S R[44/M (R-2M) +./2 RarctarEArmD
JM(R=-2M)

tau_erg:=—

ENJS



Ein von auf’en schauender Beobachter "sieht"
E

ir 9 Et gr 1——2NI gr
ot _ ot ot _ot r —gote

0 jst die Zeitkoordinate des sich im unendlichefintaenden Beobachters...Ob der
noch was sieht von so weit weg?

r_erg ist dasdivergententegral fur r-> 2M

> I’[O] = |nt(1/(l-2*l\/|/|’),r) = int(l/(l_z*M/r)’r);
r_erg:=limit( value( rhs(%) ),r=2*M );

: #dr:r+2Mln(r—2M)
0 2
1- r

r_erg :=-signun(M) oo

Diese Gleichungen werden weiter benutzt.
Entartete Sterne und ihr Gravitationskollaps

Die gerade erhaltene Ausdrucke fur die Zeit demlan Falls zeigen eine
2GM

2
Besonderheit, wenn der Radius des Sterns kleirargidich M ( © ) ist.

Diese Grenze wird auch Gravitationsradiu$ genannt. Die endliche wirkliche Zeit

U des Falls ist in Ubereinstimmung oder korrespertdhit der endlichen "auReren”
T

Zeit °

wenn r-->2M strebt.Das sieht fiur den weit entfernten Beobachter spaawirde

dieser Fall niemals enden. Oder ander gesagtetliguvistische Zeit wird langsamer.

Als Konsequenz dieses Phanomens sieht man dieshsanke rot Verschiebung

eines "fallenden oder angesaugten” Photons. Dasimeegt sich in der Schwarzschild
Metrik und wird Uber folgende Frequenz Beziehunscheeben:

2M

1 -

VT

@, AT, 9o, of12) ﬁ
= A 1 -
w, _ At _ 9, 0(rl) _ r

AT ist das wirkliche Zeitintervall zwischen zweichiblitzen an verschiedenen
2G M
R

radialen Punkten. Gleichzeitig ist die Fluchtgesiciuigkeit . Dies ist



diejenige Geschwindigkeit ab der das Licht ausSjgrare mit RadiuR= Rg
entweichen kann. Damit kénnen wir keinerlei Infotimaen aus dem schwarzen Loch
selber erhalten. Es bleibt bei mathematischen bisvpretativen
Erklarungsversuchen. Ist doch durftig oder nichb2iada lalt sich eben nichts
machen. Wir haben die Hoffnung auf indirekten Wegshr aus dem Inneren dieser
schwarzen Lochhilse zu erhalten...??? Wie jedanh kin Objekt mit einem Radius

. R . T .
kleiner als 9 auftreten? Wir fangen mal vorsichtig mit demu€k des freien
Radialzusammenbruchs (das ist der Winkelteil lben die Metrik O ist) der Staub
Sphare der Masse M an..

d(s)"2 beschreibt die Schwarzschild Metrik

tau fie wirkliche Zeit, welche fir ein@eobachter am Grund der Sphare
vergeht.

pot 1 Potential

>r=rn

E:="E"

hlp_1:=subs( r=r(t),get_compts(sch) ):

d(s)*2 = hlp_1[1,1]*d(t)"2 + hlp_1[2,2]*d(n"2;

-d(tau)*2 = collect(subs( d(r)=diff(r(t),t)*d(t),rh s(%)
),d(1);

%l/d(tau)*2;

subs({d(t)=E/(1-2*M/r(t)),d(tau)=1},%); es wurde verwendet: d

(t)/d(tau) = E/(1-2*MIr)
pot_1 := factor( solve(%,(diff(r(t),1))*2) );

2
d(s)zz(—1+r2(:/)ljd(t)2+ld(r2)M
()
2 d 2
1 | 2m (dtrmj
4w O L T | 9O

TR )



aw a]

r(t)

-1 d(t)?

dr

2M _2M

d
2M [m“”]
+ +
r(t) 1_2M

(t)

)

-1

oot 1:= (-r(t) +2M)?(2M —r(t) + E?r(t))

E2r(t)3

> plot({subs({E=0.5,M=1,r(t)=r},pot_1),0*r},r=
2..5,axes=boxed,color=[red,blue],title="(dr/dt)"2 v



(drfdi)"d ws r

3.5 4 4.5 ]
r

2 25

[

Der beschriebene Kollaps ist die Bewegung ausgehemdrechten Punkt der "Null"
0

= T
Geschwindigkeit ot _dasist diejenige Geschwindigkeit welche fum éatfernten
Beobachter gilt- hin zum linken Punkt der Null Glesindigkeit. Im oberen Graph
sind diese als Nullstellen schén zu sehen. DieeliNklistelle ist gleichzeitig ein
relatives Minimum. Diese Punkte sind:

> zero_v:=solve(subs(r(t)=r,pot_1)=0,r);

zero_v:=2 M,ZM,—ZiM
- -1+ E?
Es qilt:
, (1_2MJ2(2M_2M]
5 (1_2“/') (ZM_1+E2] r r R
gr r r 1_2M
ot _ E? _ R _
2 1--—9
pich | P
r R

9
R

. R
Der verlangsamende Kollaps fur den entfernten Belatiea in der Umgebung von?
wird durch die Zeitdilatation verursacht. Trotzdbat der Beobachter im Kollaps



0
T
selber die wahre Geschwindigké?f ;- d/d(t)=(d/d(tau))*(1-2*M/r)/E

> pot_2 := simplify(pot_1*(E/(1-2*M/r(t)))"2);
2M=r(t)+ E2r(t)

pot_2:= )

> plot({subs({E=0.5,M=1,r(t)=r},pot_2),0*r},r=
1.5..30,axes=boxed,color=[red,blue],title="(dr/dtau N2 vs
r);

(dridtau)™d vs r
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Die kollabierte Oberflache kreuzt den Gravitati@asus bei einem endlichen
Zeitmoment. Es ist:

LT

. 0

lim 3t r

- R
" =1 das ist die Lichtgeschwindigkeit, im Felle= 1, was wiederunri=
®  entspricht.

Die Zeit oder Uhr des sich im Kollaps befindlicheeobachters verlauft:

> hlp:=Int(1/sqrt(R/r-1),r)/sqrt(1-E"2);
simplify( value(hlp), radical, symbolic);

hlp := ! ! dr

J1-E? %?_1




e R-2r
1 2 (R_ r) r+ Rarctarﬁmj

2 1-E?

Es ist fUr den etwas erfahreneren Physiker klds,at@ges Integral gleichzusetzen ist
wie hier gezeigt:

R

1

e R H
1-E> Y _J1-E* _ (1-E?

Nun ist es ja hinreichend bekannt, dafl} Sterne dbrehatomaren Prozesse leben.

Jedoch wenn dieser Prozess beendet ist, wird aderatomaren Prozess stammende

innere Druck dem oben gezeigten auf3eren Druck ehemy der Stern beginnt zu

implodieren. Der Fall der au3eren Staubhille a@fSternoberflache kann nur

aufgehalten werden durch baryonischen Druck odexhdDruck der Elektronen. Der

Gleichgjewichtszustand wird bestimmt durch das Mimmder Gravitationsenergie
-G M

R und die thermisch bedingten kinetischen EnallgeZerfalls. Nehmen wir
einen Wasserstoffball an. Sinkt die Temperaturdauf Nullpunkt, heif3t das nicht
gleichzeitig, daf3 die kinetische Energie der Elmkén auch Null ist! Da steht die
Quantenphysik noch dazwischen! Ein Elektron besitzt'Zellvolumen" proportional

1
1 R_
r

3 . 2T . . ,
A , wobei Ao Pe die Compton Wellenlange |sP.e ist das Elektron
Moment. Fur nicht relativistische Elektronen gilt:

E[e] kinetische Energie des Elektrons

E[k] gesamte kinetische Energie, n[e] ist diez&lnl der Elektronen
m[p] Masse des Protons, Annahme: m[e] >> m[p]

E[g] Gravitations Energie

E Gesamt Energie

> E[e] := p[e]*2/m[e];

E[K] := simplify( n[e]*R"3*subs( p[e]=h*n[e]*(1/3)/ (2
*pi).E[e] ) );

E[K] := subs( n[e]=M/R"3/m[p],%);

E[g] := -G*M"2/R:

E := E[g] + E[K];



1N (573) R® h?
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Berechnung der Energieabhangigkeit vom Abstand R

> pot := -1/R+1/R"2:
plot(pot,R=0.5..10, title="Energie des zerfallenden
Sterns’);

Energie des zerallenden Sterns

2]

151

05

Es wird in diesem Plot verdeutlicht, daf die Ereaghangigkeit vom Radius ein
Minimum hat. Damit zeigt sich auch deutlich daleeen Gleichgewichtszustand
geben mulR3. Sonst wirde die Kurve stetig fallen!

Energieminimum in Abhéangigkeit des Gleichgewicht&tands:



> E_min:=solve( diff(E, R) = 0, R);
1
(v3) L 2
1(M2mp) +2|/\/3(M mp)

h2 1| 2 Mm Mm

p p
m™m m G

p e

(13)

3) h?

(v

1 (M*m)

E_min:=3 5" ,
M m, ™ m_ G

N

1 (U3)
s 1 >
1(M2mp) _2|/\/3 (M mp)

2 M m M m
p p

1
2 ™m m G
p e

h2

NG G)
Der Gleichgewichtszustand wird erreicht beﬁ”1in ~ e p und der
Stern, welcher in diesem Gleichgewichtszustand raoh Weile verharrt wird weiter
zerfallen, wenn auch dieser den Gleichgewichtsnds¢éshaltende atomare Prozess
erlischt. Der Stern wird sehr sicher als Weil3er ignenden. Der Wert seiner Dichte

in diesem Zustand ist dann:
> equilib_num_density:=simplify( subs( R[min]=h"2/(G* MA
(1/3)*m[e]*m[p]™(5/3)),n[e]=M/R[mIn]*3/m[p]) );
3 4
M? G3 m, m,

h6

equilib_num_density:=n_=

Haben wir es mit einem massereicheren Stern zutwd,auch der Radius des
Gleichgewichtszustands geringer werden. Das widergpdem einfachen
Wassertropfen Modell! Im Zusammenhang mit dem Uadeprinzip wird das
Moment des Elektrons gro3er werden:

(-3)

Pe e ~h.

. o o m_c
Die nichtrelativistische Annahme |mpI|Z|ert:pe << €

> hlp:=simplify( rhs(%)"(1/3)*n ) - c*mle];
> solve(hlp=0,M);



JGcth_JGchhc

2 ! 2
G?’m G?’m
b b

Das letzte Ergebnis zeigt das nichtrelativistisktassenkriterium:

3
hol?)

3
2 [Ej
M << m G

Damit Uberhaut ein Kollaps zu einem weil3en Zwetgda kann, wird demnach hier
gefordert:
Wir brauchen relativistische Partikel!!!

Dann schaun wir mal:

E[e] kinetische Energie E= pc fiur relatisstie Partikel

E[k] gesamte kinetische Energie, n[e] ist diez&lnl der Partikel

m[p] Masse des Protons, Annahme: m[e] >> m[p]

E[g] Gravitations Energie

E Gesamt Energie zeigt die Abhangikeit +d/fR

E_hlp_num hier zeigt sich keine Abhangigkeih\®! Deshalb gibt es keine stabile
Konfiguration mit einem Energieminimum

> E[e] := h*c*n[e]N(1/3);

E[k] := simplify( n[e]*R"3*E[e] );

E[k] := subs( n[e]=M/R"3/m[p],%);
E[g] := -G*M"2/R:

E := E[g] + E[K];

E_hlp:=simplify( diff(E, R), radical ):
E_hlp_num:=numer(E_hlp);
Extremata:=solve(E_hlp_num =0, M );

1/3
E ::hcn( )
e e

R3hc

/3
E ':n(4 )
e

K-

(413)
— M 3
E[Rm] e
p



(4/3)
J R®hc

GI\/|2+ M
R3m
p

(1/3)

E_hlp_num::—{—G Mm +{ ] hc R] M
P IRm
P

JGcth_JGchhc

Extremata:=0,

G2m”° G?m°
P p
3
3
M m’ G[zj
Wir erhielten die Beziehung fur die kritische Masse®¢ ~ P =1.4 sun

Diese wird auch Chandrasekltarenze flur Weil3e Zwerge genannt. Geringere Massen
fuhren zu Weil3en Zwergen mit nicht-relativistiscligaktronen, wahrend groRere
Massen einen Sternkollaps verursachen, der nigishdien Druck entarteter

Elektronen aufgefangen werden kann.

Solche massereichen Sterne kollabieren dann zum fd@wenstern.

M M
Fur diese Massen gilt etwa: 1.4"" <M <3 sun

Sterne noch grofRerer Massen kollabieren zu Schwarkéchern

Literatur:

http://de.wikipedia.org/wiki/Sternentstehung
http://www.zum.de/Faecher/A/Sa/STERNE/st1.htm
http://de.wikipedia.org/wiki/Wei%C3%9Fer_Zwerg
http://german.therfcc.org/wei%C3%83%C5%B8er-zwer§360.html
http://german.therfcc.org/wei%C3%83%C5%B8er-zwer§360.html

Schwarzschild Schwarzes Loch
Kehren wir zurlick zur Schwarzschild Metrik

> get_compts(sch);



_1+2r|\/l 0 0 0
0 12 0 0
==
0 0 r2 0
0 0 0 r?sin(8)?]

Es gibt wohl 2 Singularitaten be=2M undr=0. Die Frage nach dem Sinn der Ersten
. . I . sF . sF )
stellt sich. Wenn wir den Ereignishorizont ' * sowie =~ 22  das heif3t auch:

%.0 und 91 tberqueren dann andert sich das Vorzeichen.
Diese Vorzeichenanderung bedeutet: Der Raum und déit tauschen sich aus!

Sollte ein Korper oder auch eine Information, eign@l diesen Gravitationsradius
Uberqgueren, so gibt es kein entkommen! Der FalienSingularitat ist nicht
umkehrbar, ebensowenig der Flul der Zeit. rB@iM, das entspricht tensoriell
dargestellt

(Mo

%.0 (I' stellen die Christoffel Symbole dar ...immerrddenken: Die
Diagonalen der Matrix werden mit 1 besetzt), gedtBeschleunigung gegen
unendlich.

Jetzt werde ich immer wieder mal den Standpunkihaeln. Wir begeben uns weit
weit weg vom Geschehen und beobachten von dort
oder: Wir sind mitten im Geschehen drin und erzéhheas wir dort erleben

> D1sch := d1lmetric( sch, coord ):
Cfl := Christoffell ( D1sch):
displayGR(Christoffell1,%);
The Christoffel Symbols of the First K

non-zero component

uLm:ﬁg
r

M

[12.1] =- 3



M

[22,2] == m

[23,3] =
[24,4] =1 sin(B)?
[33,2] =-r
[34,4] =r?sin(B) coq0)
[44,2] = - sin(0)?
[44,3] = -r2sin(8) cog0)
Die radial Komponenten der Beschleunigung werden:

> get_compts(Cf1)[1,1,2])/get_compts(sch)[1,1];
M
r2 (—1 + ZrMJ

Partikel, welche in diesen Radius eindringen werdemom Ursachen-Wirkungs
Mechanismus des Universums ausgeklammert.

Deswegen nennt man diese magische GrenzeEaimnishorizontin English:event
horizon.

Das Fehlen oder nicht Vorhandensein einer wirkicBengularitat befr= 9 kann
folgenderweise gezeigt werden:
Fur den invariante Riemann Tensor gilt:

(a,B, v, 8)
Rg Ra’ By, R

Mit "raise” werden die kontravarianten Indices d@emann Tensor erhoht. Ich gehe
auf diese Indexmanipulationen nicht tiefer ein. Bgse ine eigene Vorlesung tber
Tensoralgebra. Ist auch, denke ich, nicht allzthtigcdas wirklich zu verstehen.
Nehmt es "einfach” mal hin. Wichtig ist, dal3 digambegonnene Prozedur
standardmaéalig im Fortschritt des Aufsatzes fluwvdrschiedenen Losungen
verwendet wird.

Literatur zur Tensor Indexbehandlung:
http://baldufa.upc.es/xjaen/ttc/tutorial/inde.htm

> schinv := invert( sch, 'detg’ ):

D2sch := d2metric( D1sch, coord ):

Cfl1 := Christoffell ( D1sch):

RMN := Riemann( schinv, D2sch, Cf1):



raise(schinv,RMN,1):

raise(schinv,%,2):

raise(schinv,%,3):

RMNinv := raise(schinv,%,4):

prod(RMN,RMNinv,[1,1],[2,2],[3,3].[4,4]);
2

table(fcompts= %,index_char: [1D
r

..und besitzkeine Singularitat an seinem Horizont Dies ist eine einfache
Koordinaten Singularitdtund ihr Sinn ist, dal? es innerhalb des Horizoptad¢lei
starre Koordinaten mehr gibt. Eine wirkliche Sitagitat ergibt sich bei r=0 und hat
den Charakter einer Raum-ahnlichen Singularitatubi@r wird eine unabwendbare
Singularitat fur einen Beobachter, der den Erelgmigont tberquer. Nun wird
versucht, ob es gelingt einen Augenblicks Aquatbsehnitt des gelrimmenten
Raums auf den nicht gekrimmten Raum abzubilden.

> z(N[1] = int(sqrt(2*r*M-4*M"2)/(-r+2*M),r);
z(nN[2] = int(-sqrt(2*r*M-4*M"2)/(-r+2*M),r);
z(r)1= -2./2rM =4 M?

zZ(r) =2./2rM -4 M?
2

> plot3d({subs({M=1,r=sqrt(x*2+y"2)},rhs(%%)),subs({M =
1,r=sqrt(x"2+y"2)},rhs(%))},x=-10..10,y=-
10..10,axes=boxed,style=PATCHCONTOUR,grid=
[200,200],title="Schwarzes Loch Schwarzschild Typ m it
normierter masse 1°);



achwarzes Loch Schwarzschild Typ mit normieter masse 1
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> z(N[1] = int(sqrt(2*r*M-4*M"2)/(-r+2*M),r);
z(N[2] = int(-sqrt(2*r*M-4*M"2)/(-r+2*M),r);
z(r)1= -2./2rM -4 M?

zZ(r) =2./2rM -4 M?
2

> plot3d({subs({M=1e2,r=sqrt(x"2+y"2)},rhs(%%)),subs(
1,r=sqrt(x"2+y”~2)},rhs(%))},x=-2000..2000,y=-
2000..2000,axes=boxed,style=PATCHCONTOUR,grid=
[200,200],title="Schwarzes Loch Schwarzschild Typ m
normierter Masse 100°);

10

M



ochwarzes Loch Schwarzschild Typ mit normieter Masse 100

Dies ist ein Schwarzes Loch mit einer EinschnirgeganntEinstein-Rosen
Briicke. Der innere sowie der aul3ere Weg zum Ereignisbiotiz

sind die Wege zwischen verschiedenartigen abetigidnasymptotisch flachen
Universen. Diese Bricke bezeichnet man im Filmrigtee" als Wurmloch. Dort wird
das aber villig falsch behandelt...ist ja aucheimetter Film!! Auf alle Falle hat
"unser" Wurmloch einen minimal Radius von "N. Mantite jedoch bedenken, dal3
dieses Gebilde statisch nicht stabil ist, denn ineldang von t nach t + dt ist hier
keine Zeit Verschiebung vorhanden.

Beide bilder lassen sehr deutlich erkennen, dalkidiechnirung bei grof3er
werdender Masse deutlich langer wird.

Wir wollen nun diese erwahnte Koordinaten Singtdadoswerden. Das wollen wir
mit Hilfe einer Koordinatentransformation erreich&eispielsweise kbnnen wir die

Null Geodatedsz =0 in der Schwarzschild Raumzeit als Radial Bpweg eines
Lichtphotons mit



dr?

R 2
9

2 1- ]
ds® dt :( r ansehen..

>t = combine( int(-1/(1-R[g]/r),r) );
t=-r - Rgln(r - Rg)

Wenn v die Konstante ist, welche die radial Komadadiir eine feste Zeit t
beschreibt, kann man anschreiben:Hiermit kann nesnAdisdruck fur r<R[g]
erweitern

t wird differenziert unter Beriicksichtigung der abmrwéhnten Erweiterung
dt?
h

>t = -r - R[g]*In( abs(-r/R[g]+1) ) + v;
r
t——l’—Rgm[Rg_l

(Substitution) nac . Der Ausdruck fur das Intervall in der SchwarzktMetrik

wird dann:
d(n"2 zeigt das Differential in den neuen Koordéama

> defform(f=0,w1=1,w2=1,w3=1,v=1,R[g]=0,r=0,v=0);

d(t)"2 = expand( subs( d(R[g])=0,d( -r-R[g]*In( r/R [0]-1
)V ) )"2);

hlp:=subs( d(t)*2=rhs(%),sch_compts[1,1]*d(t)*2 ) +
sch_compts[2,2]*d(r)"2 + sch_compts[3,3]*d(theta)"2 +
sch_compts[4,4]*d(phi)"2:

new_metric:=collect( simplify( subs(R[g]=2*M,hlp) ) {d(r)

2,d(V)"2D);
r?d(r)®>  2rd(r)d(v)

d(t)?=
() (l’—Rg)2 r—Rg

+d(v)?

new_metri :=
_(r=2M)d(v)? -r3d(0)?-r3d(@)?+r3d(@)?cog0)?
r

r

+2d(r)d(v) -

Wir haben damit ein neues ineares Element erhdtas.ist als Eddington-

FinkelsteinKoordinate bekannt.
R
1_79
ds? - ( r )dV2 +avdr+ T2 d(Q)F d(Q)

Anteil.

ist der sparische

Die zugehorige Metrik hat in der Umgebung von mutégen Charakter, Ausnahme bei
r=0. Zusammenfassend nehmen wir an, daf} eine Abweg von der spharischen



Symmetrie fir statische Schwarze Locher verbl&bte solche Abweichung kann
beschrieben werden mit Hilfe des Quadrupol MomgnEez und Roserhaben die
zugehorige Metrik mit axialer Symmetrie gefunden.

Literatur;

http://www.osti.gov/energycitations/product.bibjgp?osti_id=6825325

er_compt Metrische Komponenten

er_compts[1,1] Koeffizienten von d(lambda)”*2limterval
er_compts[2,2] Koeffizienten von d(mu)"2 imdnial
er_compts[3,3] Koeffizienten von d(phi)*2 intérval
er_compts[4,4] Axial symmetrische Metrik naateERosen
er

> coord = [t, lambda, mu, phi]:

er_compts := array(symmetric,sparse,1..4,1..4):

er_compts[1,1] := -exp(2*psi):# coefficient of d(t) A2 in
interval
er_compts[2,2] := M"2*exp(2*gamma-2*psi)*(lambda”2- mu”2)/
(lambda”2-1):
er_compts[3,3] := M"2*exp(2*gamma-2*psi)*(lambda”2- mu”2)/
(1-mu”2):
er_compts[4,4] := M"2*exp(-2*psi)*(lambda”2-1)*(1-m ur2):
er := create([-1,-1], eval(er_compts)); )

e 0, 0, 0

2 . (2Y=2W) 3o o

0. M- e ~ (1)\ u)’ 0. 0

er :=table(jcompts= , index_char=[-1, -1]
M?2 e(ZV‘Z‘lJ) (A2 = p2)
0, O, 5 , O
1-p
0,0,0,M2e Y (A2-1) (1-12)]

mit

>fl := psi = 1/2*( (1+g*(3*lambda’2-1)*(3*mu”2-1)/4) *In
((lambda-1)/(lambda+1))+3/2*g*lambda*(3*mu”~2-1) );

f2 := gamma = 1/2*(1+g+g”"2)*In((lambda”2-1)/(lambda A2-mu”
2))-3/2*q*(1-mu”2)*(lambda*In((lambda-1)/(lambda+1) )+2)+
9/4*g"2*(1-mu”2)*( (lambda”2+mu”2-1-9*lambda”2*mu”2 )*
(lambda”2-1)/16*In((lambda-1)/(lambda+1))*2+(lambda n2+7
*mu”2-5/3-9*mu”2*lambda”2)*lambda*In((lambda-1)/(la mbda+

1))/4+1/4*lambda”2*(1-9*mu”2)+(mu”2-1/3) );
f3 := lambda = r/M-1;
f4 := mu = cos(theta);



o1 q(3A%2-1)(3pu2-1) A-1Y 3gA(3p%-1)
fl.—w—2[1+ 4 Jln[)\+1]+ 7

1 ) A-1)_3 o A-1 9 ,, .
f2.—y—2(1+q+q)|n[)\2_u2} éq(l u)()\ln()\+1]+2]+4q (1-}
2

116()\2+p2—1—9>\2p2) (A2-1) In()\_lj

A+1

1052 2_O_gn22 A-1N O AP(L-9p?) o 1
+4[>\ +7I-5-9) uj)\ln()\+1j+ ) e

r

f3:=A= M

1
f4 = =co(0)

Im Fall des Quadrupolmoments@ wir erhalten

> get_compts(er):
hlp_1:=map2(subs,{psi=rhs(f1),gamma=rhs(f2)},%):
hlp_2:=map2(subs,q=0,hlp_1):
hlp_3:=map2(subs,{lambda=rhs(f3),mu=rhs(f4)},hlp_2)
erg:=map(simplify,hlp_3);

3 r-2Mm 0 0 0
r
r M?
erg:= 0 r—-2Mm 0 0
I'2
0 —_— 0
sin(8)?
0 0 0 r?sin(8)?

Das beschreibt die Schwarzschild Metrik unter Blsightigung von f3 und f4. Jetzt
gilt es noch den Ereignishorizont als nicht Nulll Bas quadruple Moments zu

finden.
0

. . 71: ga, B . . . .
Fur das statische Feld® =0 ist die korrespondierende Bedlngun%‘?v 0 =0.
Damit folgt:



> hlp_1:=map2(subs,psi=rhs(fl),er):
er2 := map2(subs,gamma=rhs(f2),hlp_1):
r_krumm_invari:=get_compts(er2)[1,1];
2_ 2_ _ 2_
| | [[1+q(3)\ 1£)1(3u 1))'”(;&)*3“(32“ 1))
r_krumm_invari := -e

Das entsprichtr=2M (}‘ =1). Jedoch ist das Ergebnis fur invariante Kmiumg:

> erinv ;= invert( er2, 'detg' ):

Dler := dlmetric( er2, coord ):

D2er := d2metric( D1er, coord ):

Cfl := Christoffell ( D1ler):

RMN := Riemann( erinv, D2er, Cfl):
raise(erinv,RMN,1): Raighen der Indizes im
Riemann Tensor

raise(erinv,%,2):

raise(erinv,%,3):

RMNinv := raise(erinv,%,4):
prod(RMN,RMNinv,[1,1],[2,2],[3,3],[4,4]):
get_compts(%):

series(%,q=0,2): Reihenentwicklung g
convert(%,polynom):

res := simplify(%):

Im spharischen Fall ergibt sich dann: erg_fac isia48M"2/r"6

> fac:=factor( subs(g=0,res) ):
erg_sph:=subs(lambda=1,fac);

erg sph:=
9P 4 M4

Es gibt also keine Singularitat. Anwendung vadfAdspital's Regel fur den
Grenzwert:

> hlp:=subs(mu=0,res):

grenze_Zahler:=limit(diff(numer(hlp),lambda),lambda =1);

grenze_Nenner:=limit(diff(denom(hlp),lambda),lambda =1);
grenze_Zahle :=-signun(q) o

grenze_Nenner= 64 M*

Also doch: es ist eine wirkliche Singularitdt am Eeignishorizont vorhanden, die
hinsichtlich der Demonstration der Unmoglichkeit de statisch axialen
symmetrischen Schwarzen Lochern mit einem nicht Nulguadrupolem Moment
beachtet werden mulf3.



Vermutung:

Solche Momente werden durch die GravitationsweNéhrend der Entstehung eines
solchen Schwarzen Loches offensichtlich "wegge$pult

Diese Moglichkeit kdme in Betracht, wenn diese 8lagtat tatséchlich auftrate. Ich
kann es nicht beantworten.

Reissner-Nordstrom Schwarzes Loch oder das geladgcievarze Loch

Die Verallgemeinerung der Schwarzschild Metrik iall€ der spherisch
symmetrischen Vakuum L&sung der verbundenen Em&fieixwell Gleichungen
kann folgendermalf3en dargestellt werden:

rn_compts Metrische Komponenten
rn_compts[1,1] Koeffizienten von d(t)"2 im Intetl
rn_compts[2,2] Koeffizienten von d(r)*2 im Inveil
rn_compts[3,3] Koeffizienten von d(theta)"2 imdrvall
rn_compts[4,4] Koeffizienten von d(phi)*2 im énvall
rn Reissner-Nordstrom (RNgthik

> coord = [t, r, theta, phi]:

rn_compts := array(symmetric,sparse,l1..4,1..4):
rn_compts[1,1] := -(1-2*M/r+Q"2/r"2):
rn_compts[2,2] := 1/(1-2*M/r+Q"2/r"2):
rn_compts[3,3]:=g_matrix[3,3]:
rn_compts[4,4]:=g_matrix[4,4]:

) }

1+ 2M_Q 0 0 0

r r?
1

0 . 0

rn :=table(jcompts= 1- 2M Q7 ,
r r?

0 0 r2 0

i 0 0 0 r?sin(6)?]

index_cha =[-1, -1]
)

Q ist die elektrische Ladung, Die Metrik hat 3 Silagitaten: r=0,r_pund r_n

> extrem:=denom(get_compts(rn)[2,2]) = 0;

r_p := solve(extrem, r)[1];

r_n :=solve(extrem, r)[2];
extrem:=r2-2rM+Q?=0



r p:=M+.,/M?-Q?

r n:=M-./M?-Q?

Wir berechnen die Invarianz der Krimmung ... deamRann Tensor beschreibt die
Krimmung

> rninv ;= invert( rn, 'detg' ):

D1rn := dlmetric( rn, coord ):

D2rn := d2metric( D1rn, coord ):

Cfl := Christoffell ( D1rn):

RMN := Riemann( rninv, D2rn, Cfl):

raise(rninv,RMN,1): raise of indexes in Riemann tensor

raise(rninv,%,2):

raise(rninv,%,3):

RMNinv := raise(rninv,%,4):

prod(RMN,RMNinv,[1,1],[2,2],[3,3].[4,4]);

8(6r’M?-12rMQ?+7Q%)
I’8

table(jcompts= , index_char=1 ]])

Nichtphysikalische Wurzel des Zahlers mit der nidloil Komponenten der Ladung

Q

> loes_r:=solve(get_compts(%),r);
(1+51/6)0" (1-516)

M M

loes r:=

So sieht es aus:

eine Singularitat aus der Schwarzschild Metrik,

die anderen beiden als "Augenblicks-Singularitaten"mit Koordinaten

Charakter.

Wir schauen uns das mal in einem Bild an: Dazug@owvir die Ergebnisse der ersten
beiden Terme der linearen Naherung so. Zur weitéerdeutlichung plotten wir den
inversen Wert des zweiten Terms, um die Divergeagem der
Koordinatensignularitat zu umgehen.

> plot({subs({M=1,0Q=1/2},get_compts(rn)[1,1]),
subs({M=1,Q=1/2},1/get_compts(rn)[2,2])},

r=0.1..3, color=[red,blue],title="Werte der ersten (rot)
und zweiten (blau) Terms der linearen Naherung mit

normierter Masse = 1°);



Werte der ersten (rot) und zweiten (blau) Terms der linearen Mah

> plot({subs({M=1e2,Q=1/2},get_compts(rn)[1,1]),
subs({M=1,Q=1/2},1/get_compts(rn)[2,2])},

r=6e-4..5e-3, color=[red,blue],titte="Werte der ers ten
(rot) und zweiten (blau) Terms der linearen Naherun g mit
normierter Masse = 100);



Merte der ersten (rot) und zweiten (blau) Terms der linearen Naherung mi

ROO000
AQ0000 1

200000 1

O] nq 0.002 0.003 0.004 0,

F

-200000 4

> plot({subs({M=1e2,Q=1/2},get_compts(rn)[1,1]),
subs({M=1,Q=1/2},1/get_compts(rn)[2,2])},

r=1e-2..1, color=[red,blue],titte="Werte der ersten (rot)
und zweiten (blau) Terms der linearen Naherung mit

normierter Masse = 100°);



Merte der ersten (rot) und zweiten (blau) Terms der linearen Naherung mi

160001
140002
12000+
10000
80001
B000-
4000

2000

r

Dieser radiale Unterschied zum Schwarzschild Schevatochs ist so schon zu
sehen. Wir sehen bei ca. "0.1", dal3 sich RaunZestd austauschen. Das passiert in
der Region, in welcher gilt: n <r <r_p zwischen dem inneren und auf3eren
Ereignishorizont, der roten und blauémie. Quasi kann die positive Achse als
Raum, die negative Achse als Zeit angesehen weidetzdem gibt es die bekannte
Anzeichen eines gewissen Zeitcharakters, so daldisi&chwarze loch fallende
Beobachter (der Armste!!) diese Singularitat nistébt. Wenn er nicht dabei "vor die
Hunde" geht, wird er "in der Zeit" stetig langsaraad in unendlich Jahren bleibt fir
diesen Beobachter die Zeit "einfach” stehen. Etereer, weit entfernter Beobachter
sieht jedoch seinen Kollegen verschwinden.

Die nachste Unterschied ist das Ausbleiben derdinaten Singularitat wenn':v|2

< Q* . Das wird auch "nackte" Singularitat genannt. Mann sogar zeigen, daf3 hier
wirklcih keine solche Singularitat als Ergebnis desmalen Zusammenbruchs des
Sterns mit Masse M sowie Ladung Q auftritt. Dies@watenergie -als Newton
Grenze, jedoch mit Korrektur aus der speziellerafdetat, mit M_0 als Ruhemasse,
ist: Die geometrischen Einheiten der Ladung wem@egenutzt, so dald das Coulomb



Gesetz G Q_1 Q_2/r"2 erfullt wird.

Bei dem massereicheren Schwarzen Loch erkennemuvigine solche
Uberkreuzung.

>en = M(r) = M_0 + Q"2/r - M(r)"2Ir;
loes := solve(en,M(r));
2 2
en:=M(r) = M_O+Qr— M(rr)

r o Jr2+4M 0r+4Q% r r2+4M_0r+4Q?
loes:=- - + ,
2 2 2 2

Die Wahl fiir die Losung (loes) oben wird durch Hirrektur Asymptote bestimmt:
lim sol

F-o =M_Or
> if limit(loes[1],r=infinity)=M_0 then true_loes := loes
[1] fi:
if limit(loes[2],r=infinity)=M_0 then true_loes := loes

[2] fi:
true_loes:=true_loes;

r o Jr2+4M_0r+4Q?
true_loes::—2+J 5 Q

> hlp_1:=diff(true_loes,r):
hlp_2:=subs(M_0=solve(en,M_0),hlp_1):
M_0_erg:=simplify(hlp_2,radical,symbolic);

—Q%+ M(r)?
(r+2M(r))r

M_0_erg:=

M(r)?-Q?
—r(r+2M(r))

S m)

Der Zusammenbruch ist mdglich mit abnehmendem Aldsia Damit gewinnt die

Gravitation Oberhand Uber die Kraft oder Wirkung dedung. Das ist dann mdglich,
2 2

wenn M” > Q% \ird. Diese Grenze wird erreicht bei:

> M_limit:=limit(true_loes,r=0);

M_limit :=./Q?

Das l6st das Problem der unendlichen Eigenengedaelener Partikel. Mal sehen,
wie sich der Druck des Zusammenbruchs der geladspkéare verhalt im Vergleich



der Staubpartikel der Schwarzschild Metrik

d(s)*2 Reissner-Nordstrom (RN) Metrik

d(tau)*2 tau ist die wirkliche Zeit, die féinen Beobachter auf der Oberflache der
Sphére gilt

subs({d(t) dahinter steht an und fur sich: d(tgdu)=E/(1-2*M/r+Q"2/r"2)

pot 1 Potential beim entfernten Beobachter

pot_2 Potential beim kollabierenden Beditac

>ri='rn

E:="E"

subs( r=r(t),get_compts(rn) ):

d(s)"2 = %[1,1]*d(H)"2 + %[2,2]*d(r)"2;

d(tau)*2 = collect(subs( d(r)=diff(r(t),t)*d(t),rhs (%)

),d(t));

%l/d(tau)*2;

subs({d(t)=E/(1-2*M/r(t)+Q"2/r"2),d(tau)=1},%);

pot_1 := factor( solve(%,(diff(r(t),t))*2) ):

pot_2 := simplify(pot_1*(E/(1-2*M/r(t)+Q"2/r"2))"2) : did

(H)=(d/d(tau))*(1-2*M/r+Q"2/r"2)/E;
2M Q2

2| ="
d(s) —( 1+ 20--Z

d(r)?
_2m, @
() " r(1)?

Jd(t)2+

2 d 2
1 . oM Q? (dt r(t)J
-1+ - +
2M  2M (1) r(t)? | 2M L @
r R () r(t)?

d(t)?

q 2
-1+ - +
M > _2M @
r(t)  r(t)?
2

d(t)?




2

d
—r(t
4 2M_ Q? .\ (dt()j e
r(t) r(t)? _2M Q?
r(t) r(t)?

1_2M+Q22
(t) r2

2
d[1—2M+QJ
d _ r r?
d(t)
d ! dr [E
2M _2M
r R

> plot({subs({E=0.5,M=1,Q=1/2,r(t)=r},pot_2),0*r},r=
0.1..3,axes=boxed,color=[red,blue],

> title="(dr/dtau)"2 und Potential bezogen auf r aus Sicht
des kollabierenden Beobachters bei einer normierten Masse
= 1‘),
(drfdtau)™? und Potential bezogen auf r aus =icht des kollabierenden Be

57

4]

2]

I

iy

05 1 1.5

> plot({subs({E=0.5,M=1e2,Q=1/2,r(t)=r},pot_2),0*r},r =



0.01..1,axes=boxed,color=[red,blue],title="(dr/dtau N2

und Potential bezogen auf r aus Sicht des kollabier enden
Beobachters bei einer normierten Masse = 100);

dridtau)? und FPotential bezogen auf r aus Sicht des kallabierenden Beo

0]

-znnné
-JDDDé
-EDDD%
-annné
-1DDDD§
-12000%
-140005

~160001
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F

Der Unterschied zum Schwarzschild Zusammenbruabffishsichtlich: Der
Beobachter kreuzt den aliReren sowie den inneregnisieorizont, jedoch wird er die
Singularitat nie erreichen, da der ZusammenbrushSderns als "Weil3es Loch”
passiert. Das begrindet sich durch den Rickstrardinekt anschlieRendem
"Gegenkollaps" usw. Ist die Masse des Schwarzehd gedoch groRRer, erkennen
wir, dafd der Beobachter die beiden Horizonte richtizt.

2 2
Den Extremfall M* -Q erhalten wir bei:

> hlp:=subs(Q"2=M"2, get_compts(rn));
fac:=factor(hlp[1,1]);



2
e 2M o 0
r r2
1
O 2
hip := 1_2M+M7
r r2
0 0
i 0 0
_ 2
fac::—i(r M)

r.2

o

r?sin(8)?]

Die Koordinaten Singularitat erkennen wir bei rWas passiert nun mit dem
zweiten Ereignishorizont? Dazu mussen wir den Alzbtier beiden Horizonte
ermitteln und die Zeit t sowie den Winkel der Kdioaten der RN Metrik festlegen

Es gibt dazu 2 Mdglichkeiten, dieses auszudriickatweder Uber die Reissner-

Nordstrom (RN) Metrik oder Uber die Abstande

> get_compts(rn):

d(s)"2 = %[2,2]*d(r)"2;

or

d(s)*2 = d(r)"2/expand( (1-r_p/r)*(1-r_n/r));
Abstande

d(r)?

d(s)?=
_2M @

1
r r2

d(r)?

d(s)?=

. . MZ _ QZ
Es gilt beir_p-->r_n ( -->0)
r_p: aulierer Ereignishorizont
r_n: innerer Ereignishorizont

>r_p:="r_p~
rn:='r_n"
s = Int(1/sqrt((1-r_p/r)*(1-r_n/r)),r=r_n..r_p);

RN metric

Zweite Art:



simplify( value(rhs(%)),radical,symbolic );
rp

1 1 1
> rpin(rn-r_p)- > rnin(rn-r_p)+ > rpin(r_p-r_n)

+ ; rnin(r_p-r_n)

Wir erhalten:s-->® . Das bedeutet, daR wir eine unendlich |dimstein-Rosen
Bricke "Wurmloch" vorfinden. Damit entfallt hier die Vorstellung déerbindung
zweier flacher Universen. Diese Tatsache kann auehpretiert werden als
Einbettung in die aquatorial Sektion des statisdReissner-Nordstrom Raums in
einem flachen Euklidschen Universums.

Wir setzen gleich: Radial Elemente der Intervalievr1

>d(n"2/(1-1/n"2 = (A+diff(z(r),n)"2)*d(n)"2;
diff(z(r),r) = solve(%,diff(z(r),r))[1];
einbettung:=dsolve(%,z(r));

2 2
d(r)l 3 :[1+[ddrz(r)j ]d(r)2

J2r—=1

d
Ez(r)— r-1

einbettung:=z(r)=2.,/2r-1+In(4/2r-1-1)-In(y2r-1+1)+ C1

> plot3d(subs(r=sqrt(x"2+y"2),2*sqrt(2*r-1)+In(sqrt(2 *T-
1)-1)-In(sqgrt(2*r-1)+1)),x=-40..40,y=-
40..40,axes=boxed,style=PATCHCONTOUR,grid=
[200,200],title="Extremes Reissner-Nordstrom Schwar zes
Loch’);



Extremes Reissner-MNordstrom Schwarzes Loch

Das asymptotische Verhaltens der RN metrie ®  entspricht der Minkowski
Vorstellung des gekrimmten Raums. Zur EinfUhrumeseli Vorstellung r-> M,
werden wir neue Koordinaten brauchen.

Literatur:

http://deposit.ddb.de/cgi-bin/dokserv?idn=973910429
http://www.pnas.org/cgi/content/abstract/83/7/1978
http://relativity.livingreviews.org/Articles/Irr-204-9/articlesu20.html
http://de.wikipedia.org/wiki/Reissner-Nordstrom- Mkt

>rn_assym := subs( {r=M*(1+lambda),Q"2=M"2},get_comp ts
(rn)); i , .
-1+ - 0 0
A+l (N+1)?
0 ! 0
rn_assym:= 1- 2 + 1
A+l (A+1)?
0 0 M? (A +1)2
| 0 0 0 M2 (
m1l Reihenentwicklung: nur geuptterm fir lambda verbleibt

m2 wie m1



spheric_part d(omega) ist der spharischeifnt

>ml := series(rn_assym[1,1],lambda=0,3);
m2 := series(rn_assym|[2,2],lambda=0,3);
spheric_part:=d(s)"2 = convert(m1,polynom)*d(t)*2 + M72
*convert(m2,polynom)*d(lambda)”2 + M*"2*d(Omega)"2;
ml:= - A2+ O(A3)

m2:=A2+0O(A 1)

M2 d(A)?

spheric_part:=d(s)?>=-A2d(t)?+ N2 + M?d(Q)>?

Diese metrik heif3t._Robinson-Bertotti MetriRer letzte term beschreibt die 2-
dimensionale Share mit Radius M. Die Dimensionen

werden in der Umgebung des Ereingnishorizonts zosamgestaucht.. Das entspricht
durchaus der "anti-de Sitter" Raumzeitverhaltemid gleich)

mit konstant negativer Krimmung.

Literatur:

http://www.iop.org/EJ/abstract/0264-9381/17/2/314/
http://www.citebase.org/abstract?id=oai:arXiv.oepkth/0306194
http://www.osti.gov/energycitations/product.bibjgp?osti_id=20510506
http://www.numdam.org/item?id=AIHPA_ 1979 31 4 365

Kerr Schwarzes Loch oder das Schwarze Loch mit Biggation
Die allgemeine Form der stationaren Rotation eBasvarzen Lochs wird mit der

Kerr-Newman Metrikbeschrieben. Darin werdeBoyer-Linguist Koordinaten
verwendet:

kn_compts Metrische komponenten mitlsl=J ist das Winkel Moment
kn_compts[1,1] Koeffizienten von d(t)"2

kn_compts[1,4] Koeffizienten von d(t)*dphi

kn_compts[2,2] Koeffizienten von d(r)"2

kn_compts[3,3] Koeffizienten von d(theta)"2

kn_compts[4,4] Koeffizienten von d(phi)*2

kn Kerr-Newman (KN) Metrik

Literatur:

http://www.math.ucla.edu/~bon/kerr/intro4.html
http://www.math.ucla.edu/~bon/kerr/intro4.html
http://www.springerlink.com/content/t36006867145851
http://www.springerlink.com/content/rg03v7p 7046555t



> coord = [t, r, theta, phi]:
kn_compts :=
array(sparse,l1..4,1..4):

kn_compts[1,1] :=
-(Delta-a"2*sin(theta)"2)/Sigma:

kn_compts[1,4] :=
-2*a*sin(theta)"2*(r"2+a”2-Delta)/Sigma:

kn_compts[2,2] :=
Sigma/Delta:

kn_compts[3,3] :=
Sigma:

kn_compts[4,4] =
(((r2+ar2)"2-Delta*a™2*sin(theta)"2)/Sigma)*sin(th
2.

kn := create([-1,-1], eval(kn_compts));
mit P alsmagnetische Ladung

sub_1 := Sigma = r"2+a”2*cos(theta)"2;
sub_2 := Delta = r2-2*M*r+a’"2+sqrt(Q"2+P"2);

eta)®

_2asin(8)*(r’+a’-A)
2z

0
0

((r2+a2)" - A a2 sin(8)2) sin(€

B _ A2 e 2
_A-a“sin(0) 0 o
>
0 z 0
kn := table(fcompts= A
0 0 2
0 0O O

index_char=[-1, -1]

)

>

sub_1:=3=r2+acog0)?

SUb_Z::A:rz—ZrM+a2+W

Sind keine Ladungen vorhanden, erhalten wir die Kaatrik.
Deren Singularitaten sind mit Ausnahme der normalerSingularitat bei der



Koordinate s ® =0
r_p: aulierer Ereignishorizont
r_n: innerer Ereignishorizont

>r_p := solve( subs({Q=0,P=0}rhs(sub_2))=0,r )[1];
r_n := solve( subs({Q=0,P=0}rhs(sub_2))=0,r)[2];
singularitaet:=solve( subs({Q=0,P=0},rhs(sub_1))=0, theta

);
r_p:=M+.,M?-a?

rn:=M-.,/M?-a?

. : 1l el n (T
singularitaet := - — arcsinh — | I, - + arcsinip — ||
2 a 2 a

M

Die letzte Singularitat wird bei r=0 bzw® =2  auftreten. Wie bei dem ladungs-
Schwarzen Loch, erhalten wir verschiedene Situation
2 2
M2 _a
M2 _ &
2 2
M2 a

2
Wir werden sehen was ber% 0 | 911 , 9 4 das heil3t bei Situation!vI >

2
& passiert
> plot3d(subs({M=1,a=1/2,P=0,Q=0},subs({Sigma=rhs(sub
1),Delta=rhs(sub_2)},get _compts(kn)[1,1])),r=
0.1..4,theta=0..Pi,color=red):

plot3d(subs({M=1,a=1/2,P=0,Q=0,theta=2*Pi/3},subs
({Sigma=rhs(sub_1),Delta=rhs(sub_2)},1/get_compts(k n)
[2,2])),r=0.1..4,theta=0..Pi,color=green):

display(%,%%,title="Schwarzes Loch Kerr Typ mit
normierter Masse = 1: Signaturen der ersten und zwe iten
Diagonal Elemente der Metrik™,axes=boxed);

plot3d(subs({M=1,a=1/2,P=0,Q=0},subs({Sigma=rhs(sub
1),Delta=rhs(sub_2)},get_compts(kn)[4,4])),r=-
0.01..0.01,theta=Pi/2-0.01..Pi/2+
0.01,color=green,title="Schwarzes Loch Kerr Typ mit
normierter Masse = 1: Die 4 Diagonal Elemente der M etrik
in der Umgebung der Singularitat’,axes=boxed);



ochwarzes Loch Kerr Typ mit normierer Masse = 1; Signaturen der erst




ochwarzes Loch Kerr Typ mit normietter Masse = 1: Die 4 Diagol

BO0

an0-
200
0
200
400

so0i

0.07 0o0s

> plot3d(subs({M=1e2,a=1/2,P=0,Q=0},subs({Sigma=rhs(s

1),Delta=rhs(sub_2)},get_compts(kn)[1,1])),r=
0.1..4,theta=0..Pi,color=red):

plot3d(subs({M=1e2,a=1/2,P=0,Q=0,theta=2*Pi/3},subs
({Sigma=rhs(sub_1),Delta=rhs(sub_2)},1/get_compts(k
[2,2])),r=0.1..4,theta=0..Pi,color=green):

display(%,%%,title="Schwarzes Loch Kerr Typ mit
normierter Masse=100: Signaturen der ersten und zwe
Diagonal Elemente der Metrik™,axes=boxed);

plot3d(subs({M=1e2,a=1/2,P=0,Q=0},subs({Sigma=rhs(s
1),Delta=rhs(sub_2)},get_compts(kn)[4,4])),r=-
0.01..0.01,theta=Pi/2-0.01..Pi/2+
0.01,color=green,title="Schwarzes Loch Kerr Typ mit
normierter Masse = 100: Die 4 Diagonal Elemente der
Metrik in der Umgebung der Singularitat’,axes=boxed

—_—
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schwarzes Loch Kerr Typ mit normierter Masse=100:; Signaturen der ers
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schwarzes Loch Kerr Typ mit normierter Masse = 100; Die 4 Diagonal El

59+13-E
de+13-5
39+13-E
Ee+13-f

1e+131

n
0 _2

Man erkennt, daf’ bei Anndherung an r=0 auf deel.welche zu
unterschiedlich ist -das korrespondiert mit demmaden Ansatzen der diagonalen
Elementen der Metrik-: der Beobachter kreuzt b8iohne jedoch mit der
Singularitat in Bertihrung zu kommen. Der Beobachtevgelt" sich so an dieser
Singularitat vorbei. Das wird im ersten Bild vertd@int. Im zweiten Bild sehen wir

denWechsel vong& 3 _Ansatz fir r>0. zu®: das ist eine zeitahnliche Koordinate.
jedoch hat sie eine kreisférmige Eigenschaft urghdh finden wir uns hier in einer
T

Welt mit "geschlossener" Zeit wieder. Nahern wis un0 auf der Linie 0 -2 4

verurachen wir einen Wechsel der Metqu' 0 . Damit finden wir eine wirkliche
Singularitat in dieser Richtung. Das zeigt, wie kbiziert die Sache mit der Kerr
Metrik von rotierenden Schwarzen Ldchern ist!!!

Mit etwas mehr Prazison erhalten wir folgende Engete:



2 2
M <& | Esexistiert kein Ereignishorizont, da r_glunn komplex sind,

L
jedoch bleibt die Singularitat be+0, 6 -2 . Damit die Koordinaten Singularitat
bei

S

=0 weggenommen werden kann, mussen wir die 8ehitd Koordinaten mit
linearen Elementen einflhren.

Literatur:

http://www.iop.org/EJ/abstract/0264-9381/8/9/006/
http://www.conicyt.cl/bases/fondecyt/proyectos/@A/1000961.html
http://www.citebase.org/abstract?id=oai:arXiv.orgng/0109085
http://www.aei-potsdam.mpg.de/~koppitz/proceedikggpitz/img3.htm

> macro(ts="t*"):

ks_le :=d(s)*2 = -d(ts)"2 + d(x)"2 + d(y)"2 + d(2) N2 +
(2*M*r3/(r™4+an2*z72))*( (r*(x*d(x)+y*d(y))-a*(x*d (y)-
y*d(x)))/(r"2+a”2)+z*d(z)/r+d(ts) )"2;

X + I*y = (r + I*a)*sin(theta)*exp(1*(Int(1,phi)+In t
(a/Delta,r)));

Z = r*cos(theta);
ts = Int(1,t) + Int((r"2+a”2/Delta),r) - r;
ks_le:=d(s)?=-d(t* )%+ d(x)?+ d(y)?+ d(z)?
2

2M r3(r (xd(x) +yd(y)) - a(xd(y) - yd(x)) , zd(2) +d(t*)j
r2_|_a2 r

+

ré+a?z?

(fo o

x+yl=(r+al)sin(0) e

z=r cog0)

a2
t* :fldt+ r2+Kdr—r

Diese werden mit Hilfe dévlinkowski Metrik vermindert bei M-> 0.

Literatur

http://de.wikipedia.org/wiki/Metrik_(Mathematik)
http://www.calsky.com/lexikon/de/txt/m/mi/minkowsghp
http://www.tu-harburg.de/rzt/rzt/it/Klassik/node 8



> int(subs( {P=0,Q=0},subs(Delta=rhs(sub_2),a/Delta) ).1):
x+I*y=(r+I*a)*sin(theta)*exp(I*(phi+%));
2r—-2M
. aarCtafﬁm]J IJ
a?- M2

¢

Xx+yl=(r+al)sin(6) e

n

) 2 2
1) 1str=0, ® =2 dann wird die Singularitatim Rind *Y~ =2 z=o0.
sein
2 2
2) M® 58" e bei 1) werden wir einRingsingularitat haben, jedoch mR
Ereignishorizonztenr_p und r_n.
Als Beiwerk zur Kerr Metrik werden wir auch noch eindordinaten Singularitat

vorfinden

> get_compts(kn)[1,1]=0;

subs( Delta=rhs( sub_2 ),numer( lhs(%) ) ):

solve( subs({Q=0,P=0},%) = 0,r);
A-a?sin(8)? _

s 0

M +./M2 - a% + a2sin(0)2, M — /M2 - a2 + a® sin(0)?

>
>
>

Wir entnehmen der obigen Lésung eine Ellipsengesétd der Ellipsoid bei
M +./MZ2 - a? coq 0)?

gekreuztr_1= wird eine Anderung des Vorzeichens der

Metrik 9.0 vonstatten gehen. So war es auch beim Schwaldttiwarzen Loch:
dieser Umstand zeigte dal® es keine statischen Keth unterhalb dieser
Oberflache oder Begrenzungsflache gibt.

Diese Ober- oder Begrenzungsflache wirrgospharegenannt. Das Gebiet
zwischen den beiden Ereignishorizonten r_p und r_mwird Ergogebiet

(Ergoregion) genannt.

Das Nichtvorhandensein der Singularitat berif’r deutet ein nicht-statisches
Verhalten an, das von einem Beobachter auf Grun&dtation des Schwarzen
Lochs wahrgenommen wird, aber nicht wahrend dds Fadie Singularitat; im Falle
eines Beobachters unterhalb des Ereignishorizan@Sahwarzschild Schwarzen
Loch.

Kleine Zusammenfassung

Ich habe vorgestellt, wie komplex das Gescheherstignentwicklung ist: vom



Brennschluss und was dann passiert bis zu versaetigen Zustaanden Schwarzer
Lécher. Die MAPLE Routinen sind astrophysikaliscBésndard. Sie spielen hier
lediglich die Rolle des Demonstrators. Viel wiclatigoll die Erkenntnis sein, dal3
Diskussionen auf Verbalebene -ich sage dazu imuegbalinjurien- ganz schnell zu
eklatanten Fehlaussagen oder vollig falscher Ineé¢sion fihren konnen. Es ist so
wichtig, in diesem schwierigen Umfeld die richtiggerpretation zu finden und
sicherlich wird auch an diesen hier gezeigten Statteorien noch sehr viel gefeilt
werden. Das alles mul3 mit Beobachtungen unterfiittet durch Beobachtungen
guasi "beglaubigt” werden. Deshalb wurde beispieisevdas Weltraumteleskop
gebaut oder die komplexe Spiegelanordnung auf Rlabo



