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Aligemeines

Das Noether-Theorem

GemaB dem Noether-Theorem existiert zu jeder kontinuierlichen Symmetrie eines dynamischen
Systems eine ErhaltungsgréBe. In der Feldtheorie lasst sich eine lokale Version des Theorems
ableiten, das die Konstruktion einer Kontinuitatsgleichung fiir einen erhaltenen Strom ermdéglicht.
Diese ErhaltungsgréBen umfassen Energie, Impuls und Drehimpuls fiir duBere Symmetrien
(Translation, Rotation) der Raumzeit, sowie die elektrische Ladung und weitere verallgemeinerte
Ladungen, die aus inneren Symmetrien (u.a. Flavor-Symmetrie, lokalen Eichtheorien) folgen. Aus
einer Symmetrietransformation
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mit der Stromerhaltung
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Das Keplerproblem

Das Keplerproblem ist dadurch ausgezeichnet, dass das 1/r-Potential in drei Dimensionen eine
Erweiterung der SO(3)- zu einer SO(4)-Symmetrie zulisst, die neben der Erhaltung des
Drehimpulses L = r x p die Existenz einer weiteren vektoriellen ErhaltungsgréBe, des sogenannten
Laplace-Lenz-Runge Vektors

A =p xL— mae,

garaniert. Daraus folgt auch die Existenz geschlossener Ellipsenbahnen im Keplerproblem?.

Li.A. sind Bahnen in attraktiven Potentialen nicht geschlossen
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Der harmonischen Oszillator

Der n-dimensionale harmonische Oszillator weist eine U(n) = SU(n) ® U(1)-Symmetrie auf, die
die Existenz von n? erhaltenen Ladungen Q?, a=0...n% — 1 garantiert. Diese maximale
Symmetrie in n Dimensionen enthalt in der U(1) Untergruppe die erhaltene Energie E sowie in
der SU(n) die SO(n) Untergruppen mit den erhaltenen Drehimpulsen. Aus den GréBen

A = (x £ ip1)/V2

konstruiert man mittels der U(n)-Generatoren T2 die ErhaltungsgréBen
Q= AH(T?)uA,

die wiederum eine U(n)-Symmetrie erzeugen

[Qa’ Qb] — ifabcoc
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Das Kolmogorow-Arnold-Moser-Theorem

Das KAM-Theorem ist ein Resultat aus der Theorie der dynamischen Systeme und trifft eine
wesentliche Aussage iiber das Verhalten solcher Systeme unter kleinen Stérungen: Die
Wahrscheinlichkeit, dass ein zuféllig gewahlter Orbit stabil ist, liegt bei geniigend kleinen
Stérungen nahe bei Eins?. Fiir Planetensysteme folgt mit einer Wahrscheinlichkeit nahe bei Eins
die Stabilitat des Systems als Ganzem.

2Falls ein ungestdrtes System nicht entartet ist, dann werden fiir geniigend kleine autonome hamiltonsche
Stérungen die meisten nicht resonanten Tori im Phasenraum lediglich leicht deformiert, so dass auch im
Phasenraum des gestérten Systems invariante Tori existieren, die von den Phasenbahnen dicht und quasiperiodisch
umsponnen werden, wobei die Frequenzen rational unabhéngig sind. Diese invarianten Tori bilden die Mehrheit in
dem Sinne, dass das MaB des Komplements ihrer Vereinigung klein ist, wenn die Stérung hinreichend schwach ist.
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Feldtheorie

Die lokale Eichsymmetrie

Die lokale Eichsymmetrie ist eines der wichtigsten Werkzeuge in der modernen Physik sowie in
vielen Bereichen der Mathematik3. Sie erzwingt die Einfithrung eines Eichfeldes* aus dessen
Transformationseigenschaften die Dynamik und die Kopplung von Materie- und Strahlungsfeldern
abgeleitet werden kann. Die Eichsymmetrie wird dabei durch Generatoren T2 einer Lie-Algebra
beschrieben

[-I—a7 Tb] _ I-fabc TC
Unter der dadurch definierten Symmetrietransformation 6(x) = 6?(x) T2 transformieren die
Eichfelder A als affiner Zusammenhang

dgA =1[0,A] — do
Die zugehdrige Feldstérke F transformiert in der adjungierten Darstellung der Lie-Algebra

F=dA+ANA

3Kilassifikation von glatten 4-Mannigfaltigkeiten, topologische Invarianten

4Zusammenhangsform in einem Faserbiindel

5Mittels einer quantenmechanischen Formulierung des Noether-Theorems, den sog. Ward-Identitaten, ist es
mdglich, renormierbare Theorien fiir alle heute bekannten Wechselwirkungenzu konstruieren (starke und
elektro-schwache Wechselwirkung sowie Gravitation als Eichtheorie der Poincare-Symmetrie - mit Ausnahme des
noch fehlenden Nachweises der Renormierbarkeit der Gravitation).
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Die Maxwell-Gleichungen

Die Maxwell-Gleichungen beschreiben in ihrer allgemeinsten Form die Kopplung von Materie an
elektromagnetische Felder und fassen diese Phanomene in einem einheitlichen Bild zusammen. In
diesem Sinne stellt die Maxwellsche Beschreibung der Elektrodynamik die erste Vereinheitlichung
in der modernen Physik dar. Mittels der eleganten und kompakten Notation der

Differentialformen gilt
dF =0

d«F =

Dabei ist die erste, homogene Gleichung (Bianchi-ldentitat) eine Konsequenz aus F = dA. Die
homogenen Maxwell-Gleichungen des elektromagnetischen Feldes kénnen aus dem
Wirkungsintegral

1
S[A]:—2/ F A%F
e JMm

abgeleitet werden.

Th. Stor (Abenteuer Universum) Schénheit in der Physik 2. Februar 2011 7/16



Rela theo

Einsteins Feldgleichungen zur Gravitation

Die Feldgleichungen der Gravitation
G =kTuw

kénnen aus der Einstein-Hilbert-Wirkung des Gravitationsfeldes
1
S[g, matter] = —— / *R + Smatter
K JMm

abgeleitet werden. Sie beschreiben die Dynamik des Gravitationsfeldes sowie dessen Kopplung an
die Dynamik der Energie-Impuls-Dichte von Materie- und Strahlungsfeldern®. Die Feldgleichungen
erlauben eine Formulierung, in der die Theorie aus einer lokalen Eichtheorie der Poincare-Gruppe
abgeleitet wird.

6Aus diesen Gleichungen folgen Vorhersagen bzgl. der Lichtablenkung in Gravitationsfeldern wie z.B. nahe der
Sonne bzw. in Gravitationslinsen (Einsteinringe), die gravitative sowie die kosmologische Rotverschiebung, die
Perihel-Prizession, der Lense-Thirring- bzw.- Frame-Dragging-Effekt, die Shapiro-Verzégerung (scheinbare
Verminderung der Lichtgeschwindigkeit in Gravitationsfeldern fiir auBenstehende Beobachter), Gravitationswellen
(indirekter Nachweis in engen Doppelsternsystemen), die Existenz von schwarzen Léchern (insbs. Schwarzschild-
und Kerr-Metrik), sowie die groBraumige Struktur des Kosmos (Singularitaten-Theoreme von Hawking und Penrose,
der Urknall, das expandierende Universum).
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Rela theo

Die Einstein-Cartan Theorie

Die Einstein-Cartan-Theorie stellt eine Verallgemeinerung der allgemeinen Relativitatstheorie dar,
bei der die der ART zugrundeliegende kiinstliche Einschriankung der Torsionsfreiheit der
Riemannschen Geometrie fallengelassen und zur sog. Riemann-Cartan-Geometrie erweitert wird.
Dies erweist sich in vielerlei Hinsicht als natiirlicher”. Insbs. 16st die ECT das Konsistenzproblem,
dass im Rahmen der ART keine Spin-Bahn-Kopplung, d.h. kein Austausch von Spin und
Bahndrehimpuls, formuliert werden kann. Unter Beriicksichtigung der Quantenmechanik erscheint
die ECT somit aus konzeptionellen Griinden als physikalisch zwingend notwendige
Vervollstandigung der ART®. Die ECT erweitert die Einsteinschen Feldgleichungen durch das
Auftreten des Torsionstensors @ sowie der Spindichte S

Gap = KTap

Qs + 267, T,,]Z = rSS,

7Spin als Quelle von Torsion, Kopplung von Fermionen an die Raumzeit, Tetraden-Formulierung sowie
Gravitation als lokale Eichtheorie, Ableitung von Viererimpuls- sowie Drehimpulsdichte als erhaltenen Stréme der
Translations- und Rotationsinvarianz = Poincare-Invarianz mittels des Noether-Theorems, semiklassischer Grenzfall
von Quantengravitationstheorien
8 AuBer dem Energie-Impuls-Tensor als Gravitionsquelle fungiert nun der Spintensor zusatzlich als Quelle des
Torsionsfeldes, wobei dieses im Gegensatz zur Kriimmung nicht propagiert und somit im Vakuum identisch
verschwindet. ART und ECT sind jedoch aufgrund der Kleinheit dieser Effekte experimentell nicht unterscheidbar.
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Feynmans Pfadintegral

Das Feynmansche Pfadintegral gibt die Amplitude an, ein Teilchen zu den Zeiten t, , an den
Orten x, ; zu finden. Aus diesem Pfadintegral lasst sich die gesamte Dynamik des Systems
herauspréparieren, insbs. die Lésung der Schrédingergleichung sowie das vollstandige
Energiespektrum des Hamiltonoperators. Es gilt

Z[s] = / Dx &%)

wobei S der klassischen Wirkung entspricht. Das Spektrum des Hamiltonoperators erhalt man
mittels Wickrotation fiir einen geschlossenen Pfad in imaginarer Zeit it

Z=tre M

Eine anschauliche Interpretation des Pfadintegrals legt nahe, dass ein quantenmechansichen
Objekt alle, auch die klassisch verbotenen Pfade x(t) durchlauft, wobei alle diese Pfade
miteinander interferieren.
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Die Dirac-Gleichung

Die Dirac-Gleichung beschreibt in ihrer einfachsten Form die Lorentz-kovariante Dynamik von
(massebehafteten) Spin-1/2 Teilchen. Die Form des Dirac-Operators® kann dabei aus einer
verallgemeinerten Symmetrie der Raumzeit abgeleitet werden, namlich aus einer Erweiterung der
Lorentz-Gruppe SO(1, 3) zur sogenannten Spin-Gruppe Spin(4). Dabei zeigt sich, dass die
Existenz des halbzahligen Spins letztlich aus einer fundamentalen Symmetrie der Raumzeit beruht.

(i7" Dy — m)y =0

Die Lésungen der Dirac-Gleichung fiihrten (noch vor dem experimentellen Nachweis) zur
Vorhersage der Existenz des Positrons.

9Der Dirac-Operator ist neben den physikalischen Anwendungen in der relativistischen Quantenfeldtheorie ein
wichtiges Werkzeug der Mathematiker zur Untersuchung der Topologie und Differentialgeometrie von
Spin-Mannigfaltigkeiten; Stichworte: Atiyah-Singer-Index-Theorem, Donaldson-, Seiberg-Witten-,
Gromov-Witten-Invarianten
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Das CPT-Theorem

Das CPT-Theorem besagt, dass jeder physikalisch mégliche Vorgang Vorgang, durch Vertauschen
von Materie mit Antimaterie (Charge Conjugation C) sowie Raumspiegelung (Parity Conjugation
P) und Zeitspiegelung (Time Inversion T) in einen ebenfalls physikalisch erlaubten Vorgang
liberfiihrt werden kann und dass damit die Gesetze der Physik invariant unter gleichzeitiger
Ausfiihrung der Operation C, P und T sind. Voraussetzung fiir die Giiltigkeit dieses Theorems als
grundlegende Eigenschaft der relativistischen Quantenfeldtheorie sind die Invarianz beziiglich
Lorentz-Transformationen, Kausalitdt, Lokalitat sowie die Existenz eines nach unten beschrankter
Hamilton-Operator, d.h. der Existenz eines quantenmechanischen Vakuumzustandes.
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Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik

Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik besagt, dass die Entropie
S = —kg(lnp)
eines abgeschlossenen Systems nicht abnehmen kann.
ds>0

Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik stellt eine Erfahrungstatsache dar. Es ist bis heute
nicht gelungen, ihn in voller Allgemeingiiltigkeit fiir beliebige mikroskopische Systeme zu
beweisen. Fiir viele wichtige Spezialfalle folgt er aus einer Anwendung von quantenmechanischen
Methoden im Rahmen der statistischen Mechanik0.

10y A. verbietet der zweite Hauptsatz der Thermodynamik die Existenz eines Perpetuum Mobiles zweiter Art,
einer Maschine, die kontinuierlich Arbeit verrichtet indem sie thermische Energie aus einem Warmebad extrahiert
und damit dessen Temperatur verringert.
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Das Plancksches Strahlungsgesetz

Das Plancksche Strahlungsgesetz beschreibt die spektrale Leistungsdichte u(v, 3) der Photonen,
die von einem schwarzen Kérper (einer idealen Strahlungsquelle) bei einer bestimmten
Temperatur abgestrahlt werden. Mit e = hv und 8 = 1/kgT gilt

8 el
T h2cBeB —1

u(e, B)

Bei der Herleitung durch Max Planck zeigte sich, dass eine Beschreibung im Rahmen der
klassischen Physik nicht méglich, sondern dass ein neues Postulat erforderlich ist, demzufolge der
Energieaustausch zwischen Oszillatoren und dem elektromagnetischen Strahlungsfeld nicht
kontinuierlich, sondern in Form diskreter Energiequanten stattfinden muss!l. Spiter zeigte
Einstein, dass das Plancksche Strahlungsgesetz aus der Forderung des Gleichgewichts zwischen
Absorption sowie spontaner und induzierter Emission abgeleitet werden kann.

" Heute weiB man, dass nicht nur eine Quantisierung der Wechselwirkung sondern des elektromagnetischen Feldes
selbst zwingend notwendig ist.
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Statistische Physik

Renormierungsgruppe und kritischen Phanomene

Die Renormierungsgruppe bezeichnet urspriinglich ein Konzept aus der Quantenfeldtheorie, das
fur bestimmte physikalische GréBen die Ableitung deren Abhangigkeit von der Energieskala
ermdglicht!2. Die sogennante Renormierungsgruppengleichung der Beta-Funktion!3

og(p) _
MTM = A1)

besagt, dass zwei Theorien, die sich nur durch die Starken der jeweiligen Kopplungen g(u) auf
unterschiedlichen Energieskalen p unterscheiden, letztlich identisch sind und ineinander lberfiihrt
werden kénnen. Die Menge dieser Skalentransformationen heiBt Renormierungsgruppel®.
Systeme, die sich mikroskopisch durch unendlich viele, jedoch irrelevante Wechselwirkungen
unterscheiden, werden demzufolge makroskopisch ein dhnliches Verhalten aufweisen und in sog.
Universalitatsklassen fallen, die ausschlieBlich von der rdumlichen Dimension D des Systems sowie
der Dimension N des Ordnungsparameters am kritischen Punkt abhangen.

12unabhiingig von der Renormierung unendlicher GréBen

13Die Betafunktion beschreibt das Verhalten der Kopplungen unter Reskalierung der Energieskala; eine
Erweiterung auf den Fall mehrerer Kopplungen ist moglich.

14Heutzutag;e erstreckt sich der Anwendungsbereich neben der Quantenfeldtheorie auch auf Quantengravitation
und Kosmologie, sowie Festkérperphysik und Kontinuumsmechanik. Man findet insbs. ein universellen Verhalten aller
dynamischen Systeme in der Nihe eines kritischen Punktes = eines Phaseniibergangs bei der Temperatur
T = Tgit.. Alle thermodynamischen GréBen A hangen in der Umgebung des jeweiligen kritischen Punktes
ausschlieBlich von einigen sogenannten kritischen Exponenten ~, ab.

AT) =T — Tcht.l’Y"
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Hawkingstrahlung

Durch eine semiklassische Naherung der Quantenfeldtheorie in Anwesendheit eines Schwarzen
Lochs fanden Bekenstein und Hawking, dass schwarze Lécher thermische Strahlung abgeben und
man ihnen somit eine Temperatur T sowie eine Entropie S zuordnen kann

1
T 8nM

s==2
4

die nur von der Masse M des schwarzen Lochs bzw. von der Flache seines Ereignishoriziontes A
abhéangen. Die Bedeutung dieses sog. Hawking-Effektes liegt darin, dass er einen ersten Hinweis
auf das sog. holographische Prinzip darstellt, das im wesentlichen besagt, dass die Physik eines
Quantensystems innerhalb einer bestimmten Raumbereiches fiir auBenstehende Beobachter
vollkommen 3quivalent durch eine Theorie beschrieben werden kann, die ausschlieBlich auf der
Oberflache dieses Raumbereiches definiert ist.
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