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Allgemeines

Das Noether-Theorem

Gemäß dem Noether-Theorem existiert zu jeder kontinuierlichen Symmetrie eines dynamischen
Systems eine Erhaltungsgröße. In der Feldtheorie lässt sich eine lokale Version des Theorems
ableiten, das die Konstruktion einer Kontinuitätsgleichung für einen erhaltenen Strom ermöglicht.
Diese Erhaltungsgrößen umfassen Energie, Impuls und Drehimpuls für äußere Symmetrien
(Translation, Rotation) der Raumzeit, sowie die elektrische Ladung und weitere verallgemeinerte
Ladungen, die aus inneren Symmetrien (u.a. Flavor-Symmetrie, lokalen Eichtheorien) folgen. Aus
einer Symmetrietransformation

xµ → xµ + εaX aµ

φi → φi + εaθ
ia

folgt der Noether-Strom

jaµ =
∂L
∂φi

,µ

θia +

[
∂L
∂φi

,µ

φi
,ν − L∂

µ
ν

]
X aν

mit der Stromerhaltung
jaµ
,µ = 0
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Mechanik

Das Keplerproblem

Das Keplerproblem ist dadurch ausgezeichnet, dass das 1/r -Potential in drei Dimensionen eine
Erweiterung der SO(3)- zu einer SO(4)-Symmetrie zulässt, die neben der Erhaltung des
Drehimpulses L = r× p die Existenz einer weiteren vektoriellen Erhaltungsgröße, des sogenannten
Laplace-Lenz-Runge Vektors

A = p× L−mαer

garaniert. Daraus folgt auch die Existenz geschlossener Ellipsenbahnen im Keplerproblem1.

1 i.A. sind Bahnen in attraktiven Potentialen nicht geschlossen
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Mechanik

Der harmonischen Oszillator

Der n-dimensionale harmonische Oszillator weist eine U(n) = SU(n)⊗ U(1)-Symmetrie auf, die
die Existenz von n2 erhaltenen Ladungen Qa, a = 0 . . . n2 − 1 garantiert. Diese maximale
Symmetrie in n Dimensionen enthält in der U(1) Untergruppe die erhaltene Energie E sowie in
der SU(n) die SO(n) Untergruppen mit den erhaltenen Drehimpulsen. Aus den Größen

A±i = (xi ± ipi )/
√
2

konstruiert man mittels der U(n)-Generatoren T a die Erhaltungsgrößen

Qa = A+
i (T a)ikA−k

die wiederum eine U(n)-Symmetrie erzeugen

[Qa,Qb ] = if abcQc
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Mechanik

Das Kolmogorow-Arnold-Moser-Theorem

Das KAM-Theorem ist ein Resultat aus der Theorie der dynamischen Systeme und trifft eine
wesentliche Aussage über das Verhalten solcher Systeme unter kleinen Störungen: Die
Wahrscheinlichkeit, dass ein zufällig gewählter Orbit stabil ist, liegt bei genügend kleinen
Störungen nahe bei Eins2. Für Planetensysteme folgt mit einer Wahrscheinlichkeit nahe bei Eins
die Stabilität des Systems als Ganzem.

2Falls ein ungestörtes System nicht entartet ist, dann werden für genügend kleine autonome hamiltonsche
Störungen die meisten nicht resonanten Tori im Phasenraum lediglich leicht deformiert, so dass auch im
Phasenraum des gestörten Systems invariante Tori existieren, die von den Phasenbahnen dicht und quasiperiodisch
umsponnen werden, wobei die Frequenzen rational unabhängig sind. Diese invarianten Tori bilden die Mehrheit in
dem Sinne, dass das Maß des Komplements ihrer Vereinigung klein ist, wenn die Störung hinreichend schwach ist.
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Feldtheorie

Die lokale Eichsymmetrie

Die lokale Eichsymmetrie ist eines der wichtigsten Werkzeuge in der modernen Physik sowie in
vielen Bereichen der Mathematik3. Sie erzwingt die Einführung eines Eichfeldes4 aus dessen
Transformationseigenschaften die Dynamik und die Kopplung von Materie- und Strahlungsfeldern
abgeleitet werden kann. Die Eichsymmetrie wird dabei durch Generatoren T a einer Lie-Algebra
beschrieben

[T a,T b ] = if abcT c

Unter der dadurch definierten Symmetrietransformation θ(x) = θa(x)T a transformieren die
Eichfelder A als affiner Zusammenhang

δθA = [θ,A]− dθ

Die zugehörige Feldstärke F transformiert in der adjungierten Darstellung der Lie-Algebra

F = dA + A ∧ A

5

3Klassifikation von glatten 4-Mannigfaltigkeiten, topologische Invarianten
4Zusammenhangsform in einem Faserbündel
5Mittels einer quantenmechanischen Formulierung des Noether-Theorems, den sog. Ward-Identitäten, ist es

möglich, renormierbare Theorien für alle heute bekannten Wechselwirkungenzu konstruieren (starke und
elektro-schwache Wechselwirkung sowie Gravitation als Eichtheorie der Poincare-Symmetrie - mit Ausnahme des
noch fehlenden Nachweises der Renormierbarkeit der Gravitation).
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Feldtheorie

Die Maxwell-Gleichungen

Die Maxwell-Gleichungen beschreiben in ihrer allgemeinsten Form die Kopplung von Materie an
elektromagnetische Felder und fassen diese Phänomene in einem einheitlichen Bild zusammen. In
diesem Sinne stellt die Maxwellsche Beschreibung der Elektrodynamik die erste Vereinheitlichung
in der modernen Physik dar. Mittels der eleganten und kompakten Notation der
Differentialformen gilt

dF = 0

d ∗ F = j

Dabei ist die erste, homogene Gleichung (Bianchi-Identität) eine Konsequenz aus F = dA. Die
homogenen Maxwell-Gleichungen des elektromagnetischen Feldes können aus dem
Wirkungsintegral

S[A] =
1
e2

ˆ
M

F ∧ ∗F

abgeleitet werden.
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Relativitätstheorie

Einsteins Feldgleichungen zur Gravitation

Die Feldgleichungen der Gravitation
Gµν = κTµν

können aus der Einstein-Hilbert-Wirkung des Gravitationsfeldes

S[g ,matter] = −
1
κ

ˆ
M
∗R + Smatter

abgeleitet werden. Sie beschreiben die Dynamik des Gravitationsfeldes sowie dessen Kopplung an
die Dynamik der Energie-Impuls-Dichte von Materie- und Strahlungsfeldern6. Die Feldgleichungen
erlauben eine Formulierung, in der die Theorie aus einer lokalen Eichtheorie der Poincare-Gruppe
abgeleitet wird.

6Aus diesen Gleichungen folgen Vorhersagen bzgl. der Lichtablenkung in Gravitationsfeldern wie z.B. nahe der
Sonne bzw. in Gravitationslinsen (Einsteinringe), die gravitative sowie die kosmologische Rotverschiebung, die
Perihel-Präzession, der Lense-Thirring- bzw.- Frame-Dragging-Effekt, die Shapiro-Verzögerung (scheinbare
Verminderung der Lichtgeschwindigkeit in Gravitationsfeldern für außenstehende Beobachter), Gravitationswellen
(indirekter Nachweis in engen Doppelsternsystemen), die Existenz von schwarzen Löchern (insbs. Schwarzschild-
und Kerr-Metrik), sowie die großräumige Struktur des Kosmos (Singularitäten-Theoreme von Hawking und Penrose,
der Urknall, das expandierende Universum).
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Relativitätstheorie

Die Einstein-Cartan Theorie

Die Einstein-Cartan-Theorie stellt eine Verallgemeinerung der allgemeinen Relativitätstheorie dar,
bei der die der ART zugrundeliegende künstliche Einschränkung der Torsionsfreiheit der
Riemannschen Geometrie fallengelassen und zur sog. Riemann-Cartan-Geometrie erweitert wird.
Dies erweist sich in vielerlei Hinsicht als natürlicher7. Insbs. löst die ECT das Konsistenzproblem,
dass im Rahmen der ART keine Spin-Bahn-Kopplung, d.h. kein Austausch von Spin und
Bahndrehimpuls, formuliert werden kann. Unter Berücksichtigung der Quantenmechanik erscheint
die ECT somit aus konzeptionellen Gründen als physikalisch zwingend notwendige
Vervollständigung der ART8. Die ECT erweitert die Einsteinschen Feldgleichungen durch das
Auftreten des Torsionstensors Q sowie der Spindichte S

Gab = κTab

Qc
ab + 2δc

[aTb]
d
d
= κSc

ab

7Spin als Quelle von Torsion, Kopplung von Fermionen an die Raumzeit, Tetraden-Formulierung sowie
Gravitation als lokale Eichtheorie, Ableitung von Viererimpuls- sowie Drehimpulsdichte als erhaltenen Ströme der
Translations- und Rotationsinvarianz = Poincare-Invarianz mittels des Noether-Theorems, semiklassischer Grenzfall
von Quantengravitationstheorien

8Außer dem Energie-Impuls-Tensor als Gravitionsquelle fungiert nun der Spintensor zusätzlich als Quelle des
Torsionsfeldes, wobei dieses im Gegensatz zur Krümmung nicht propagiert und somit im Vakuum identisch
verschwindet. ART und ECT sind jedoch aufgrund der Kleinheit dieser Effekte experimentell nicht unterscheidbar.
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Quantenmechanik

Feynmans Pfadintegral

Das Feynmansche Pfadintegral gibt die Amplitude an, ein Teilchen zu den Zeiten ta,b an den
Orten xa,b zu finden. Aus diesem Pfadintegral lässt sich die gesamte Dynamik des Systems
herauspräparieren, insbs. die Lösung der Schrödingergleichung sowie das vollständige
Energiespektrum des Hamiltonoperators. Es gilt

Z [S] =
ˆ

Dx eiS(x)

wobei S der klassischen Wirkung entspricht. Das Spektrum des Hamiltonoperators erhält man
mittels Wickrotation für einen geschlossenen Pfad in imaginärer Zeit it

Z = tr e−Ht

Eine anschauliche Interpretation des Pfadintegrals legt nahe, dass ein quantenmechansichen
Objekt alle, auch die klassisch verbotenen Pfade x(t) durchläuft, wobei alle diese Pfade
miteinander interferieren.

Th. Stör (Abenteuer Universum) Schönheit in der Physik 2. Februar 2011 10 / 16



Quantenmechanik

Die Dirac-Gleichung

Die Dirac-Gleichung beschreibt in ihrer einfachsten Form die Lorentz-kovariante Dynamik von
(massebehafteten) Spin-1/2 Teilchen. Die Form des Dirac-Operators9 kann dabei aus einer
verallgemeinerten Symmetrie der Raumzeit abgeleitet werden, nämlich aus einer Erweiterung der
Lorentz-Gruppe SO(1, 3) zur sogenannten Spin-Gruppe Spin(4). Dabei zeigt sich, dass die
Existenz des halbzahligen Spins letztlich aus einer fundamentalen Symmetrie der Raumzeit beruht.

(iγµDµ −m)ψ = 0

Die Lösungen der Dirac-Gleichung führten (noch vor dem experimentellen Nachweis) zur
Vorhersage der Existenz des Positrons.

9Der Dirac-Operator ist neben den physikalischen Anwendungen in der relativistischen Quantenfeldtheorie ein
wichtiges Werkzeug der Mathematiker zur Untersuchung der Topologie und Differentialgeometrie von
Spin-Mannigfaltigkeiten; Stichworte: Atiyah-Singer-Index-Theorem, Donaldson-, Seiberg-Witten-,
Gromov-Witten-Invarianten
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Quantenmechanik

Das CPT -Theorem

Das CPT -Theorem besagt, dass jeder physikalisch mögliche Vorgang Vorgang, durch Vertauschen
von Materie mit Antimaterie (Charge Conjugation C) sowie Raumspiegelung (Parity Conjugation
P) und Zeitspiegelung (Time Inversion T ) in einen ebenfalls physikalisch erlaubten Vorgang
überführt werden kann und dass damit die Gesetze der Physik invariant unter gleichzeitiger
Ausführung der Operation C , P und T sind. Voraussetzung für die Gültigkeit dieses Theorems als
grundlegende Eigenschaft der relativistischen Quantenfeldtheorie sind die Invarianz bezüglich
Lorentz-Transformationen, Kausalität, Lokalität sowie die Existenz eines nach unten beschränkter
Hamilton-Operator, d.h. der Existenz eines quantenmechanischen Vakuumzustandes.
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Statistische Physik

Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik

Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik besagt, dass die Entropie

S = −kB〈ln ρ〉

eines abgeschlossenen Systems nicht abnehmen kann.

dS ≥ 0

Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik stellt eine Erfahrungstatsache dar. Es ist bis heute
nicht gelungen, ihn in voller Allgemeingültigkeit für beliebige mikroskopische Systeme zu
beweisen. Für viele wichtige Spezialfälle folgt er aus einer Anwendung von quantenmechanischen
Methoden im Rahmen der statistischen Mechanik10.

10U.A. verbietet der zweite Hauptsatz der Thermodynamik die Existenz eines Perpetuum Mobiles zweiter Art,
einer Maschine, die kontinuierlich Arbeit verrichtet indem sie thermische Energie aus einem Wärmebad extrahiert
und damit dessen Temperatur verringert.
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Statistische Physik

Das Plancksches Strahlungsgesetz

Das Plancksche Strahlungsgesetz beschreibt die spektrale Leistungsdichte u(ν, β) der Photonen,
die von einem schwarzen Körper (einer idealen Strahlungsquelle) bei einer bestimmten
Temperatur abgestrahlt werden. Mit ε = hν und β = 1/kBT gilt

u(ε, β) =
8π

h2c3
ε3

eεβ − 1

Bei der Herleitung durch Max Planck zeigte sich, dass eine Beschreibung im Rahmen der
klassischen Physik nicht möglich, sondern dass ein neues Postulat erforderlich ist, demzufolge der
Energieaustausch zwischen Oszillatoren und dem elektromagnetischen Strahlungsfeld nicht
kontinuierlich, sondern in Form diskreter Energiequanten stattfinden muss11. Später zeigte
Einstein, dass das Plancksche Strahlungsgesetz aus der Forderung des Gleichgewichts zwischen
Absorption sowie spontaner und induzierter Emission abgeleitet werden kann.

11Heute weiß man, dass nicht nur eine Quantisierung der Wechselwirkung sondern des elektromagnetischen Feldes
selbst zwingend notwendig ist.

Th. Stör (Abenteuer Universum) Schönheit in der Physik 2. Februar 2011 14 / 16



Statistische Physik

Renormierungsgruppe und kritischen Phänomene

Die Renormierungsgruppe bezeichnet ursprünglich ein Konzept aus der Quantenfeldtheorie, das
für bestimmte physikalische Größen die Ableitung deren Abhängigkeit von der Energieskala
ermöglicht12. Die sogennante Renormierungsgruppengleichung der Beta-Funktion13

µ
∂g(µ)
∂µ

= β(µ)

besagt, dass zwei Theorien, die sich nur durch die Stärken der jeweiligen Kopplungen g(µ) auf
unterschiedlichen Energieskalen µ unterscheiden, letztlich identisch sind und ineinander überführt
werden können. Die Menge dieser Skalentransformationen heißt Renormierungsgruppe14.
Systeme, die sich mikroskopisch durch unendlich viele, jedoch irrelevante Wechselwirkungen
unterscheiden, werden demzufolge makroskopisch ein ähnliches Verhalten aufweisen und in sog.
Universalitätsklassen fallen, die ausschließlich von der räumlichen Dimension D des Systems sowie
der Dimension N des Ordnungsparameters am kritischen Punkt abhängen.

12unabhängig von der Renormierung unendlicher Größen
13Die Betafunktion beschreibt das Verhalten der Kopplungen unter Reskalierung der Energieskala; eine

Erweiterung auf den Fall mehrerer Kopplungen ist möglich.
14Heutzutage erstreckt sich der Anwendungsbereich neben der Quantenfeldtheorie auch auf Quantengravitation

und Kosmologie, sowie Festkörperphysik und Kontinuumsmechanik. Man findet insbs. ein universellen Verhalten aller
dynamischen Systeme in der Nähe eines kritischen Punktes = eines Phasenübergangs bei der Temperatur
T = Tcrit.. Alle thermodynamischen Größen A hängen in der Umgebung des jeweiligen kritischen Punktes
ausschließlich von einigen sogenannten kritischen Exponenten γn ab.

A(T ) = |T − Tcrit.|
γn
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Quantengravitation

Hawkingstrahlung

Durch eine semiklassische Näherung der Quantenfeldtheorie in Anwesendheit eines Schwarzen
Lochs fanden Bekenstein und Hawking, dass schwarze Löcher thermische Strahlung abgeben und
man ihnen somit eine Temperatur T sowie eine Entropie S zuordnen kann

T =
1

8πM

S =
A
4

die nur von der Masse M des schwarzen Lochs bzw. von der Fläche seines Ereignishoriziontes A
abhängen. Die Bedeutung dieses sog. Hawking-Effektes liegt darin, dass er einen ersten Hinweis
auf das sog. holographische Prinzip darstellt, das im wesentlichen besagt, dass die Physik eines
Quantensystems innerhalb einer bestimmten Raumbereiches für außenstehende Beobachter
vollkommen äquivalent durch eine Theorie beschrieben werden kann, die ausschließlich auf der
Oberfläche dieses Raumbereiches definiert ist.
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