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Teil I
Zur Problematik des Energiebegriffs in der Relativititstheorie sowie in verwandten Theorien

1. Ubersicht

Ausgehend vom klassischen Energiebegriff sowie dem Formalismus der Eichtheorien wird die Problematik des Energiebegriffs in der
Allgemeinen Relativitdtstheorie zusammengefasst. Es werden lokale tensorielle, pseudo-tensorielle sowie nicht-lokale Definitionen
erortert.

AnschlieBend wird die Einstein-Cartan-Theorie als Erweiterung der Einstein-Hilbert-Theorie sowie die hier auftretende Anomalie der
lokalen Erhaltung der Energie-Impuls-Dichte aufgrund der nicht-verschwindenden Torsion diskutiert.

AbschlieBend wird der Formalismus der Schleifenquantengravitation vorgestellt sowie die Problematik des Energiebegriffs und
verwandter Probleme in dieser Theorie prasentiert.

2. Einfithrung

Einfiihrung zum klassischen Energiebegriff

Die Energie eines physikalischen Systems ist in der klassischen Mechanik (zunachst nicht allgemeingiiltig) definiert als Fahigkeit
dieses Systems, mechanische Arbeit zu verrichten. Darunter fallen insbs. die kinetische = Bewegungsenergie, die potentielle =
Lageenergie sowie die innere bzw. Warmeenergie (zu letzterer siehe den Abschnitt zur Entropie). In der klassischen Mechanik wird
die Energie dabei von (meist idealisiert punktférmigen) Massenkdrpern getragen. Durch die Einfiihrung des Feldbegriffs insbs. in der
Elektrodynamik sowie der Allgemeinen Relativitatstheorie ist der Energiebegriff geeignet auf die Feldenergie zu erweitern; in diesem
Fall verrichtet das Feld mechanische Arbeit, wandelt also z.B. Feldenergie in kinetische Energie (eines beschleunigten Kdérpers) um.
AuBerdem kann das Feld — auch bei Abwesendheit von anderen Kdérpern — selbst Energie beinhalten. Dabei sind im Gegensatz zu
den im Feld bewegten Kérpern die 0.g. Begriffe kinetische und potentielle Energie fiir ein Feld nicht mehr zu trennen.

Im Rahmen der klassischen Mechanik sowie der Elektrodynamik ist die Energie eine ErhaltungsgréBe. Diese folgt aus der
Anwendung des Noether-Theorems bzgl. (globaler oder lokaler) Symmetrien eines Systems, im Falle der Energie bzw. des Impulses
speziell der Invarianz unter Zeit- bzw. Raum-Translationen. Betrachtet z.B. man ein System aus mehreren Kérpernn =1, 2, ... der
Massen m;, m;,, ..., die untereinander gravitativ wechselwirken, so ist die Summe der kinetischen Energien

To=m,/2v,2

aller Kérper plus die Summe der (gemaB dem Newtonschen Gesetz) paarweise zwischen den Kérpern herrschenden
Anziehungskraften

Unm = GMpmy/ [ Fn - Fn |

eine ErhaltungsgréBe:

E=2,Th + z(mn) Unm

Zunachst sind dabei r = r(t), v = v(t) mit v = dr / dt. D.h. dass gilt

dE/dt=0

Die Herleitung dieser ErhaltungsgréBe erfolgt dabei lblicherweise aus der sogenannte Lagrangefunktion des Systems. Anhand
dieses mathematischen Objektes lassen sich Symmetrien und Erhaltungssatze diskutieren sowie die Bewegungsgleichungen
ableiten. Man kann die Gultigkeit dieser Gleichung mit teilw. erheblichem Aufwand direkt anhand der Lésungen r = r(t) priifen,
indem man diese in die Gleichung fiir dE/dt = 0 einsetzt. Grundsatzlich ist die Ableitung einer ErhaltungsgréBe aus dem Noether-
Theorem jedoch allgemeiner als ,nur" die Verifikation Gber die Bewegungsgleichungen, denn man kann derartige Symmetrien
haufig diskutieren, ohne tberhaupt die Bewegungsgleichungen lésen zu mussen.

In der Newtonschen Theorie wird dem Gravitationsfeld selbst keine Energie zugeschrieben. Diese Naherung kann in der ART nicht
mehr aufrechterhalten werden, da hier explizit die Umwandlung von kinetischer in Feldenergie stattfindet, namlich bei der
Abstrahlung von Gravitationswellen.

Dieser Effekt ist natiirlich bereits aus der klassischen Elektrodynamik bekannt, z.B. bei der Umwandlung der kinetischen Energie von
Elektronen in elektromagnetische Strahlung, wie er z.B. in einem Sender stattfindet (sowie der umgekehrten Umwandlung in einer
Antenne). In der klassischen Elektrodynamik folgt dabei die Energiedichte aus der Summe der elektrischen und magnetischen
Feldenergiedichten

e(x) = ¥2 (E2(x) + B2(x))

In Abwesendheit von weiteren Ladungen ist die gemafi

E=JfdVe(x)
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definierte Energie erhalten, d.h. wiederum
dE/dt=0

In der ART betrachtet man zwar ebenfalls noch die Bewegung von Punktmassen (entlang von Geodaten) in einem duf3eren
Gravitationsfeld, allerdings ist diese Betrachtung streng genommen nur fiir verschwindende Massen der Testkérper giiltig, d.h. die
Testkorper sollen keinerlei Rickwirkungen auf das Gravitationsfeld haben und selbst keine Energie tragen. Streng genommen — und
in den Einsteingleichungen auch so umgesetzt — betrachtet man sowohl das Gravitationsfeld selbst, als auch Materie und Strahlung
als Feld, letzteres liber den sogenannten Energie-Impuls-Tensor, der die Energiedichte, die Impulsdichte sowie den Druck der
Materiefelder enthalt. Demnach wird die gesamte Energiedichte der Materie als Dichte der Feldenergie reprasentiert.

Im Folgenden muss dabei strikt zwischen der Energiedichte und der Energie, d.h. der Energiedichte integriert Giber ein bestimmtes
Volumen der Raumzeit unterschieden werden! Der Feldbegriff operiert ausschlieBlich mit Dichten, die Anwendung der Integration ist
nicht trivial und teilweise nicht eindeutig moglich! Wir werden aber auch sehen, dass es in der ART keine Entsprechung der o.g.
einfachen Formel fiir die Feldenergiedichte und somit auch nicht fiir die Gesamtenergie des Gravitationsfeldes gibt.

Ladungserhaltung in Eichtheorien

Betrachten wir zundchst die klassische Elektrodynamik. Aus dem Viererpotential A(x) lasst sich der Feldstarketensor F(x) gemaR
F(x) = dA(x)

ableiten. Dabei steht d. fur die duBere Ableitung (Differentialform).

F(x) erfiillt trivialerweise die homogene Maxwellgleichung

dF(x) =0

Dies folgt unmittelbar aus der Definition von F(x) mit

dF(x) = d2A(x)

sowie der Definition und Antisymmetrie der duBeren Ableitung.

d2=dAd=0

Die inhomogene Maxwellgleichung lautet

d *F = j(x)

Dabei ist *F(x) der zu F(x) duale Feldstarketensor und j(x) die lokale elektrische Viererstromdichte.

Wiederum folgt bei einer zweiten Anwendung von d. mit der Antisymmetrie der duBeren Ableitung

d2 *F(x) =0

Damit muss auch gelten

d2 *F(x) = dj(x) =0

D.h. j(x) muss zwingend den lokalen Erhaltungssatz bzw. die Kontinuitatsgleichung

di(x) =0

erfiillen, andernfalls ware die Theorie inkonsistent. Die Interpretation der Kontinuitdtsgleichung besagt dabei, dass die zeitliche

Anderung einer Ladungsdichte (bzw. der Ladung in einem bestimmten Volumen) immer mit einer entsprechenden raumlichen
Anderung der Stromdichte (bzw. der Ladung, die durch die Oberflache des Volumens strémt) verbunden ist.

Neben dieser Konsistenzbedingung werden lokal erhaltene Strome in Feldtheorien (blicherweise aus dem beriihmten Noether-
Theorem (Emmy Noether, Erlangen, 1918) abgeleitet. Im Falle der elektrischen Ladung folgt zunachst aus der lokalen
Eichsymmetrie der Lagrangedichte der elektromagnetischen Wechselwirkung der lokale Erhaltungssatz.

Die Eichsymmetrie kann man dabei wie folgt verstehen: man wende auf A(x) eine Transformation §(x) an

A(Xx) -> A'(x) = A(x) - d§(x)

Dabei andert sich F(x) gemafi

F(x) -> F'(x) = dA’(x) = dA(x) - d2§(x)

Der letzte Term fallt wiederum wegen der Antisymmetrie der duBeren Ableitung weg; somit ist F(x) invariant unter dieser
Eichtransformation. Der Vorteil der Ableitung von Erhaltungssatzen Uber das Noether-Theorem, die i.A. ziemlich verwickelt ist und
hier nicht dargestellt werden soll, liegt darin, dass die Feldgleichungen selbst nicht verwendet werden miissen.

Die Existenz einer lokalen Eichsymmetrie bedeutet im Wesentlichen, dass die Theorie unphysikalische Freiheitsgrade enthalt. Zum
einen hat man vier Komponenten des Viererpotentials A(x), zum anderen hat das physikalische Photonfeld allerdings nur zwei
(transversale) Polarisationsrichtungen. Man eliminiert die beiden unphysikalische Polarisationsrichtungen wie folgt: Zundchst wahlt
man eine Eichtransformation §(x) so, dass A’(x) = 0 gilt. Aus den Maxwellgleichungen folgt mit dieser Wahl eine spezielle
Gleichung, das sogenannte GauBsche Gesetz

div E(x) = j°(x)

E(x) sind die die in F(x) enthaltenen elektrischen Feldstarken, j°(x) die Nullkomponente, d.h. die Ladungsdichte. Das GauB3sche
Gesetz fungiert dabei als sogenannter Generator der entsprechenden Eichsymmetrie; es enthélt keine Zeitableitung und garantiert
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damit, dass die einmal gewahlte Eichung A’(x) = 0 bei Zeitentwicklung erhalten bleibt. Damit kann das GauBsche Gesetz zu jedem
Zeitpunkt invertiert werden und somit eine Polarisation aus E(x) Uber j°(x) ausgedriickt werden.

Physikalisch erhalt man nach Eliminierung der unphysikalischen Freiheitsrade aus der Lagrangedichte das Coulomb-Potential
zwischen den entsprechenden Ladungsdichten j°(x). Fir diese Ableitung ist die exakte Form der Eichbedingung, hier A°(x) = 0,
nicht wichtig; andere Eichbedingungen sind méglich und kénnen der jeweiligen Problemstellung angepasst werden.

Die oben betrachtete Form der Erhaltungssatze der klassischen Elektrodynamik kann verallgemeinert werden; so gilt in einer nicht-
abelschen Eichtheorie

Dj(x) =0
Dabei ist
D. = d. + [A(X), .]

die kovariante Ableitung einer GréBe ,,." bzgl. des Eichfeldes A(x). Indizes der Eichgruppe sind dabei in der matrixwertigen
Funktion

A(x) = A*(x) t?

Mit den Generatoren t* enthalten

Die Stromerhaltung lasst sich in Eichtheorien wie folgt umschreiben:

di(x)=0

Dabei steht d wieder fiir das duBere Differential und J(x) fiir eine neue lokale Viererstromdichte, die aus j(x) sowie dem Eichfeld

A(x) selbst konstruiert wird. Wir werden spater sehen, dass in einer geeignet erweiterten Form der ART die Energie-Impuls-Dichte
liber einen teilweise dquivalenten Formalismus definiert werden kann.

Aus der lokal erhaltenen Viererstromdichte J = (3°, J) wird eine global erhaltene Ladung konstruiert: zunachst gilt

9J°(x) / dt = - div J(x)

Integration der linken Seite (ber ein Volumen V sowie Ausnutzung des GauBschen Integralsatzes auf der rechten Seite liefert
Q = JdVI°(x)

dQ/dt=0

Dabei wurde angenommen, dass die Stromdichten im Unendlichen (bzw. auf der Oberflache des betrachteten Volumens)

verschwinden. In der ART dieser letzte Schritt, ndmlich der Ubergang von lokalen zu globalen GréBen nur noch in Spezialfillen
moglich.

Zusammenfassung der Problematik des Energiebegriffs in der Relativitidtstheorie

Die 0.g. Ableitung einer erhaltenen Energie funktioniert in der ART aus mehreren Griinden nicht:

a) Die aus Symmetrien (z.B. Noether-Theorem) abgeleitete Energiedichte beinhaltet nicht das Gravitationsfeld, sondern
ausschlieBlich die an das Gravitationsfeld koppelnde Materie und Felder.

b) Zunachst kann Uber diese Energiedichte nur beim Vorliegen zuséatzlicher Symmetrien (Killingvektorfelder) eine integrale
ErhaltungsgroBe entsprechend der Energie definiert werden.

c) Ohne diese Bedingungen erlaubt der tensorielle Charakter Energiedichte zunachst keine Konstruktion einer erhaltenen Energie,
d.h. des Energieinhalts eines bestimmten Volumens im Raum; Ursache ist zunachst die mathematische Struktur der Theorie, die
physikalische Interpretation folgt aus der dynamischen Geometrie der Raumzeit und der damit verbundene Abstrahlung von Energie
Uber Gravitationswellen.

d) Abhilfe schafft die Konstruktion eines erweiterten Energiebegriffs, der auch die Beitrage des Gravitationsfeldes mit einschlieBt;
dies hat jedoch zur Folge, dass so definierte Energiedichte keine kovarianten Transformationseigenschaften aufweist.

e) Des Weiteren gehorcht diese Konstruktion im Gegensatz zur 0.g. Ableitung aus allgemeinen Symmetrieprinzipien keinem
fundamentalen physikalischen Prinzip (z.B. Diffeomorphismen-Invarianz, kanonische Definition, Noether-Theorem bzgl. einer
globalen oder einer Eichsymmetrie); daher ist die so konstruierte Energiedichte nicht eindeutig definiert; ggf. driickt sich diese
Nichteindeutigkeit auch in der Energie selbst aus.

f) Eine Alternative stellt die (ebenfalls nicht eindeutig) definierte sogenannte nicht-lokale Energie dar, die lber die gravitative
Wirkung verursacht durch die Feldkonfiguration innerhalb eines bestimmten Volumens definiert wird.

f) Zuletzt werden wir sehen, dass in der ECT, einer mathematisch motivierbaren Erweiterung der ART, auBerdem bereits der lokale
Energieerhaltungssatz (die kovariante Konstanz des Energie-Impuls-Tensors) durch die Anwesendheit einer nicht-verschwindenden
Torsion, verursacht durch die Spindichte der Materie, verletzt ist, d.h. eine Anomalie entwickelt.

3. Zur Energie in der Allgemeinen Relativitdtstheorie

Die lokalisierte Energie aus dem Energie-Impuls-Tensor
Der auf der Raumzeit definierte metrische Tensor gik(x) sowie der Energie-Impuls-Tensor Ty(x) erfiillen die Einstein-Gleichungen
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Rik - V2 gix R = K Tix
Rik(x) ist dabei der aus dem Riemannschen Kriimmungstensor abgeleitete Ricci-Tensor, R(x) ist der Ricci-Skalar. Man erwartet,
dass sich der Energieinhalt eines Raumgebietes aus T(x) und damit letztlich aus der Metrik g(x) ableiten lasst.

In der ART folgt die Ableitung des Energie-Impuls-Tensors T(x) einem véllig anderen Prinzip als die Ableitung der
Kontinuitatsgleichung fiir J(x) in Eichtheorien. Es werden nicht eine Symmetrie der Theorie sowie die Anwendung des Noether-
Theorems zugrunde gelegt, sondern stattdessen die Diffeomorphismen-Invarianz der ART verwendet. Es ist nicht trivial, zu zeigen,
dass die Ableitung eines Energie-Impuls-Tensors aus der Poincare-Symmetrie bzw. einer geeigneten lokalen Eichsymmetrie
entsprechend dem Noether-Theorem auf einen dquivalenten Ausdruck fiihrt. Siehe dazu den Abschnitt zur Einstein-Cartan-Theorie.

Zundchst wird in der ART die vektorielle Stromdichte = ein Tensor der Stufe (1,0) durch eine Energie-Impuls-Dichte = einen Tensor
der Stufe (2,0) ersetzt:

DT(x) =0

Dabei ist nun

D. =d. + [[(x), .]

die kovariante Ableitung beliebiger (2,0) Tensoren ,,." bzgl. des Zusammenhangs F(x). Im Falle der ART ist der Levi-Cevita-
Zusammenhang durch die Metrik g(x) eindeutig bestimmt:

r=rigl

Zunachst ist der Energie-Impuls-Tensor kovariant konstant; daraus lasst sich i.A. jedoch keine global erhaltene Energie gewinnen,
da der GauBsche Integralsatz in

dT(x) + [F(x), T(x)] = 0

nur auf den ersten Summanden anwendbar ist. Der vom Gravitationsfeld stammende zweite Term der kovarianten Ableitung
verhindert die Konstruktion eines integralen Erhaltungssatzes, die oben im Rahmen der Eichtheorien diskutierte Umformung ist hier
nicht maoglich.

Dieses negative Ergebnis ist nicht Gberraschend, da in T(x) lediglich die Energie der Quellen (z.B. der Materie) des
Gravitationsfeldes enthalten ist und somit Energietransport durch Gravitationswellen bzw. -umwandlung aus Energie der Quellen in
rein gravitative Energie im Vakuum auBerhalb der Quellen nicht berticksichtigt wird.

Firr eine stationdre Raumzeit in der keine Gravitationswellen auftreten, also bei Vorliegen einer zeitartigen Translationssymmetrie
der Raumzeit = eines zeitartiges Killingvektorfeld E(x) existiert ein integraler Erhaltungssatz. Man definiert dazu durch Uberschieben
den Viererstrom

t(x) = T(x) §(x)

Aus t(x) folgt mit den Eigenschaften des Killingvektorfeldes &(x) sowie der jetzt méglichen Anwendung des GauBsche Satzes bzgl.
einer raumartigen 3-Mannigfaltigkeit die ErhaltungsgréBe

E = [ dZ (T-§)°

mit

dE / dt=0

Die Einfiihrung des Killingvektorfeldes entspricht dabei einer lokalen, zeitartigen Translation der Raumzeit, vergleichbar der globalen
Zeittranslation im Falle des Noether-Theorems. Demzufolge funktioniert diese Vorgehensweise nur, wenn fiir die zu betrachtende
Raumzeit eine spezielle Symmetrie vorliegt, die eben ein zeitartiges Killingvektorfeld zuldsst. Dies ist aber z.B. fir kosmologische

Ldsungen der ART fir ein expandierendes (nicht-stationares) Universum sowie fir nicht-stationdre inhomogene und anisotrope
Modelle nicht mehr der Fall. Daher scheidet diese Konstruktion einer erhaltenen Energie i.A. aus!

Die lokalisierte Energie des Gravitationsfeldes aus dem Energie-Impuls-Pseudotensor

Zielsetzung ist es also, einen verallgemeinerten Ausdruck T’(x) zu finden, der einerseits die Energie des Gravitationsfeldes mit
beriicksichtigt, und fir den anderseits die Kontinuitatsgleichung

DT(x) =0
durch
dT'(x) =0

ersetzt wird. T'(x) geht dabei aus T(x) durch eine Gleichung

T'(x) = -g(x) (T(x) + 7'(x) )
hervor, wobei T'(x) die Energie-Impuls-Anteile des Gravitationsfeldes reprasentiert und g(x) = die Determinante der Metrik
eingefiihrt wird, um das korrekte Transformationsverhalten von T’(x) in einem Integral zu erhalten.

T'(x) kann aufgrund der o.g. Kontinuitatsgleichung selbst kein Tensor sein, d.h. T'(x) wird kein Lorentz-kovariantes
Transformationsverhalten haben! I.A. spricht man hier von einem sogenannten Pseudotensor, was jedoch irrefiihrend ist, da ein
Pseudotensor im mathematischen Sinne lediglich unter Raumspiegelung anders transformiert als ein Tensor, wahrend T'(x) i.A.
auch bzgl. eigentlichen Lorentztransformationen nicht kovariant transformiert.
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Die Verwendung einer nicht-kovarianten GréBe wird dadurch gerechtfertigt, dass nicht T’(x) selbst sondern lediglich die daraus
abgeleiteten Integrale physikalische Verwendung finden. Deren Definition bricht jedoch selbst explizit die vollsténdige Symmetrie
der Riemannschen Mannigfaltigkeit durch Einflihrung einer dreidimensionalen Hyperflache bzw. der Forderung der asymptotischen
Flachheit der Mannigfaltigkeit im Unendlichen; letztere ist Voraussetzung fiir die Anwendung des GauBschen Integralsatzes. Die
Verwendung nicht-kovarianter Objekte ist nicht unbedingt verboten; so sind die bekannten Christoffelsymbole ebenfalls keine
kovarianten (2,1) Tensoren.

Zudem spiegelt sich hier das Aquivalenzprinzip wieder, gemiaB dem es fiir jedes Gravitationsfeld méglich ist, auf ein mitbewegtes
Koordinatensystem (das einem im Gravitationsfeld frei fallenden Beobachter entspricht) zu transformieren, in dem lokal das
Gravitationsfeld identisch Null ist (d.h. fiir den Beobachter verschwindet). Dies bedeutet, dass in diesem mitbewegten
Koordinatensystem zusammen mit dem Gravitationsfeld auch dessen Energie-Impuls-Pseudotensor 1'(x) vollstandig verschwindet.

Die Konstruktion von 1(x) und damit die Form von T’(x) sind keineswegs eindeutig. Bekannte Konstruktionen stammen von
Einstein selbst, Schrédinger, Landau, Bargmann und Weinberg. Landaus klassische Definition von T°(x) nach gehorcht folgenden
Prinzipien:

T’(x) erfiillt im oben genannten Sinne einen lokalen Erhaltungssatz

T'(x) ist ableitbar aus der Metrik, d.h. kodiert ausschlieBlich geometrische Eigenschaften

T'(x) und somit T'(x) sind symmetrisch, d.h. erlauben die Definition eines erhaltenen Drehimpulses

T'(x) verschwindet lokal ein einem (frei fallenden) Inertialsystem; d.h. die gravitative Energie verschwindet, sobald das Feld selbst
verschwindet. Man beachte, dass dies zwar physikalisch sinnvoll ist (kein Gravitationsfeld = keine gravitative Energiedichte), dass
dies jedoch explizit gegen Tensoreigenschaften verstoBt.

Andere Konstruktionen als die Landaus sind mdglich, folgen ggf. anderen Prinzipien und haben daher evtl. andere Vor- bzw.
Nachteile.

Aus dieser Definition von T'(x) folgen nun erhaltene Integrale fiir Energie und Impuls P2 = (E, P) sowie Drehimpuls.
Pa=Jfdz(-g)" T

dPa /dt=0

und damit fiir die Energie E = P°

dE/dt=0

Die nicht-lokale Energie bzw. Masse

Falls ein System von Quellen T(x) fiir ein Gravitationsfeld in einem endlichen Raumbereich lokalisiert ist, wird die Geometrie der
Raumzeit im Unendlichen asymptotisch gegen die Minkowski-Metrik streben. Man nutzt diese Eigenschaft aus, eine weitere, nicht-
lokale Energiedefinition einzufiihren. Einschrankungen ahnlich der asymptotischen Flachheit gelten auch fiir andere Definitionen,
z.B. der 0.g. Konstruktion Uber ein zeitartiges Killingvektorfeld, da zur Anwendung des GauBschen Integralsatzes vorausgesetzt
wird, dass das Oberflachenintegral verschwindet.

Wir betrachten zunachst zwei Konstruktionen, namlich die ADM-Masse (ADM fiir Arnowitt, Deser und Misner) bzw. die Bondi-Masse.
Im Sinne des Noether-Theorems entsprechen diese Energiedefinitionen asymptotischen Symmetrien der Raumzeit im rdumlichen
bzw. lichtartigen Unendlichen. Fir die ADM-Masse wird eine Definition eingefiihrt, die auf der gravitativen Wirkung des
Raumbereiches im Inneren einer Kugelschale mit Radius R beruht. Die Definition fiir eine unendliche (raumartige) Kugelschale
gemaB ADM lautet

M., ~ J dQ [K(x) - K°(x)]
wobei die Differenz der duBeren Kriimmungen K(x) und K°(x) bezogen auf die volle Metrik g(x) sowie die flache Metrik g°(x)
verwendet wird.

Eine weitere nicht-lokale Massen- bzw. Energiedefinition folgt wiederum aus der Existenz eines zeitartigen Killingvektorfeldes §(x).
Man definiert nach Komar die Masse M, gemaB

M., ~ J * d§(x)
als Integral Uber die zu d§(x) duale Zwei-Form * d§(x) Uber ein raumartiges Volumen.

Die beiden nicht-lokalen Massen nach ADM sowie Bondi stimmen (berein, sofern der Normaleneinheitsvektor der jeweiligen
Oberflache einem zeitartigen Killingvektor entspricht. AuBerdem kann man zeigen, dass fiir bestimmte Lésungen der ART (z.B. die
stationare Schwarzschildlésung) diese nichtlokalen Energiedefinitionen mit anderen o.g. lokalen Definitionen (ibereinstimmen.

Die wesentliche Problematik der Definition einer erhaltenen Energie zeigt sich erst bei der Betrachtung nicht-stationarer Lésungen
fur endlichen Volumina; fiir stationdre Losungen mit zeitartigem Killing-Vektor (z.B. auch Schwarzschild- oder Kerr-Losung) sind die
meisten bekannten Ansatze aquivalent. Insbs. in der Kosmologie interessieren aber nicht-stationére, expandierende Ldsungen (z.B.
die FRW-Modelle) ohne zeitartigen Killing-Vektor.

Brown und York betrachten die zeitliche Entwicklung eines dreidimensionalen, berandeten Gebietes V der Raumzeit und definieren
eine Metrik bzgl. des durch die Zeitentwicklung des (zweidimensionalen) Randes Q = @V aufgespannten dreidimensionalen Randes
(einer ,Rohre" entlang der Zeitrichtung). Die auf diesem Rand induzierte Metrik erlaubt die Ableitung eines diesbeziiglichen Energie-
Impuls-Tensors. Brown und York definieren auf dem dreidimensionalen Gebiet V die Energiedichte €(x) durch (zweifache)
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Projektion des zugehdrigen Energie-Impuls-Tensors auf die Normalenvektoren des dreidimensionalen Gebiets. AuBerdem betrachten
sie die auf dem zweidimensionalen Rand induzierte Metrik sowie deren Determinante @. Damit ergibt sich eine Definition der Masse
mittels Integration Uber die zweidimensionale Flache Q = @V gemali

M[V] = S dQ (-6)" &(x)

Analog zu ADM betrachtet man nun die duBere Krimmung k(x) von Q sowie analog zu ADM das Integral liber k(x) bezogen auf
eine (isometrisch eingebettete) Minkowski-Referenzgeometrie und deren Krimmung k°(x). Diese Einbettung ist streng genommen

nicht eindeutig, da nicht zwei verschiedene Geometrien (gekriimmt und flach) in ,derselben Raumzeit verglichen werden kénnen®;
zwei verschiedene Geometrien = zwei verschiedene Raumzeiten verbieten es, zwei Raumbereiche miteinander zu identifizieren.

Die Definition von Brown und York lautet

M[V] ~ [ dQ k(x) - J dQ° k°(x)

Angewandt auf die Robertson-Walker-Metrik

ds2 = -dt2 +a2(t) [dr2 / (1 - kr2) + r2dQ2]

erhdlt man in Abhangigkeit des Volumens V(r)

M(r) ~ a(t) r[1 - (1 - kr2)”?]

Im Falle des flachen FRW-Universums mit k = 0 erhdlt man M = 0. Andererseits liefert das Milne-Universum k = -1, a(t) ~ t
(einer anderen Darstellung der flachen Minkwoski-Raumzeit) ein Ergebnis M > 0. Dies kann als Versagen der oben verwendeten
Definition der Blatterung der Raumzeit sowie des zu speziellen Ansatzes der duBeren Kriimmung angesehen werden.

Epp verwendet eine verallgemeinerte Definition der duBeren Kriimmung als Spur der zweiten Fundamentalform, die die

Abhdngigkeit von der gewahlten Blatterung eliminiert. AuBerdem fiihrt Epp eine andere Art der Einbettung der Referenzgeometrie
ein.

M[V] ~ [ dQ h(x) - JdQ° h°(x)

Anwendung auf die Robertson-Walker-Metrik liefert

M(r) ~ar[1-(1-kr2-r2a'2)"]

Man betrachtet nun wieder die Spezialfalle des flachen FRW-Universums k = 0

M~ar[l-(1-r2a2)”

sowie des Milne-Universums k=-1, a(t) ~ t

M=0

Zum einen liefert die nicht-lokale Energie nach Epp eine nicht-verschwindende Energie des flachen FRW-Universums, zum anderen
reduziert sie sich im Falle des Milne-Universums wie erwartet auf M = 0. Dies lasst sich auf jeden beliebigen zweidimensionalen

Rand im Minkowski-Universum verallgemeinern. Topologisch indquivalente Raumzeiten wie das deSitter Universum kdnnen ebenfalls
behandelt werden.

Speziell fiir die statische Schwarzschild-Lésung mit der Berandung Q in Form einer Kugeloberflache S2 liefern sowohl die Definition
gemaB Brown und York als auch die gemaB Epp die Werte

Muorizont = 2M

M, =m

wobei m den in der Schwarzschild-Lésung auftretenden Massenparameter darstellt. Interessanterweise liefert die lichtartige Flache
des Ereignishorizontes das Zweifache des erwarteten Wertes, d.h. dass die gravitative ,Masse" des schwarzen Lochs monoton mit

steigendem Radius r des Beobachters der gravitativen Wirkung fallt. Generell erhalt man nach Epp fiir die Grenzwerte im
raumlichen bzw. lichtartigen Unendlichen die bekannten Ausdriicke gemaB ADM bzw. Bondi.

Die hier diskutierten Definitionen nach Brown und York bzw. Epp basieren auf der Hamilton-Jacobi Methode. Weitere, im Detail
abweichende Definitionen der nicht-lokalen Energie sind bekannt; zu erwdhnen sind insbs. die verschiedenen Versionen der
Hawking-Energie, die auf Twistor-Konstruktionen basierenden Versionen der Penrose-Energie sowie die Nester-Witten 2-Form
Konstruktionen. Alle diese Definitionen stimmen in manchen (nicht in allen) physikalischen Eigenschaften (iberein (asymptotische
Masse - z.B. von SLs, Positivitat, ...), weichen allerdings in manchen anderen Szenarien voneinander ab. Es sollte somit klar
geworden sein, dass bisher keine allgemein akzeptiert, aus einem fundamentalen Prinzip ableitbare nicht-lokale Energiedefinition
bekannt ist. Es ist unklar bzw. umstritten, ob dies liberhaupt mdglich ist.

Eine wesentliche Problematik einiger der oben diskutierten Zugange ist die Notwendigkeit der Einfiihrung einer (nicht-eindeutig
definierten!) Referenz-Metrik zur Subtraktion der Beitrage des flachen Raumes; Definitionen ohne eine derartige Referenz-Metrik
wie die Hawking- sowie die Geroch-Energie erscheinen vorteilhaft, allerdings diese weisen diese andere Nachteile auf, so lassen sie
u.a. keine Definition des Viererimpulses sowie des Drehimpulses zu; zudem zeigen sie fiir Oberflachen mit komplizierteren
Geometrien bzw. Topologien teilweise pathologisches Verhalten auf.

Eine wesentliche Gemeinsamkeit aller nicht-lokalen Konstruktionen ist jedoch, dass die Energie immer Uber ein Oberflachenintegral
definiert ist; dies ist ein erster Hinweis auf das holographische Prinzip, demzufolge die Dynamik eines Raumbereiches V vollstandig
durch eine aquivalente, nieder-dimensionale Theorie ausschlieBlich auf der Oberflache des Raumbereiches Q = @V beschrieben

wird. Das holographische Prinzip findet insbs. Anwendung bei der Berechnung von Eigenschaften von schwarzen Lochern (Energie,
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Entropie) und wird hier im Wesentlichen bestatigt; allerdings hat es lediglich den Status einer Vermutung, d.h. es existiert kein
allgemeingiiltiger Beweis.

Zusammenfassung zur Allgemeinen Relativitdtstheorie

Folgende nicht aquivalenten Energiedefinitionen wurden diskutiert:

a) die Energie definiert Gber den Energie-Impuls-Tensor unter der Voraussetzung der Existenz eines zeitartigen Killingvektorfeldes
b) die Energie einschlieBlich der des Gravitationsfeldes definiert (iber den Energie-Impuls-Pseudotensor

c) die nicht-lokale Energie definiert Uber die gravitative Wirkung eines Raumbereiches

Dabei liegt lediglich a) ein fundamentales Prinzip zugrunde, wahrend b) und c) zwar physikalisch motiviert jedoch teilweise nur ad-
hoc konstruiert werden; dementsprechend sind fiir b) und c) jeweils nicht-dquivalente Versionen bekannt, die nicht immer den
selben Giiltigkeitsbereich (im Raum aller Losungen der ART) haben bzw. deren Werte teilweise voneinander abweichen. Wahrend
also die Energie des nicht-gravitativen Anteils zwar exakt definierbar ist, fir sich alleine jedoch keine ErhaltungsgréBe darstellt,
entzieht sich die Energie des Gravitationsfeldes selbst einer derart eindeutigen und schllssigen Definition. Im Falle von c) ergeben
sich Hinweise auf das holographische Prinzip.

4. Zur Energie in der Einstein-Cartan-Theorie

Zur Einstein-Cartan-Theorie

Die Kopplung von Spinoren an die Kriimmung der Raumzeit ist im Rahmen der Einsteinschen ART nicht mdglich und erfordert die
Konstruktion eines verallgemeinerten Spin-Zusammenhangs I(x), der an die Stelle des metrischen Zusammenhangs, im Folgenden
mit [°(x) bezeichnet, tritt. Dabei wird die Struktur der zugrundeliegenden Riemannschen Mannigfaltigkeit auf eine sogenannte
Riemann-Cartansche Mannigfaltigkeit erweitert, wobei letztere zusétzlich zur Krimmung eine nicht-verschwindende Torsion T(x)
zuldsst; Torsion bedeutet anschaulich, dass infinitesimale Parallelogramme nicht schlieBen.

Im Gegensatz zur Kriimmung fiihrt die Torsion nicht zu weiteren Freiheitsgraden der Theorie: die Torsion propagiert nicht, d.h. es
gibt keine Torsionswellen. Stattdessen kann die Torsion rein algebraisch durch die intrinsische Spindichte S(x) der Materie
ausgedriickt werden, sie ist also im Vakuum identisch Null; dies ist auch der Grund, warum ihr experimenteller Nachweis nicht
moglich ist und somit die Einsteinsche und die Einstein-Cartansche Theorie (ECT) zunachst physikalisch nicht unterschieden werden
kdnnen.

Zum Formalismus der Einstein-Cartan-Theorie

Ausgangspunkt ist die Erweiterung der Einstein-Hilbert-Wirkung zur Einstein-Cartan-Wirkung, die von erster Ordnung in den
unabhdngigen Variablen g(x) und F(x) ist.

Die zugrundeliegende Riemann-Cartansche Mannigfaltigkeit (eine Erweiterung des Konzepts der Riemannschen Mannigfaltigkeit
unter Einschluss der Torsion) ist metrik-kompatibel, d.h. fir F(x) gilt

Dg=dg +[I, gl =0
Der affine Zusammenhang I(x) enthalt in der ECT sowohl den aus der ART bekannten metrischen Levi-Cevita-Zusammenhang

r°(x) als auch einen von der Torsion abhdngigen Term. Die Torsion ist dabei durch den antisymmetrischen Teil des affinen
Zusammenhangs definiert:

T(x) = asym I(x)

Wie bereits oben erwahnt Iasst sich die T(x) jedoch rein algebraisch durch die Spindichte $(x) der Materie ausdriicken.

T =T[S]

Mittels dieser letzten Gleichung kann die Torsion vollstandig aus allen Gleichungen der ECT eliminiert werden. AuBerdem folgt
unmittelbar, dass Spindichte und damit Torsion im Vakuum identisch verschwinden.

Die Energie in der Einstein-Cartan-Theorie

Sowohl die Feldgleichungen der ART als auch die Kontinuitatsgleichung fiir den Energie-Impuls-Tensor werden durch die
nichtverschwindende Torsion in der ECT madifiziert.

Man erhalt formal eine der Einsteingleichung dquivalent Feldgleichung sowie eine neue Gleichung, die die Torsion mit der Spindichte
der Materie in Zusammenhang bringt. Konstruiert man nun die entsprechende Kontinuitdtsgleichung fiir den Energie-Impuls-Tensor,
so findet man jedoch, dass diese durch das Auftreten der Torsion eine ,Anomalie" entwickelt:

ART: DT(x)=0

ECT: DT(x)= 2 [T(x), Ric(x)]
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Kovariante Konstanz des Energie-Impuls-Tensors gilt im Spezialfall bei verschwindender Torsion T(x) = 0. Die Anomalie ist somit
unter normalen Umstanden innerhalb von Materie extrem klein sowie auBerhalb d.h. im Vakuum wegen T = T[S] exakt Null,
weswegen eine experimentelle Unterscheidung zwischen ART und ECT nicht mdglich ist.

Zur Bedeutung der Einstein-Cartan-Theorie

Der Schliissel zum Verstandnis des zunachst aufwandigeren Formalismus der ECT ist die Einflihrung der vollen Poincare-Gruppe
einschlieBlich der Raumzeit-Translationen als Symmetriegruppe der Raumzeit; die ECT stellt somit eine natdirliche
Verallgemeinerung der ART dar. Daraus folgt zunachst, dass die ECT als Eichtheorie bzgl. der Poincare-Symmetrie darstellbar ist,
sowie dass die Konstruktion des Energie-Impuls-Tensors T(x) bzw. des Spin-Tensors S(x) als Noether-Stréme bzgl. der
Translationen bzw. der Rotationen der Poincare-Gruppe mdglich ist. Diese Konstruktion wird transparent durch die Einflihrung des
affinen Zusammenhangs als unabhangige Variable neben der Metrik (bzw. der Vierbeine, die an die Stelle der Metrik treten, die
lediglich als abgeleitete GroBe auftritt).

Mathematisch unterscheidet die ECT sauber zwischen dem Begriff des (flachen Minkowski - )Tangentialraumes TMp mit den
Vierbeinen als lokaler Basis (sowie den in ihm definierten Objekten) zu einem Raumzeitpunkt P in der Einstein-Cartan
Mannigfaltigkeit M. Dabei entspricht die Einflihrung des Tangentialraumes der Konstruktion eines Faserbiindels einer
Eichsymmetrie; die Fasern liber jedem Punkt der Raumzeit reprasentieren dabei die Orbits der Eichgruppe. Die lokale Eichsymmetrie
der Lorentzgruppe entspricht dabei einer lokalen Wahl eines Koordinatensystems je Tangentialraum TMp, d.h. beim Ubergang
zwischen benachbarten Punkten der Raumzeit erfahren die Koordinatensysteme (reprasentiert durch die Vierbeine) eine Lorentz-
Transformation.

Ohne diese Unterscheidung zwischen Mannigfaltigkeit M und Tangentialraumbiindel TM ist der begriffliche Unterschied zwischen
der Ableitung eines Energie-Impuls-Tensors liber die Variation der Einstein-Hilbert-Wirkung nach der Metrik einerseits und der
Ableitung (iber die Variation der Einstein-Hilbert-Wirkung nach dem affinen Zusammenhang andererseits unklar.

Man beachte jedoch, dass die hier dargestellte Analyse nicht wie im Falle der ART die Energie des Gravitationsfeldes mit einbezieht.

Exkurse
Die ECT erscheint in gewisser Weise ,mathematisch einfacher" als die ART, da sie in letzterer verwobene Konzepte sauber trennt.

Explizit werden diese Vorteile durch die Variablenwahl von Sen, Ashtekar und Barbero, die im Rahmen der LQG benutzt wird;
demzufolge sollte die ECT, nicht die ART, als klassischer Grenzfall aus der LQG hervorgehen.

Die N=1 Supergravitation ohne zusatzliche Materie- bzw. Eichfelder ist dquivalent zu einer ECT mit der Kopplung an ein masseloses
Spin-3/2 Rarita-Schwinger-Feld, das sogenannte Gravitino; dieses libernimmt die Rolle des SUSY-Partners des Gravitons.

Zusammenfassung zur Einstein-Cartan-Theorie

Im Falle der ECT lasst sich die nicht-gravitative Energiedichte aus einer lokalen Eichsymmetrie konstruieren. Damit ist die ECT eine
Verwandte der bekannten Eichtheorien und die Energiedichte dementsprechend das Analogon zu einer (im Rahmen der bekannten
Eichtheorien erhaltenen) Ladungsdichte. Dies entspricht dem im Falle der ART diskutierten Fall a).

Die Diskussion von b) und c) ist aus mehreren Griinden unterblieben:

i) eine umfassende Literatur zu diesen Themenkomplexen liegt nicht vor

ii) die Umformulierung der ECT als Eichtheorie verspricht jedoch im Bezug auf b) und c) wenig Fortschritte, da diese explizit ohne
dieses fundamentale Prinzip diskutiert wurden.

Damit bleibt schlussendlich dieselbe Folgerung wie im Rahmen der ART: die Energie des Gravitationsfeldes entzieht sich bisher einer
eindeutigen und schlissigen Definition. Fortschritte erwarte ich jedoch insbs. im Rahmen der ECT, da diese durch die
eichtheoretische Formulierung den mathematisch saubersten Rahmen bietet.

5. AbschlieBende Fragestellungen zur Energie des Gravitationsfeldes

a) Existiert ein fundamentales Prinzip, aus dem innerhalb der ART ein eindeutiger Ausdruck fiir die Energie-Impuls-Dichte
einschlieBlich des Beitrags des Gravitationsfeldes gewonnen werden kann?

b) Existiert ein fundamentales Prinzip, aus dem eine eindeutige Definition einer ,verallgemeinerten® Energie als integraler
ErhaltungsgréBe hergeleitet werden kann? Bzw. unter welchen (mdglichst allgemeinen) Umstanden stimmen die oben diskutierten
globalen Definitionen fiir die Energie Uberein?

¢) Sind diese Prinzipien zur Definition einer lokalen Energie-Impuls-Dichte bzw. einer ,verallgemeinerten® Energie als integraler
ErhaltungsgréBe auch im Rahmen der ECT anwendbar bzw. sind geeignete Erweiterungen bekannt?

d) Ist eine der o.g. Definitionen der Energie einschlieBlich des gravitativen Beitrags als thermodynamische ZustandsgroBe geeignet?

e) Kann die so definierte Energie mit anderen thermodynamische ZustandsgroBe in Verbindung gebracht werden? Ist insbs. eine
erweiterte Definition der Entropie des Gravitationsfeldes mdglich?
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6. Zu verwandten Fragestellungen in der Schleifenquantengravitation

Bemerkungen zum kanonischen Formalismus in der klassischen Mechanik

Die LQG entwickelt zunachst einen kanonischen Formalismus und nutzt diesen zur hamiltonschen Quantisierung der Gravitation. Der
kanonische Formalismus ist in der klassischen Mechanik dem Lagrange-Formalimus aquivalent, beruht jedoch im Detail auf
mathematisch unterschiedlichen Strukturen.

Waéhrend im Lagrangeformalismus die Lagrangefunktion mit den (verallgemeinerten) Orten x(t) und Geschwindigkeiten x’(t)
verwendet wird

L = L[x(t), x'(t)]
erhalt man die Hamiltonfunktion
H = H[x(t), p(t)]

in Abhangigkeit von den (verallgemeinerten) Orten x(t) und (verallgemeinerten kanonischen) Impulsen p(t) aus der
Transformation

p=0L/ax

H = px’ - L[x,x']

Dabei ist x’(t) aus H Uber die Invertierung der ersten Gleichung zu eliminieren.

Ebenso wie man aus L bzw. der Minimierung der Wirkung

S = [ dt L[x(t), x'(t)]

die Bewegungsgleichungen als Euler-Lagrange-Gleichungen durch

d[oL/9x'] /dt-0L/9x =0

gewinnen kann, sind die Bewegungsgleichungen damit als Hamiltonsche Gleichungen aus H ableitbar:
dx/dt = oH/dp

dp/dt = -0H/dx

Bemerkungen zum kanonischen Formalismus in der relativistischen Mechanik

Im Rahmen der klassischen Mechanik kann man Ublicherweise die Hamiltonfunktion mit der (erhaltenen) Energie des Teilchens
identifizieren (erhalten dann, wenn H nicht explizit von der Zeit abhdngt, d.h. translationsinvariant in der Zeit ist)

E=H

dE/dt=0

In der speziellen Relativitatstheorie betrachtet man die relativistischen Wirkung, d.h. die (vierdimensionale) Lange der Weltlinie des
Teilchens der Masse m

S =-m fds = [ dtL[x, x']

Die Euler-Lagrange-Gleichung entspricht dabei der Forderung, dass die Weltlinie einer Geodaten, also der kiirzesten Verbindung

zweier Punkte im Raum entspricht. Dieser Formalismus ist auch folglich auch auf gekrimmten Raumzeiten im Rahmen der ART
anwendbar. Man erhalt durch Anwendung die Vierergeschwindigkeiten sowie die Viererimpulse.

Bei der Konstruktion der Hamiltonfunktion H mit

HZ - p2 - mZ

tritt allerdings eine Besonderheit auf. Zunachst lassen sich aus H wiederum die Bewegungsgleichungen ableiten; auBerdem gilt fiir
jede Lésung die Bedingung

pZ -m2 = 0

D.h. die relativistische Hamiltonfunktion H verschwindet identisch auf dem Raum der Losungen! Damit kann sie im Gegensatz zum

nicht-relativistischen Fall nicht fiir eine Definition einer Gesamtenergie herangezogen werden, denn aus der Definition der
Viererimpulse wei8 man, dass die Null-Komponente p° des Vierervektors der Energie entspricht.

Diese Eigenschaft folgt aus der Reparametrisierungsinvarianz der Weltlinie und liegt letztlich auch der Diskussion bzgl. der
Zeitlosigkeit der ART bzw. jeder QG zugrunde. H ,erzeugt" (blicherweise die Translationen in der physikalischen Zeit; da H
verschwindet, findet keine Zeittranslation statt, das System ist gewissermaBen zeitlos (man darf die physikalische Zeit nicht mit der
Koordinatenzeit t = x° verwechseln; die Wahl von x° als Zeit sowie von p° als Energie gilt nur fiir einen speziellen Beobachter).

Bemerkungen zum kanonischen Formalismus in der Quantenmechanik

Erhaltungssatze werden im Lagrangeformalismus aus Symmetrien der Lagrangefunktion abgeleitet. Im Hamiltonformalismus zeigen
sie sich durch eine algebraische Relation (Poisson-Klammer) zwischen der Hamiltonfunktion und der erhaltenen GroBe; in der
Quantenmechanik entspricht letzteres dem sogenannten Kommutator. Zundchst ist die Zeitentwicklung einer beliebigen GroBe (z.B.
eine Ladung) Q gegeben durch
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dQ / dt =i[H, Q]

Vertauscht nun der Hamiltonoperator H mit Q,

[H,Q]=0

so ist dieser Gleichung zufolge Q konstant, d.h. erhalten. GemaB dem Noether-Theorem, demzufolge man aus einer Symmetrie der
Lagrangefunktion eine erhaltene Ladung konstruieren kann, kann man diese Gleichung wie folgt interpretieren:

Die Quantisierung dieser erhaltenen Ladung liefert einen Operator, den sogenannten Generator der Symmetrietransformation im
Raum der quantenmechanischen Zustande. Erhaltene Ladungen und Symmetrietransformationen sind somit eng miteinander
verbunden; z.B. generiert der Drehimpulsoperator die Rotationen; aus der Drehimpulserhaltung folgt die Rotationssymmetrie des
betrachteten Systems und umgekehrt.

Zum einen besagt die Gleichung demnach, dass H als Generator der Zeitentwicklung die GroBe Q unverandert lasst, dass also Q
sowie der Unterraum der Eigenzustdnde von Q invariant unter der Zeittranslationssymmetrie sind. Zum anderen besagt sie auch,

dass Q als Generator einer Symmetrie wiederum den Hamiltonoperator H unverandert lasst, dass H invariant unter der durch Q
generierten Symmetrie ist.

Zum Formalismus der Schleifenquantengravitation (Loop Quantum Gravity)

Hier soll nicht jede Einzelheit der Loop Quantum Gravity diskutiert werden; es werden lediglich die Aspekte vorgestellt, die fiir die
Definition eines verallgemeinerten Energieoperators relevant sind. Dieser Abschnitt kann auch ibersprungen werden!
Ausgangspunkt ist der sogenannte ADM-Formalismus (s.0.), in dem fiir die 4d Raumzeit der ART eine Zerlegung in Raum und Zeit,
eine sogenannte (3+1)d Blatterung erfolgt. Die Einstein-Hilbert-Wirkung wird in neuen Objekten dargestellt; diese neuen Objekte
entsprechen intrinsischen Objekten der raumlichen 3d Untermannigfaltigkeit, sowie ,duBeren™ Objekten, die fir die
JZeitentwicklung" dieser 3d Blatterung verantwortlich sind.

An jedem Punkt P der 3d Untermannigfaltigkeit wird durch drei Ko-Triaden (= duale Dreibeine) e(x) ein Koordinatensystem auf
einem flachen Tangentialraum TMp aufgespannt. Die Ko-Triade tragt dabei sowohl raumliche Indizes als auch interne SU(2) Indizes.
Eine rdumliche lokale Lorentztransformation entspricht der Freiheit, das durch e(x) definierte Koordinatensystem in jedem Punkt
beliebig wihlen zu kénnen. Eine lokale Anderung des Koordinatensystems entspricht dabei einer lokalen SU(2) Drehung, d.h. einer
lokalen Eichtransformation! Aus den Dreibeinen e(x) lasst sich die Metrik q(x) der 3d Untermannigfaltigkeit rekonstruieren; die
Metrik erscheint jedoch nicht als fundamentales Gebilde!

AuBerdem wird auf der 3d Untermannigfaltigkeit eine Zusammenhangsform A(x) eingefiihrt, die sowohl den Spin-Zusammenhang
w(x), Uber den die Gravitation an Fermion-Felder koppelt, als auch die duBere Krimmung K(x) gemai

A(x) = 12 *w(x) + yK(x)
enthdlt. In diesem Sinne ist der hier vorgestellte Formalismus streng aquivalent zur ECT. Die Proportionalitdtskonstante y, der
sogenannten Immirzi-Parameter, ist ein freier Parameter, der interessanterweise die klassischen Bewegungsgleichungen nicht

modifiziert, jedoch Auswirkung auf das Spektrum quantenmechanischer Operatoren der LQG hat. Eine dhnliche Mehrdeutigkeit ist
als 8-Parameter in der QCD bekannt.

Den Ko-Triaden e(x) entsprechen die Triaden

E(x) = det[e(x)] e(x) *e(x)

Es zeigt sich, dass die sogenannten Ashtekar Variablen A(x) und E(x) zueinander kanonisch konjugierte Felder darstellen, d.h. im
Hamiltonschen Formalismus A(x) bzw. E(x) den (feldtheoretische Verallgemeinerung) der Orte bzw. Impulse entsprechen.
AuBerdem entsprechen A(x) bzw. E(x) dem SU(2) Vektorpotential sowie der SU(2) Feldstarke. Damit ist die ECT (wegen der
Verwendung eines Spin-Zusammenhangs anstelle der vollstdndig aus der Theorie eliminiert Metrik) in eine eichtheoretische
Formulierung mit der Symmetriegruppe SU(2) tberfiihrt (und entspricht in einigen Strukturen einer vereinfachten Version der QCD).

Nun definiert man noch die intrinsische Kriimmung

F(x) = [D(x), D(x)]

bzgl. der kovarianten Ableitung

D. = d. + A(x) *.

Man erhalt aus der umformulierten Einstein-Hilbert-Wirkung fir die Funktionen
G(x) = DE(x) = dE(x) + A(x) * E(x)

D(x) = F(x) E(x)

H(x) = H[E, F, K]

die Euler-Lagrange-Gleichungen (jetzt mit SU(2) Indizes)

G(x)=0
D¥(x) =0
H(x) =0
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Die erste Gleichung entspricht der SU(2) Version des GauBschen Constraints und zeigt die Invarianz unter lokalen SU(2)
Eichtransformationen, also Drehungen der e(x) bzw. E(x) auf dem Tangentialraum.

Die zweite Gleichung entspricht dem Diffeomorphismus-Constraint, d.h. der lokalen Invarianz unter beliebigen
Koordinatentransformationen auf der 3d Untermannigfaltigkeit.

Die dritte Gleichung entspricht dem Hamiltonschen-Constraint, d.h. sie garantiert, dass die beiden ersten Constraints auch bei der
»Zeitentwicklung" senkrecht zur 3d Untermannigfaltigkeit respektiert werden. Diese letzte Gleichung entspricht dem oben
diskutierten Verschwinden der Hamiltonfunktion fiir das relativistische Teilchen. Die Abhdngigkeit des Hamiltonoperators H[E, F, K]
von den Variablen A und E ist zwar immer noch relativ kompliziert, jedoch deutlich vereinfacht ggii. einer ADM-Formulierung in der
3d Metrik.

Die Implementierung der Constraints in der LQG erfolgt {iber die Operatorgleichungen

G?(x) |phys> =0

D?(x) |phys> =0

H(x) |phys> =0

d.h. die Operatoren sind nicht identisch Null, sie definieren lediglich einen physikalischen Unterraum im sogenannten kinematischen

Hilbertraum. Dieser entspricht im Wesentlichen der quantenfeldtheoretischen Verallgemeinerung des Hilbertraumes der
Quantenmechanik. Die Implementierung derartiger Constraints bedeutet demnach die Selektion eines geeigneten Unterraumes.

Ein trivialer Fall in der Quantenmechanik ist die Separation des Hamiltonoperators eines Zwei-Kérper-Problems in einen Anteil mit
Relativimpuls p sowie Schwerpunktsimpuls P. Die Implementierung der Translationsinvarianz auf dem vollen Hilbertraum

| Zustand> = |p, P>

entspricht der Selektion eines Unterraumes mit verschwindendem Schwerpunktsimpuls, also

P|phys> =P|p,P>=0

|phys> = |p, 0>

Die Quantisierung eines derartigen Systems mit Constraints ist seit Dirac prinzipiell verstanden. Im Rahmen der LQG bereitet
zunachst noch die Definition der quantenfeldtheoretischen Operatoren Probleme, da diese nicht direkt als operatorwertige
Distributionen (verallgemeinerte Funktionen) verstanden werden diirfen, sondern (iber ausgedehnte geometrische Objekte

Jregularisiert"” werden missen. Man betrachtet dazu infinitesimale Schleifen C, ein matrix-wertiges, pfadgeordnetes Schleifenintegral
(daher der Name Schleifenquantengravitation)

hc[A] = P exp fc ds A(x)
sowie ein ebenfalls matrix-wertiges Flachenintegral tber die von C berandete Flache
Fc [E, f] = Jc dS E(x) *f(x)

wobei f(x) eine beliebige Testfunktion ist. hc[A] entspricht im Wesentlichen einer Ringspannung entlang C, F¢ [E, f] dem
elektrischen Fluss durch die Flache.

Diese neuen Objekte hc[A] und F¢ [E, f] dienen zur Konstruktion des Hilbertraumes sowie der Operatoren in der LQG. Man erreicht
die Implementierung der Constraints G(x) und D(x) mittels der Wahl geeigneter Reprasentanten C° aus dem Raum aller mdglichen
Schleifen C. Diese Reprasentanten fiihren auf sogenannte Spin-Netzwerke: die ,Werte" von hc[A] sowie Fc [E, f] sind unabhangig
von der exakten Form der gewahlten Kurve C. Die Invarianz bzgl. der Deformationen von C bzw. der Einbettung in die 3d
Untermannigfaltigkeit entspricht der Diffeomorphismen-Invarianz der Theorie. Demzufolge wahlt man als Reprasentanten (aus einer
Klasse von Kurven) einen festen Graph in der 3d Untermannigfaltigkeit. Ein Vertex des Graphen reprasentiert dabei eine
»Volumenzelle" der 3d Untermannigfaltigkeit, ein Link des Graphen zwischen zwei Vertizes entspricht der Fléche, die die beiden
Volumenzellen voneinander trennt. Ein Link tragt einen SU(2) Spin, ein Vertex einen SU(2) Operator (sog. Intertwiner).

Exkurs zu Ergebnissen und Problemen der Schleifenquantengravitation

Nach der Quantisierung der Theorie ist die Raumzeit als solche vollstédndigen eliminiert! Lediglich die Spinnetzwerke sowie die
Operatoren existieren noch als rein algebraische Objekte. Insbs. leben die 0.g. Vertizes und Links nicht mehr ,in" der Raumzeit, sie
»sind" die Raumzeit. Der Vakuumzustand der LQG entspricht keinesfalls ,leerem Raum®, sondern vielmehr ,keinem Raum®. Die
Rekonstruktion einer kontinuierlichen, makroskopischen Raumzeit aus diesen diskreten Objekten (in einem geeigneten semi-
klassischen Limes) stellt ggw. ein zentrales Forschungsgebiet der LQG dar.

Man beachte, dass die oben diskutierte Quantisierung einer Vorgehensweise in der QM entspricht, in der nicht mehr der
Ortsoperator selbst sondern lediglich eine geeignete (unitdre) Exponentialfunktion desselben definiert wird. Diese sogenannte
Polymer-Quantisierung ist nicht unitar-aquivalent zur Standard-Quantisierung und fiihrt somit explizit zu unterschiedlichen
Operatoralgebren und einem neuen Hilbertraum. Sie ist letztlich der Grund, warum die LQG Uberhaupt qualitativ neue Ergebnisse
liefern kann.

Eine wesentliche Erkenntnis der LQG ist, dass die Spinnetzwerke zu einer physikalischen Diskretisierung fiihren, da insbs. der
Flachenoperator quantisierte Eigenwerte liefert. Das Spektrum besteht aus den Eigenwerten

a; = 8ny {52 [j(j+1)]”
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der j-Darstellung der SU(2), wobei y wieder fiir den Immirzi-Parameter steht, der somit explizit in die Spektren der Operatoren
eingeht. Der Spin j kann dabei die Werte j = >, 1, ... entsprechend der Darstellungen der SU(2) annehmen.

Wesentliche Fortschritte der LQG sind ihre Verwandtschaft zu Eichtheorien, die vergleichsweise einfache Form der geometrischen
Objekte, die vollsténdige und mathematisch konsistente Konstruktion eines kinematischen Hilbertraumes sowie die Konstruktion und
Implementierung der Constraints G(x) und D(x). Insbs. die hintergrundunabhangige, nicht-stérungstheoretische Formulierung ist
hervorzuheben.

Dem stehen jedoch auch einige ungeldste mathematische Probleme gegeniiber: diese stammen im Wesentlichen aus der (nicht
eindeutigen) Wahl der Regularisierung der Operatoren hc[A] und F¢ [E, f] fir infinitesimale Schleifen C -> 0 sowie aus der nicht-
eindeutigen Einbettung des 0.g. Graphen in die 3d Untermannigfaltigkeit. AuBerdem erzeugt der Hamiltonoperator neue Vertizes
und Links im Graphen, fiir die jedoch kein eindeutiges Prinzip zur Zuordnung zu einer bestimmten j-Darstellung der SU(2) bekannt
ist. Daraus resultiert insgs. ein nicht eindeutig definierter Hamiltonoperator H(x) und somit eine Mehrdeutigkeiten in der Dynamik
der Theorie! Dieser Punkt hangt wohl eng mit der Tatsache zusammen, dass bis heute keine exakte oder semiklassische
Rekonstruktion der makroskopischen Raumzeit gelungen ist.

Ein strittiger Punkt ist eine mdgliche Anomalie der Constraints. Aus der klassischen Betrachtung stammt die Forderung, dass die
Constraints eine Operator-Algebra erfiillen missen; man bezeichnet dies als off-shell closure. In der LQG tritt jedoch der Fall auf,
dass diese Algebra nur auf dem Unterraum der physikalischen Zusténde schliet, sogenannte on-shell closure. Mdglicherweise
deutet dies auf eine Quantisierungsanomalie und somit letztlich auf die Inkonsistenz der Theorie hin.

Am Beispiel der QED gilt
[H(x), G(x)] =0
Die Bedeutung dieser Gleichung fiir das GauBsche Gesetz G(x) ist letztlich die Erhaltung der elektrischen Ladung Q unter

Zeitentwicklung, generiert durch den Hamiltonoperator H(x); bzw. umgekehrt die Invarianz des Hamiltonoperators H(x) unter
lokalen Eichtransformationen erzeugt durch das GauBsche Gesetz G(x) als Generator der Eichtransformation.

In der LQG schlieBen die Operatoralgebren statt
[H(x),.1=0

teilweise lediglich in der Form

[H(x), .] Iphys> =0

Die Bedeutung fiir die mathematische Konsistenz der Theorie ist noch unklar. Ublicherweise fordert man tatséchlich immer off-shell
closure, d.h. Eichinvarianz und Diffeomorphismen-Invarianz auf dem gesamten Hilbertraum, nicht nur im physikalischen Sektor.

In gewisser Weise erscheint die LQG also noch nicht abgeschlossen. Es zeigt sich, dass die zur Ableitung der LQG verwendeten
Objekte wie die 3d Untermannigfaltigkeit sowie die Felder A(x) und F(x) nach der vollzogenen Quantisierung keine mathematische
Entsprechung mehr haben, d.h. die Theorie entzieht sich quasi selbst den Boden.

Ausblick zu ,new loops" und ,spin foams" ...

Anmerkung zur nicht-Eindeutigkeit der Quantisierung einer klassischen Theorie

Ein paar generelle Anmerkungen zur Problematik der Quantisierung einer klassischen Theorie sind angebracht: die Quantisierung
kann generell nicht eindeutig sein, da aus der klassischen Theorie (die lediglich eine Naherung an die exakte quantisierte Theorie
darstellt) das exakte Urbild rekonstruiert werden soll. Man vergleiche dies mit der ,Rekonstruktion™ eine Gebaudes aus einem (mehr
oder weniger exakten) Bauplan.

Dabei kommen bestimmte Regeln und mathematische Formalismen zum Einsatz (Konstruktion des Hilbertraumes, der darauf
wirkenden Operatoren nach dem Korrespondenzprinzip aus den klassischen Feldern etc.) sowie einige generelle Bedingungen an die
quantisierte Theorie (Realisierung der klassischen Symmetrien als unitdre Transformationen, Anomalienfreiheit = vollsténdige
Gliltigkeit der Symmetrien auf dem Hilbertraum).

Auf diesem Weg der Quantisierung einer klassischen Theorie treten haufig Mehrdeutigkeiten, z.B. bei der Konstruktion des
Hilbertraumes sowie der Eigenschaften der darauf definierten Operatoren (bzgl. Definitionsbereich, Konvergenz etc.), die
Regularisierung der Divergenzen einer Theorie (unter Beibehaltung der wesentlichen Symmetrien), die Wahl einer Darstellung einer
Symmetrie. Bei diesen Unklarheiten hilft die Betrachtung des semiklassischen Grenzfalls nicht, da im zugrundeliegenden Limes h =
0 zunachst inaquivalente Theorien denselben klassischen Limes haben kdénnen.

Demzufolge hat die Quantisierung bzw. generell die Konstruktion einer physikalischen Theorie zwei wesentlichen Prinzipien zu
gehorchen: 1) mathematische Strenge und Konsistenz sowie mdglichst mathematische Eindeutigkeit bzw. Einfachheit; 2)
Falsifizierbarkeit aufgrund physikalischer Vorhersagen und Ubereinstimmung mit den experimentellen Ergebnissen.

Im Falle der LQG trifft man nun alle diese mathematischen Schwierigkeiten an: die Konstruktion des Hilbertraum fiihrt zunachst auf
einen nicht-separablen Hilbertraum, was nicht direkt falsch, aber im Formalismus der Quantentheorie doch ungewdhnlich ist. Die
Konstruktion der Schleifenvariablen ist zur (blichen Konstruktion nicht unitdr aquivalent, was dazu fiihrt, dass die urspriinglichen
Operatoren A(x) und E(x) nur noch in einem bestimmten Limes C — 0 iiber hc[A] und F¢ [E, ] definiert und ultra-lokal
konvergent sind: dies flihrt unmittelbar zur oben diskutierten on-shell closure (statt off-shell closure) und der Tatsache, dass die
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Frage nach Anomalienfreiheit im strengen Sinne nicht beantwortbar ist. Die Wahlfreiheit der Darstellungen der Symmetrie erkennt
man bei der Konstruktion des Hamiltonoperators; ein vergleichbares Beispiel ist die Konstruktion der Schrdodingergleichung fiir
Teilchen mit Spin in der Quantenmechanik. Hier entscheidet das Experiment, dass Elektronen Spin 2 tragen, die Theorie lasst
grundsatzlich jede Darstellung der SU(2) Symmetriegruppe zu. Zuletzt stellt die Konsistenzpriifung des klassischen Grenzfalls ein
Problem dar, da es im Rahmen der LQG noch nicht gelungen ist, eine semiklassische Naherung zu konstruieren, die alle
Gleichungen der Theorie (ndherungsweise) erfiillt und die in einem geeigneten Sinne einem flachen Minkowski-Raum (oder einer
bekannten kosmologischen Losung der ART) entspricht.

Da nun das zweite Prinzip der Falsifizierbarkeit und die direkte Ubereinstimmung mit dem Experiment in der Quantengravitation
zumindest momentan kaum erfiillbar ist, muss insbs. Wert auf das erste Prinzip, d.h. die mathematische Strenge gelegt werden.
Daher sind viele Fortschritte eher im axiomatischen Bereich und weniger in den physikalischen Vorhersagen zu erwarten. Dies
unterscheidet die Konstruktion einer Quantengravitationstheorie grundlegend von der Konstruktion der bisher untersuchten
Quantenfeldtheorien, in denen die wesentlichen Inputs von den Experimenten kamen, und ist somit nicht der LQG alleine sondern
grundsatzlich allen Zugangen zur Quantengravitation anzulasten.

Zur Definition eines Energieoperators in der Schleifenquantengravitation

Sowohl im Rahmen einer kovarianten Formulierung der ECT als auch gemaB dem ADM-Formalismus gilt der hamiltonsche Constraint
H(x) | phys> =0

d.h. der Hamiltonoperator H verschwindet identisch auf dem Raum der physikalischen Zustdnde und erlaubt somit keine direkte

Interpretation als Energieoperator. Dies entspricht dem oben diskutierten Fall des relativistischen Teilchens. Somit ist also auch im
Rahmen der LQG eine alternative Konstruktion einer (erhaltenen) Energie notwendig.

Ausgangspunkt dafiir sind die bereits vorgestellten Ansatze zur nicht-lokalen Energie, die sich {iber die gravitative Wirkung eines
abgeschlossenen Raumgebietes bzw. (iber ein entsprechendes Oberflachenintegral dargestellt werden kann. Die klassischen
Ausdriicke missen mittels der Ashtekar-Variablen A(x) und E(x) bzw. die regularisierten GroBen hc[A] und F¢ [E, f] definiert
werden; diese sind dann letztlich durch die entsprechenden quantenmechanischen Operatoren zu ersetzen.

Zundchst soll die Bedeutung des Hamiltonians H(x) als Generator einer zeitartigen Symmetrietransformation diskutiert werden. Man
betrachtet dazu die von einer Familie von Testfunktionen f(x) abhdngige Schar von Operatoren

H[f] = J dV H(x) f(x)

Daraus konstruiert man gemaB

U[f] = exp i [ dV H(x) f(x)

die unitaren Operatoren U[f], die einer Symmetrie der physikalischen Zustdnde entsprechen; wegen

H(x) | phys> =0

gilt

U[f] | phys> = id | phys>

Die Einfihrung eines berandeten Volumens V mit @V = Q bricht nun die urspriingliche Diffeomorphismeninvarianz der Theorie.
Man betrachte dazu einen beliebigen Diffeomorphismus; dieser kann in zwei Anteile zerlegt werden, wobei ein Anteil die Obefldche
Q invariant lasst (z.B. lassen Drehungen eine Kugeloberflache S2 invariant), wahrend der andere Anteil Q deformiert. Der zweite
Anteil flihrt zu neuen physikalischen Freiheitsgraden, die lediglich auf der Oberfldche Q existieren und deren Deformation

beschreiben (man kennt dhnliche Effekte bei der Einfiihrung von Grenzflachen in fliissigen Medien, z.B. bei der
Oberfldchenspannung von Wasser).

Demzufolge lasst sich aus H(x) eine durch f(x) parametrisierte Schar von Observablen, d.h. prinzipiell messbaren
quantenmechanische Operatoren, definieren, die nicht mehr auf den physikalischen Zustanden verschwinden:

Oql[f] = J dQ Ha(x) f(x)

Man findet, dass diese Form klassisch aquivalent zu der oben diskutierten Form der nicht-lokalen ,Energie®

MLV, f] ~ f dQ k(x) f(x)

ist und einen guten Kandidaten fiir die Definition eines Energieoperators im Rahmen der LQG darstellt. Somit Iasst sich im Rahmen

der LQG zwar kein eindeutiger Energieoperator auf Basis fundamentalen Prinzipien definieren, allerdings erhalt man aus der Schar
von Operatoren O[f] messbare GréBen analog zu einer ,klassischen Energie®.

Neuere Entwicklungen sind abzuwarten ...

AbschlieBender Exkurs zur Entropie in der Schleifenquantengravitation

Die Idee bzgl. der Thermodynamik Schwarzer Locher, d.h. der Definition einer Temperatur T[A] und einer Entropie S[A] fiir
gegebene Horizontflache A ist im Wesentlichen folgende: aufgrund quantenfeldtheoretischer Vakuumfluktuationen entstehen im
Inneren des Horizontes virtuelle Teilchen-Antiteilchen-Paare; die quantenmechanische Unschéarfe des Horizontes erlaubt es (mit
einer gewissen Wahrscheinlichkeit) jeweils einem virtuelles Teilchen oder Antiteilchen den Horizont zu durchtunneln, d.h. im
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AuBenraum als reales Teilchen sichtbar zu werden. Die Ursache dieser Strahlung kann gemaB Hawkings semiklassischer Naherung
letztlich auf die Definition des Vakuumzustandes der Quantenfeldtheorie in gekriimmten, jedoch klassischen = nicht-quantisierten
Raumzeiten sowie die Existenz eines Horizontes zurlickgefiihrt werden. Die Teilchen weisen (im asymptotisch raumlich Unendlichen)
ein thermisches Spektrum auf, d.h. der Strahlung und somit dem Schwatzen Loch kann gemaB des Planckschen Strahlungsgesetzes
eine Temperatur zugeschrieben werden kann.

Den Regeln der Thermodynamik folgend leiteten Hawking und Bekenstein die Existenz einer entsprechenden Entropie ab, flr die
gemaB der statistischen Mechanik die Mikrozustédnde des Schwarzen Lochs verantwortlich sein miissten. Diese kann die
semiklassische Betrachtung Hawkings allerdings nicht liefern, da sie ja gerade die quantenmechanischen Mikrozusténde des
Gravitationsfeldes vernachlassigt.

Zusammenfassend erhdlt man unter Benutzung der Oberflachengravitation k fiir die semiklassischen thermodynamischen
Eigenschaften Schwarzer Locher:

T°=k/ 2n

S°=A/4

sowie speziell fir die Schwarzschild-Losung
T°schwarzschiia = 1 / 8nGm = 1 / (4n A)”

Im Folgenden wird sich zeigen, dass in der LQG die Flache des Schwarzen Loches (anstelle der Masse wie in der klassischen
Theorie) die zentrale Rolle spielt, da ein explizit konstruierbarer Flachenoperator

Aq[E] = S dQ |E]|

Aq[E] |3> = a; |5>

a; = 8ny £ 2 [j(j+1)]*

im Raum der Spinnetzwerke zur Verfiigung steht. Dabei steht | E| fiir den Betrag des auf den Normalenvektor der Flache Q
projizierten Operators E(x) und a; bezeichnet den Eigenwert des Flachenoperators angewandt auf einen Eigenzustand |j>; dabei
istj =11, ...

Zur Identifizierung der Mikrozustinde zerlegt man die Horizontfliche A in elementare Zellen, jede davon mit der Planckflache £p2,

wobei jede Zelle mégliche quantenmechanische Mikrozustande entsprechend der SU(2) Spinfreiheitsgrade reprasentiert. Die
Gesamtzahl der Zustdande des Horizontes N[A] ist gegeben durch

N[A] = 2"Al

mit der Anzahl der Zellen

n[A] = A / {p2

Die Entropie S[A] entspricht dem Logarithmus der Anzahl der Mikrozustinde

S[A] = In N[A]

Die exakte Abzihlung der Zustande N[A] des Spinnetzwerkes liefert Quantenkorrekturen zur semiklassischen Abschitzung S° =

n/4; einschlieBlich der ersten Ordnung, d.h. fiir makroskopische Schwarze Lécher unter Vernachldssigung héherer
Quantenkorrekturen, gilt:

S[A]l=Yan-121Inn + ...

AuBerdem ergeben sich weitere Quantenkorrekturen dahingehend, dass dem rein thermischen Spektrum aufgrund der
Diskretisierung durch die Spinnetzwerke sowie deren quantenmechanische Entartung (viele ununterscheidbare Mikrozustédnde
tragen zum selben Makrozustand eines Schwarzen Loches bei) ein ,verbreitertes Linienspektrum® (iberlagert ist (die Ergebnisse dazu
sind jedoch nicht einheitlich).

Die Quantisierungsmehrdeutigkeit des Immirzi-Parameters y wurde durch Forderung nach Ubereinstimmung in fiihrender Ordnung
mit dem semiklassischen Ergebnis von Bekenstein-Hawking fixiert. Diese Festlegung erscheint zunachst willkiirlich, ist jedoch
zumindest dahingehend robust, dass sie auch fir deformierte Schwarze Lécher ggf. mit nichtverschwindendem Drehimpuls in
fihrender Ordnung immer die Koeffizienten von Hawkings Ergebnis reproduziert, d.h. dass eine einheitliche Festlegung von y
unabhangig von einer speziellen Problemstellung méglich ist.

Im Gegensatz zu einer rein klassischen Abschdtzung ergeben sich aus der LQG neue Eigenschaften: so tragt jeder den Horizont
durchstoBende Link des Spinnetzwerkes ein oben angegeben Fldchenquant a;. Die Fldche des Horizontes ergibt sich damit als
Summe Uber derartige Flachenquanten fiir alle den Horizont durchstoBenden Links. AuBerdem tragen die elementaren Zellen der
Flache £p2 nicht wie klassisch erwartet 2 sondern entsprechend der Dimension der j-Darstellung (2j+1) Mikrozustande zu
verschiedenem j; = -j, -j+1, ..., +j bei. Fiir die Berechnung der 0.g. Entropie werden dabei alle Mikrozustédnde sowie der
Entartungsgrad der Spinnetzwerke betrachtet, die zu einem Makrozustand bei vorgegebener Flache A beitragen. Dies filhrt letztlich
zu den o.g. Quantenkorrekturen (die Details dieser Berechnung sollen hier nicht dargestellt werden).

Die quantenmechanische Beschreibung des Horizontes induziert aufgrund der Randbedingungen (Stichwort: ,isolated horizon™) eine
Separierung des Hilbertraumes in Oberflachen- bzw. Volumenanteil und somit zusatzliche Oberflachenfreiheitsgrade, die den
Durchdringungspunkten der Links entsprechen; dies entspricht eine (2+1 dimensionalen!) Chern-Simons Eichtheorie auf dem
Horizont; die teilweise Fixierung der SU(2) Eichsymmetrie im Volumen induziert letztlich die U(1) Eichsymmetrie der Chern-Simons
Theorie auf der Oberflache:
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S = Secr[A] + Scs[Ael

Scs[Aql > k/4n [ dQ tr[Aqg Ad Ag + 2/3 Aqg A Ag A Ag]

Die Quantisierung dieser Theorie flihrt auf eine Diskretisierung der zundchst kontinuierlichen Eichsymmetrie. Der numerische Faktor
k = A / 4nGy

entspricht dabei dem Level der Chern-Simons Theorie.

Zunachst sind die Spinnetzwerke einerseits sowie die Quantisierung der Chern-Simons Theorie andererseits unabhangig
voneinander, allerdings fiihrt die Implementierung der Randbedingung auf dem Horizont zu einer Eins-zu-Eins Entsprechung von
Operatoren der LQG mit solchen der Chern-Simons Theorie; insbs. stimmt die Abzéhlung der quantenmechanischen
Oberflachenfreiheitsgrade und somit die Entropie in beiden Theorien exakt (iberein! Dies ist umso interessanter, als die Einfiihrung
des Horizontes bereits in der klassischen Theorie = vor der Quantisierung erfolgt; diese Naherung wird dadurch im Nachhinein
gerechtfertigt.

Das Auftreten dieser Oberflachenfreiheitsgrade ist die zentrale Ursache fiir die Skalierung der Entropie des schwarzen Lochs mit der
Oberflache A (anstelle des klassisch erwarteten Volumens); dies entspricht dem bereits angesprochenen holographischen Prinzip,
demzufolge die Dynamik eines Raumbereiches einer nieder-dimensionalen, auf der Oberfldche definierten Theorie, dquivalent ist.

7. AbschlieBende Fragestellungen zur Schleifenquantengravitation und der Definition eines Energieoperators

Uber die bereits in der klassischen Theorie auftretenden Fragestellungen existieren im Formalismus der Schleifenquantengravitation
beziiglich der Definition eines Energieoperators folgende wesentliche offene Punkte:

a) Existiert ein eindeutiges Quantisierungsprinzip bzgl. Konstruktion und Regularisierung einer anomalienfreien Operatoralgebra,
insbs. bzgl. des Hamiltonoperators?

b) Existiert ein physikalisches Prinzip, dass die eindeutige Fixierung des Immirzi-Parameters ohne Riickgriff auf die semiklassischen
Ergebnisse von Hawking und Bekenstein zuldsst?

c) Lasst sich aus einer (physikalisch eindeutig festgelegten) klassischen Konstruktion ein eindeutiger Energieoperator konstruieren?
D.h. existiert eine Observable, die Spinnetzwerkzustanden eine Energie zuordnet, wobei wesentliche physikalische Prinzipien
(Energieerhaltung, Lorentz-Kovarianz, Positivitdt, verschwindende Energie im flachen Raum, korrekter semiklassischer Limes, ...)
berticksichtigt werden?

d) Kann dieser Energieoperator geeignet ,lokalisiert" werden, d.h. ist es mdglich, den Begriff einer geschlossenen Flache und insbs.
eines Horizontes exakt im Rahmen der LQG zu definieren, ohne dazu auf eine klassische Definition zurlickgreifen zu miissen?

e) weitere offenen Punkte dliirften sich aus der Diskussion ergeben...
8. Zusammenfassung und Ausblick

Ausgehend von der Problematik der Definition einer (erhaltenen) Energie im Rahmen der ART wurden mehrere verwandte und
teilweise erweiterte Fragestellungen untersucht. Ausgehend von der Forderung, dass ein verniinftiger Energiebegriff immer auch die
Beitrage des Gravitationsfeldes (insbs. von Gravitationswellen) enthalten muss, wurden sowohl pseudo-tensorielle als auch nicht-
lokale Ansatze untersucht. Letztere spielen eine wesentliche Rolle im Rahmen des kanonischen Formalismus (urspriinglich: ADM-
Formalismus); sie sind jedoch nicht eindeutig aus einem fundamentalen Prinzip ableitbar und lassen eine Reihe von nicht-
aquivalenten Versionen zu.

Im Rahmen der Einstein-Cartan-Theorie wurde die Problematik der Nicht-Erhaltung des (lokalen) Energie-Impuls-Tensors diskutiert.
Ursache der Probleme ist im Wesentlichen die durch die Kopplung an die Spindichte nicht-verschwindende Torsion, die zu einer
Anomalie der Kontinuitatsgleichung fiihrt.

Die kanonische Quantisierung der Einstein-Cartan-Theorie fiihrt auf die sogenannte Schleifenquantengravitation sowie auf
Spinnetzwerke. Hier liegt es nahe, aufgrund des kanonischen Formalismus den Energiebegriff aus einem Hamiltonoperator
abzuleiten. Die zentrale Schwierigkeit des Verschwindens des Hamilton-Constraints im Raum der physikalischen Zustdnde kann
dadurch umgangen werden, dass flir lokalisierte Konfigurationen geeignete Oberflachenterme zum Hamiltonoperator konstruiert
werden. In Spezialfillen lasst sich die Aquivalenz zu den o.g. nicht-lokalen Definitionen zeigen. Die wesentliche Schwéche der
Schleifenquantengravitation, d.h. insbs. die Definition anomaliefreier Constraints als Operatoralgebra auf dem Raum physikalischer
Zustande sowie die Quantisierungsmehrdeutigkeit des Immirzi-Parameters schlagen sich auch bei Definition eines Energieoperators
nieder.

Zuletzt wurde die konkrete Anwendung der LQG auf die Theorie Schwarzer Locher prasentiert. Dabei zeigt sich, dass der Begriff der
Masse durch die Existenz eines Horizontes sowie die Konstruktion eines Flachenoperators ersetzt werden kann, dass also die
Dynamik des exakten Hamiltonoperator sowie ein daraus konstruierter Energieoperator nicht zwingend erforderlich ist, um
wesentliche Eigenschaften und insbs. Quantenkorrekturen abzuleiten.
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9. Abkiirzungen

ADM Arnowitt, Deser und Misner
ART Allgemeine Relativitatstheorie
ECT Einstein-Cartan-Theorie

FRW Friedmann-Robertson-Walker
LQG Loop Quantum Gravity
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